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ПРЕДИСЛОВИЕ
Книга представляет собой краткий многопрофильный справоч­

ник для инженеров и студентов. Она состоит из четырех частей: 
1) высшая математика, 2) физика, 3) теоретическая меха­
ника, 4) сопротивление материалов, и содержит основные по­
нятия, законы, формулы, теоремы и методы, изучаемые в соответ­
ствующих курсах в высших учебных заведениях (политехнических, 
авиационных, транспортных, энергетических, электротехнических, 
машиностроительных, химико-технологических, металлургических, 
строительных, горных, нефтегазовых, военных, экономических, пи­
щевых, текстильных и др.).

Расположение материала в каждой части книги соответствует 
общепринятым программам, используемым в большинстве вузов.

Предельно сжатое и ясное изложение позволяет читателю быстро 
получить (или восстановить в памяти) необходимую информацию. Во 
всех разделах разобраны примеры, поясняющие существо рассматри­
ваемых понятий и методов решения задач. Особое внимание уделено 
вопросам, вызывающим наибольшие трудности у студентов.

Книга не претендует на роль учебника, поэтому доказательства, 
как правило, не приводятся. Ее удобно использовать для получения 
фактической справки (формулы, закона) и ускоренного повторения 
пройденного материала при подготовке к экзаменам и зачетам.

Справочник будет также полезен широкому кругу научных работ­
ников и преподавателей вузов (не являющихся специалистами физико- 
математического профиля).

Для удобства всех категорий читателей в приложении книги 
приведены таблицы тригонометрических формул, неопределенных 
интегралов, решений обыкйовенных дифференциальных уравнений и 
другие полезные справочные материалы.

Специальные шрифтовые выделения в тексте и подробное огла­
вление помогут читателю находить нужную информацию.

В конце каждой части книги приведен список рекомендуемых 
справочников и учебников, к которым полезно обращаться при не­
обходимости иметь более подробные сведения по интересующим во­
просам.

Авторы



ВЫСШАЯ 
МАТЕМАТИКА

Основные обозначения
det А — определитель матрицы А;

£ — вектор, а = {ар а2> аз)' гДе а1» а2> аз —компоненты вектора;
|а| — модуль скаляра: |а| = а при а ^ Ои |а| = —а при а < 0;
|а| — модуль вектора, |а| = ^Qj + а^ + а|;

(а, 6) — интервал а < х < Ь;
[а,Ь] — отрезок а^10;
а • b — скалярное произведение векторов;

а X 6 — векторное произведение векторов;
abc — смешанное произведение векторов;

grad а — градиент скаляра а;
div 3 — дивергенция вектора а;
rot S — ротор вектора а;

ш!— биномиальные коэффициенты, C^L = — --- -—-;
к\(т — к)!

ехрт — экспонента, expi = еж;
shr — гиперболический синус, shr = у(еж — е-1);
ch а; — гиперболический косинус, chi= у(ех + е”1);
th г — гиперболический тангенс, thr = shi/chi;

cthi — гиперболический котангенс, cthz = chi/shi;
n! — факториал, n! = n(n — 1).. .2 • 1;

y^ Ух> J'W — первая производная функции у = f(x);
у", Ухх' ft1) — вторая производная функции у = /(□?);

A U В — объединение множеств;
А П В — пересечение множеств;
А С В — А — подмножество В;

0 — пустое множество;
= — тождественно равно;
€ — принадлежит;
-L — перпендикулярно;
|| — параллельно;

=> — следует, следовательно;
<=> — эквивалентно.



1. Аналитическая геометрия 
на плоскости

1.1. Декартовы и полярные координаты. 
Расстояние между точками

► Декартова прямоугольная система координат состоит из
двух взаимно перпендикулярных прямых, каждая из которых рассма­
тривается как числовая ось (см. разд. 4.1). Эти прямые называются 
осями координат. Точка О их пересечения служит началом отсчета 
для обеих осей и называется началом координат. Единицы масштаба 
осей координат совпадают. Как правило, одну-из координатных осей
располагают горизонтально и считают положительным направление

вправо. Эту ось называют осью абсцисс 
и обозначают буквой х или Ох. На верти­
кальной оси, называемой осью ординат и 
обозначаемой у или Оу, положительным 
обычно считают направление вверх.

Каждой точке М плоскости вза­
имно однозначно соответствует пара 
(я0, 2/о) действительных чисел—коорди­
нат точки М. Эти числа являются ко­
ординатами проекций точки М на оси 
х и у соответственно. Первая координа­

та я0 называется абсциссой, а вторая координата yQ — ординатой 
точки М. Координатные оси делят плоскость на четыре части, на­
зываемые квадрантами (или четвертями), которые нумеруются, как
показано на рис. 1.

> Полярная система координат состоит из точки О, называемой 
полюсом, и луча Ох, называемого полярной осью. Положение каждой 
точки М на плоскости задается двумя полярными координатами: 
полярным радиусом р = \ОМ\ и полярным углом р = LxOM (рис. 1). 
Значения угла р определены с точностью до слагаемого 2тгп (п — 
целое число).

Декартовы прямоугольные и полярные координаты точки М 
связаны соотношениями xQ = pcosp, yQ = psin<p.

Если заданы декартовы координаты х и у точки М, то полярный 
радиус р = ^/ж2 +J/2, а полярный угол р находят из соотношения 
tgp = УIх с учетом того, в каком квадранте лежит точка М.

Пример 1. Найти полярные координаты точки М(—3; —3).
Решение. Имеем р = у/(-3)2 + (—З)2 = 3\/2, tg <^= ту = 1; так как точка М 

находится в третьем квадранте, то (^ = arctgl + 7Г = утг.
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► Расстояние между двумя точками A^pj/J и В(х2,у2) (т.е. 
длина отрезка АВ) обозначается через |АВ| или р(А,В) и вычисля­
ется пр формуле

р(А В) = 4/(^2 “^i)2 + (2/2 — У1)2-

► Уравнение линии. Имея систему координат, множество всех то­
чек на плоскости можно рассматривать как множество всевозможных 
пар чисел х, у. Соотношения, накладываемые наг,у, определяют под­
множества плоскости.

Линия на плоскости обычно задается при помощи уравнения, 
связывающего координаты х, у. Уравнение f(x,y) = 0 называется 
уравнением линии £, если для любой точки М{х0, у0) 6 С выполняется 
равенство f(xQ,yQ) = 0, а для любой точки А/(х0, у0) £ £ справедливо 
неравенство f(xQ)yQ) / 0.

Пример 2. Написать уравнение линии £, все точки которой равноудалены 
от точек А(0, 2) и В(4, —2).

Решение. Пусть М (z, у) — произвольная точка, лежащая на С. Имеем

р(А, М) = ^Д2 + (V “ 2Л Р(В, М) = ^/(г-^ + ^ + г)*.

Из условия р(А, М) = р(В,М) получим z2 + (з/ - 2)2 = (z - 4)2 + (з/ + 2)2. Раскрыв 
скобки, находим искомое уравнение: 3/ = z — 2, которое описывает прямую линию.

Уравнения наиболее часто встречающихся линий на плоскости 
приведены далее в разд. 1.3, 1.5, 1.6.

1.2. Деление отрезка в данном отношении. 
Площадь многоугольника

► Деление отрезка в данном отношении. Координаты точки 
М(х,у), делящей отрезок АВ в отношении \АМ\ : \МВ\ = к, опреде­
ляются по формулам

+ кх2 + ку2
1+* ’ У~ 1+к '

Пример. Найти координаты середины отрезка АВ.
Решение. Середине отрезка соответствует fc = 1. Подставляя это значение 

, Zi +в последние формулы, получим искомые координаты z = —1-----—, у = —1------—.

► Площади плоских фигур.
1. Ориентированная площадь S3 треугольника с вершинами в 

точках (а?!,^), (х2,у2\ (х3,у3):

S3 4 Г1
*2
^3

У1
Уз
Уз

1
1
1
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Если S3 = 0, то три точки лежат на одной прямой (необходимое и 
достаточное условие).

2. Ориентированная площадь Sn многоугольника с вершинами в 
точках (х1,у1), (х2,у2), (ха,уа):

5П = у [(^1 “ ^(Ух + Уг) + (*2 “ *з)(У2 + Уз) + • • • + (*п - ®1)(УП + У1)]

При вычислении по этим форл^улам площадь получается положи­
тельной, если обход вершин в порядке нумерации происходит против 
часовой стрелки, и отрицательной — в противном случае.

1.3. Различные виды уравнения прямой
► Общее уравнение прямой. Каждая прямая на плоскости зада­
ется в декартовой системе координат линейным уравнением

Ах + By + С = О, (1)

которое называется общим уравнением прямой на плоскости. Обрат­
но, если А2 + В2 / 0, то уравнение (1) задает прямую.

Частные случаи уравнения (1):
1) А = 0, у = —С/В — прямая параллельна оси я;
2) В = 0, х = —С/А — прямая параллельна оси у\
3) С = 0, Ах + By = О’— прямая проходит через начало координат. 

Для построения прямой достаточно отметить две ее точки, коор­
динаты которых находятся из уравнения прямой.

Рис. 2.

Пример 1. Построить прямую 
х - 2у - 2 = 0. .

Решение. Положив у = 0, най­
дем х = 2 и точку пересечения Р(2,О) 
прямой с осью х. Аналогично, поло­
жив г = 0, получим точку пересечения 
Q(0, —1) прямой с осью у. Через точ­
ки Р и Q проводим искомую прямую 
(рис. 2).

Пример 2. Построить прямую 
2х + Зу = 0.

Решение. Полагая последовательно 
х = 0 и х = 3, найдем точки 0(0,0) и 
F(3,-2) и проведем через них прямую 
(рис. 2).

► Уравнение прямой в отрезках имеет вид

Здесь (а,0), (0,6) —точки пересечения прямой с осями координат.
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► Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Если прямая
не параллельна оси у, то ее общее урав­
нение можно разрешить относительно 
переменной у. В результате получим 
уравнение прямой с угловым коэффи­
циентом:

у = кх-1-Ь. (2)

Параметр к, называемый угловым ко- 
эффициентом, равен тангенсу угла а, 
который прямая образует с положи­
тельным направлением оси х. Пара­
метр b — ордината точки пересечения прямой с осью у (рис. 3, пря­
мая 1).

1.4. Угол между прямыми.
Расстояние от точки до прямой

► Угол между прямыми. Угол ^ между прямыми у — кхх -\- Ъх 
и у = к2х 4- Ь2 (т.е. угол, отсчитанный против часовой стрелки от 
первой прямой до второй — см. рис. 3) при кхк2 / —1 определяется 
формулой

Если кгк2 = —1, то ^> = 90°.
Условие параллельности прямых: к1 = к2.
Условие перпендикулярности прямых: к} = — 1/к2.
Угол между двумя прямыми, заданными общими уравнениями 

Агх + Вгу + Сг = 0 и А2х 4- В2у 4- С2 = 0, вычисляется с помощью 
выражения

^л^^в; (ч" Mt»,^#»)-

Условие параллельности прямых: Ах/А2 = Вх/В2.
Условие перпендикулярности прямых: АХА2 + ВгВ2 = 0.

► Пучок прямых — это совокупность прямых, проходящих через 
данную точку М0(х0)у0). Уравнение прямой с угловым коэффициен­
том к из данного пучка имеет вид

У-Уо = Кх~хо}- „ (3)

Уравнение любой прямой из данного пучка записывается так: 
Ж* - ®о) + В(У - Уо) = 0-
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Точка пересечения двух прямых LY : Ахт + В^ + Q = 0 и 
L2 : А2х + В2у + С2 = 0 определяет пучок, который описывается 
уравнением р(Агх + Вху + CJ + q^A2x 4- В2у + С2) = 0, где р, q — 
некоторые числа.

Чтобы найти координаты точки пересечения прямых Lr и L2, 
необходимо решить систему, состоящую из двух уравнений этих 
прямых. Аналогично находятся точки пересечения любых двух линий, 
заданных уравнениями.

к Уравнение прямой, проходящей через две данные точки 
Mfx^yJ и N(x2,y2) (i! ^ i2, у{ / у2), имеет вид

У-У1 _ г-li
У2 “2/1 $2 “ $1

Пример. Дан треугольник с вершинами D(-2,0), Е(2,4), F(4,0). Написать 
уравнение стороны EF и высоты DH. 

у — 4 х — 2
Решение. Уравнение стороны EF: -—— = ——— или у = -2х + 8. Отсюда 

находим угловой коэффициент этой прямой kEF “ “2- Из условия перпендику­

лярности имеем kDH = — - ----- = —. Воспользовавшись уравнением (3), получим
kEF 2

уравнение высоты DH: у — 0 = у(г + 2) или у = —г + 1-

к Расстояние от точки до прямой. Расстояние J от точки с 
координатами т0, yQ до прямой Ах + By + С = 0 определяется по 
формуле

f _ Идр + Вуд + С| 
уд2 + в2

1.5. Окружность, эллипс, гипербола 
и парабола

► Уравнение окружности с центром в точке (z0, у0) и радиусом R 
имеет вид

(я - Гр)2 + (у-%)2 = R2.

В частности, уравнение окружности с центром в начале координат: 
я2 + у2 = Я2-

► Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма рас­
стояний от каждой из которых до двух данных точек ^ и F2 есть 
постоянная величина, равная 2а. Точки Fx и F2 называются фокусами 
эллипса, а расстояние p^F^F^ = 2с — фокусным расстоянием.

Наиболее простой вид уравнение эллипса имеет в системе коор­
динат, в которой осью х служит прямая, проходящая через фокусы,
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начало координат О совпадает с серединой отрезка FrF2, а ось у 
проходит через точку О перпендикулярно оси х (рис. 4). Уравнение
эллипса в этой системе имеет вид

2 2

а2 + Ь2

и называется каноническим уравнением.
Параметр оказывается большой по­

луосью, Ь = \/ а2 — с2— малой полуосью 
эллипса. Отношение с/а = е < 1 называ­
ется эксцентриситетом эллипса.

Параметрические уравнения эллипса: х = a cost, у = 6 sin/ (пара­
метр t принимает любые действительные значения от 0 до 2тг).

РУравнение эллипса в полярных координатах: р = - ------------- , где
1 + е cos <р

р = Ь2/а — фокальный параметр (половина хорды, проведенной через 
фокус параллельно малой оси).

Площадь эллипса вычисляется по формуле S = nab.
Для приближенного определения периметра эллипса можно ис­

пользовать формулу L « 7r[l,5(a + i) - y/ab].

► Гиперболой называется множество точек плоскости, модуль раз­
ности расстояний от каждой из которых до двух данных точек Рг
и F2 есть постоянная величина, 
равная 2a. Точки Fx и F2 на­
зываются фокусами гиперболы, 
расстояние p(FT, F2) = 2с — фо­
кусным расстоянием.

Каноническое уравнение ги­
перболы имеет вид

д2 У2 _ , 
а2 62 ’

где b = Vc2 — а2- Оно описыва- 
ет гиперболу в системе коорди­
нат, ось х которой проходит через фокусы Fx и F2, а начало находится 
в середине отрезка FrF2 (рис. 5).

Параметр а называется действительной (или вещественной) 
полуосью, параметр Ь — мнимой полуосью. Отношение с/а = е > 1 
называется эксцентриситетом гиперболы.

„ b b
Прямые у= —х иу—---- х называются асимптотами гиперболы,а а

При неограниченном продвижении в бесконечность расстоянйе от 
каждой из них до гиперболы стремится к нулю.
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Рис. 6.

Если а = Ь, гипербола называется равнобочной. В системе коорди­
нат, оси которой совпадают с асимптотами равнобочной гиперболы, 

к
она имеет уравнение вида у = — (к ^ 0).х
► Параболой называется множество точек плоскости, равноуда­
ленных от данной точки F и данной прямой I (рис. 6).

Точка F называется фокусом, а прямая I — директрисой пара­
болы.

Через фокус проведем прямую, перпендикулярную директрисе, и 
обозначим точку пересечения этой прямой с директрисой буквой С. 
Длину отрезка FC обозначим р. Примем построенную прямую за 
ось х, а середину отрезка FC — за начало координат. В такой системе 
парабола имеет уравнение

у2 = 2рх,

называемое каноническим (рис. 6, а).
Если прямую, перпендикулярную директрисе, принять за ось у, 

а начало координат также взять в середине отрезка FC, то в 
получившейся системе координат уравнение параболы имеет вид 
у = ах2, где а = — (рис. 6, б).

1.6. Приведение общего уравнения кривой 
второго порядка к каноническому виду

► Преобразование координат. Одна прямоугольная система ко­
ординат хОу может преобразовываться в другую прямоугольную си­
стему координат xlOiyi при помощи параллельного переноса и по­
ворота. Координаты (х,у) точки М в системе хОу и координаты
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(xy^y) той же точки М в системе ххОхух связаны следующими соот­
ношениями:

1) при параллельном сдвиге осей и переносе начала координат О 
в точку О^С^Ъ)

х = х^а, у-ух^Ъ\

2) при повороте осей на угол (р вокруг начала координат

х = xr cos р - yr sin 9?, у = хх sin р + yr cos р.

► Общее уравнение кривой второго порядка

Ах2 4- Вху + Су2 4- Dx + Еу + F = О

при переходе к подходящей новой системе координат упрощается и 
приводится к одному из двух следующих видов:

Arx^ -h С^ 4-^=0 или С2у2 + ^2х2 4- F2 = 0.

В зависимости от полученных значений AX,CX,FY,C2, D2,F2 первому 
из этих уравнений соответствует либо эллипс, либо гипербола, либо
пара пересекающихся прямых, либо точка, либо пустое множество,
а второму — либо парабола, либо пара параллельных прямых, либо 
одна прямая, либо пустое множество.

Искомое преобразование производится в два этапа. На первом
этапе с помощью поворота освобождаемся от члена, содержащего
произведение координат. Угол поворота р определяется формулой

В
А-С'tg9? = если А ^ С\ при А ■= С имеем р = 45°. На втором

этапе при помощи параллельного переноса приходим к одному из двух
упомянутых уравнений.

2. Аналитическая геометрия 
в пространстве

2.1. Системы координат в пространстве
► Декартова прямоугольная система координат в простран­
стве состоит из трех взаимно перпендикулярных числовых осей (на­
зываемых осями координат) с общим началом отсчета О и общей 
единицей масштаба. Эти оси обозначаются через Ox, Оу, Oz (или 
просто буквами х, у, z) и называются осями абсцисс, ординат и ап­
пликат. Координаты (я, у, z) точки М определяются как координаты 
проекций этой точки на оси х, у и z соответственно. Плоскость ху 
(или хОу), содержащая оси х и у, и аналогично определяемые плос­
кости xz (xOz) и yz (yOz) называются координатными плоскостями.
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Расстояние между точками А(х1,у1, гг) и В(х2,у2, z2) вычисляет­
ся по формуле

Р<Л В) = ^2 - ij2 + (у2 - yj2 + (z2 - zj2.

Координаты точки M(x,y,z), делящей отрезок АВ в отношении 
\АМ\ : \МВ\ = к, определяются соотношениями

24 + кх2 у. + ку2 z. + kz2
х =------------ . и . z = ------------.1+* ’ у ’ 1+*

► Цилиндрические координаты. Положение точки M(x,y,z) в 
пространстве можно определить ее аппликатой z и полярными коор­
динатами р = |ОР| и р = LxOP проекции Р этой точки на координат­
ную плоскость хОу. Величины р, р, z называются цилиндрическими 
координатами точки М. Декартовы прямоугольные и цилиндриче­
ские координаты точки связаны соотношениями х = pcos р, у = psinp 
(аппликаты в обеих системах одинаковы).

► Сферическая система координат определяет положение точ­
ки M(x,y,z) следующими тремя величинами: расстоянием р = ОМ, 
углом в = LzOM и углом р между плоскостями zOx и zOM. Ве­
личины р, р, в называются сферическими координатами точки М. 
Прямоугольные и сферические координаты связаны соотношениями

х = psin^cos ^>, у = psin ^ sin у>, z = pcosd.

2.2. Векторы
Вектором называется направленный отрезок АВ, у которого 

точка А рассматривается как начало, а точка В — как конец. Вектор 
обозначается либо указанием его начала и конца со стрелкой навер­
ху А^, либо одной буквой со стрелкой наверху а. Длина отрезка АВ 
называется модулем вектора АЁ и обозначается |А§| (модуль век­
тора а обозначается |а|). Векторы, лежащие на одной прямой или на 
параллельных прямых, называются коллинеарными.

Векторы называются равными, если они коллинеарны, имеют оди­
наковые модули и направления. Из этого определения следует, что 
каковы бы ни были вектор а и точка Р, существует единственный 
вектор Р^ с началом Р, равный вектору а. Поэтому в геометрии век­
торы рассматривают с точностью до их положения (т.е. не различая 
векторов, получающихся друг из друга параллельным переносом). В 
этом смысле векторы называют свободными.

Если поместить начало вектора а в начало координат, т.е. пред­
ставить его направленным отрезком оА, то координаты (x,y,z) 
точки А называются координатами вектора а. При этом пишут
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а = {x,y,z}. (Отметим, что ОА называют радиусом-вектором 
точки А).

Если вектор а имеет начало Щх^у^ z^, а конец С{х2,у2, z2), то 
а = В^ = {г2”г1! У2~~У1^ z2~21}-Обозначим через г, j и к единичные 
векторы {орты) координатных осей х, у и z соответственно (т.е. 
i — OA, j = ОЁ, к = ОС, где О — начало координат, Д(1,0,0), В(0,1,0), 
С(0,0,1)). Тогда каждый вектор а = {я, у, z} единственным образом 
представляется в виде а = xi + yj + zk.

Если а = {я, у, z}, то |5| = \/х2 + у2 + z2.

2.3. Действия над векторами.
Скалярное произведение

► Произведение вектора на число. Сумма и разность век­
торов. Произведением вектора а на число к называется вектор ка, 
коллинеарный вектору а, имеющий модуль |^||а|и направленный оди­
наково с а, если А: > 0, и противоположно а при А: < 0. Если a — {x,y,z}, 
то ка = {кх, ку, кг}.

Суммой векторов аиЬ называется вектор а+Ь, который строится 
следующим образом. Сначала с помощью параллельного переноса 
вектора Ь совмещают его начало с концом вектора а. Сумма векторов 
а + Ь— «замыкающий» вектор, начало которого совпадает с началом 
вектора а, а конец — с концом вектора b {правило 
треугольника, рис. 7).

Разность векторов а — Ь определяется как сумма 
векторов а и —Ъ. Если а = {х^у^ zx}, b = {х2, y2,z2}, 
то а±Ь = {х1 ± х2,уг ± Уг^\ ± ^2)-

Вектор, начало которого совпадает с его концом, называется 
нулевым и обозначается 0. Очевидно, 0 = {0,0,0} и а + 0 = а для 
любого вектора а.

► Скалярным произведением векторов а = {x^^^jZ^ и 
Ь = {^г^г^г) называется число, равное произведению их модулей 
на косинус угла р между ними: а Ь = |а||6| cos<^.

В декартовых координатах: а - Ь = хгх2 + угу2 + zrz2.
Свойства скалярного произведения:

1. a b = Ъ а.
2. а{Ь + с) = а- Ь + ас.
3. {ко) Ь = а - {кЬ) — ка -b, к — число.
4. а • а = \а\2 (эту величину обозначают также а2).

Скалярные произведения ортов:

i i = j j = к к=1, i j=j k = k i = O.
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► Угол между векторами. Угол меж^у вектором и осями 
координат. Угол 9? между векторами а и Ь определяется из соотно­
шения

а • b 
cos р = ---- —.

Условие перпендикулярности двух векторов. Векторы а нЬ пер­
пендикулярны тогда и только тогда, когда а Ь = 0.

Условие параллельности (коллинеарности) двух векторов. Век­
торы а = {^цУц^г} и 6 = {^2^2’^2) параллельны тогда и только 
тогда, когда а = kb или — = — = — = к (х2 / 0, t/2 / 0, z2 / 0).

ч ^2 ^2 z2
Проекция вектора b на направление вектора а} равная |6|cos^, 

вычисляется по формуле Пр30 = .

Пример. Определить угол А треугольника АВС с вершинами Л(1,1,1), 
В(2,-1,3), С(0,0,5).

Решение. Имеем А& = {1, -2, 2}, aS = {-1, -1,4}. Тогда

А_ aSaS _ 1 ■(-!) + (-2) (~1) + 2 4 _ 1
“ ЖЖ“ ур?(^)^7Й)^^ ~ ^’ £А = 45°.

Косинусы углов а, /3, у между вектором а и осями коор­
динат х, у, z соответственно называются направляющими ко­

синусами вектора а. Отметим, что ~ = {cos a, cos/?, cos 7}, 

cos2 а + cos2 /? 4- cos2 7 = 1.

2.4. Векторное и смешанное произведения
► Векторным произведением векторов а и 6 называется вектор 
с = а xb, определяемый условиями:

1) вектор с перпендикулярен векторам а и Ь;
2) |с| = |а|161 sin 9?, где р — угол между векто­

рами а и Ь;
3) а, Ь, с образуют правую тройку векторов, 

т.е. если начала векторов а, Ь и с поместить в 
одну точку, то кратчайший поворот вектора а 
к b наблюдается с конца вектора с происходящим 
против часовой стрелки (рис. 8).

Векторные произведения ортов: i х j = k, j х к = i, к х i = j.
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Если а = {z^y^ z^, b = {я2) ?/2) ^2}) то

= {У1г2 ~ г1У2> ~х1г2 + zlx2> *12/2 “ 2/1^2}'

Свойства векторного произведения:
1. a xb = — (b х а).
2. ах (b + c) = axb + ax с.
3. (ко) х b = а х (kb) = к(а х 6) (к —число).
4. Векторы а и b коллинеарны тогда и только тогда, когда а xb = 0.
5. Площадь S параллелограмма, построенного на векторах а и Ь, 
равна модулю их векторного произведения: S= |5 xi|.

Пример. Найти площадь треугольника с вершинами А(7,3,4), В(1,0,6), 
С(4,5,-2).

Решение. Имеем aS = {—6, —3, 2}, А(5 = {—3, 2, —6}. Вычислим

А^ х aS = г 3
-6 -3
-3 2

к
2

-6

= 7 (18- 4) - J (36+6) + к (-12 - 9) = 14i*- 42j-21k = {14,-42,-21}.

Поэтому S = у|АЙ X A?| = y\/142 + (-42)2 + (-21)2 = у • 49 = 24,5.

►^ Смешанным произведением векторов а, Ьи с называется число 
abc, равное скалярному произведению вектора а на вектор b х с, т.е. 
abc = a (b х с).

Свойства смешанного произведения:
1) При перестановке двух сомножителей смешанное произведение 
меняет знак:

abc = —bac = bca = —cba = cab = —acb.

2) Векторы а, Ь, с компланарны (т.е. параллельны одной плоскости) 
тогда и только тогда, когда abc = 0.
3) Если векторы а, Ь, с не компланарны, то на них можно построить 
параллелепипед; его объем V = \abc\. Объем пирамиды, построенной 
на векторах а, b и с, составляет одну шестую часть объема указан­
ного параллелепипеда: 7пир = -^\аЪс\.

Если а = {а1? а2, а3}, b = {ЬХ,Ь2, Ь3], с — {с1}с2, с3}, то их смешанное 
произведение вычисляется как определитель третьего порядка:

abc = *1

С1

а2
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2.5. Плоскость в пространстве
► Общим уравнением плоскости называется линейное уравне­
ние

Ах + By + Cz + D = О, (1)
где А2 + В2 + С2 ^ 0.

Любая плоскость в пространстве определяется уравнением ви­
да (1). Если D = 0, то плоскость проходит через начало координат; 
если С = 0 (соответственно А = 0 или В = 0), то плоскость парал­
лельна оси z (соответственно оси х или оси у). Уравнение Ах + £) = 0 
определяет плоскость, параллельную плоскости yOz.

Положение плоскости Р в пространстве полностью определяется 
точкой MQ(xQ} yQ, zQ), лежащей на этой плоскости, и перпендикуляр­
ным ей вектором N = {А, В, С} (который называется нормальным 
вектором плоскости). При этом уравнение плоскости имеет вид

Л(* - ^о) + В(У - й) + ^(г - :о) = °- (2)

Уравнение плоскости; проходящей через точку MQ(xQ,yQ,zQ) и 
параллельной двум неколлинеарным векторам Nr = {Alf BliCl} и 
^2 = {^21^21^2}) может быть записано в виде (2), где А, В, С — 
координаты вектора N = Nt * N2.

Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 
М^х^Уц z^, ^(^^г^г)» ^3(^3,2/3, гз), не лежащие на одной пря­
мой, имеет вид А(х — xj + В(у — У1) + C(z — zY) = 0, где Af В} С — 
координаты вектора N = МГМ2 х МГМ3. Это уравнение можно за­
писать с помощью определителя:

* - *1 У-У1 
^2 “" г1 У2 " У\ 
хз — ^1 Уз ~ У1

Z-Z1 

^2 ” *1 
*3-*i

= 0.

Пример. Составить уравнение плоскости Р, проходящей через точку 
Мо(2, —1,1) и перпендикулярной двум плоскостям Р^ '. Зх 4- 2у — z 4- 4 = 0 и 
Р2 : ^ + 1/ + * — 3 = 0.

Решение. Нормальные векторы ^ = {3, 2, —1} и ??2 = {1,1,1} к плоскостям 
Р^ и Р2 параллельны плоскости Р. Вычислим

ч г 3 к
N = N{ X N2 = 3 2 -1 = 3t - 4j 4-Ifc.

1 1 1

Плоскость Р описывается уравнением 3(х — 2) — 4(у +1) + (я-1) = О или 
Зх — 4у + z — 11 = 0.

Расстояние d от точки М0(х0, у0, z0) до плоскости Ах 4- By 4- 
4 Cz + ^ = 0 вычисляется по формуле

, И^о + Дур + С^о + Д| 

у/А2 + В2 + С2
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к Взаимное расположение двух плоскостей. Угол ip между 
двумя плоскостями

Ахх + В^ 4- C\z ^^ = О (плоскость PJ,
А2х + В2у + C2z + D2 = 0 (плоскость Р2)

равен углу между их нормальными векторами Nr и N2 и определяется 
соотношением

N^ • N2 А^А2 -|- В^В2 -f-
cos = i^h^i = TaT+WTWTW+WTcF'

Условие параллельности плоскостей: Рх || Р2 тогда и только 
тогда, когда коллинеарны нормальные векторы Nx^ N2, т.е.

AJA2 = В1/В2 = Сг/С2 (если Я2 / О, В2ф О, С2 / 0).

Условие перпендикулярности плоскостей: Рх ± Р2 тогда и только 
тогда, когда ^ 1^2) т.е.

Л|А2 + ^1^2 + ^1^2 = 0*

Уравнение пучка плоскостей, проходящих через линию пересече­
ния плоскостей Рг и Р2, имеет вид

р(Агх + Bry + Crz + D^ + q(A2x + В2у + C2z 4- D2) = 0

(при любых конкретных значениях параметров р и q это уравнение 
определяет плоскость, проходящую через линию пересечения плоско­
стей Рх и Р2).

2.6. Прямая в пространстве
Каждая прямая в пространстве может быть задана системой двух 

линейных уравнений

Avx + Вху 4- Cxz 4-^ = 0,
А2х 4* В2у 4* C2z 4" D2 = 0

(эти уравнения определяют две плоскости, пересечением которых и 
служит данная прямая).

Обратно: любая совместная система уравнений вида (3), левые 
части которых не пропорциональны, задает некоторую прямую.

Положение прямой L полностью определяется какой-нибудь ее 
точкой M0(xQiyQ, zQ) и направляющим вектором I = {т^п.р}^ парал­
лельным прямой. При этом прямая задается следующими параметри­
ческими уравнениями:

x = xQ+tm} У = Уп+1щ z = zQ + tp,
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где параметр t принимает любые действительные значения.
Если все координаты направляющего вектора не равны нулю, пря­

мая может быть также задана следующими каноническими уравнени­
ями:

х~^о = У-Ур _ *-*0 
т п Р

Углы а, (3, 7, образуемые прямой L соответственно с осями 
координат Ox, Оу, Oz, находятся по формулам

т.п р
cos а = —7=7=т=т ) cos /> = —=====, cos 7 = —=====. 

\/т2 + п2+р2 у/т2 + п2 + р2 \/т2 + п2+р2

Прямая, проходящая через две данные точки M1(xliyliz1) и 
М2(х2, У2^ *2)» представляется уравнениями

х- xr _ y-yY _ z- zY
*2 ” *1 ~ У2~У1 ~ г2 “ :1 ($2 ^ Х1>У2 ^ У1*г2 ^ 21)'

Если прямая L задана уравнениями (3), т.е. как линия пересечения 
плоскостей Pt и Р2 с нормальными векторами ^ = {ApB^CJ и 
N2 — Мг^г’ОзЬ то ее направляющий вектор I может быть найден 
как векторное произведение векторов Nx и N2'- I = Nx * N2. Точка 
MQ е L находится как одно из решений системы (3).

Пример. Написать канонические уравнения прямой, заданной уравнениями 
х + 2у + 3z — 13 = 0, За: + з/ + 42 — 14 = 0.

Решение. Имеем ^ = {1,2,3}, ft2 = {3,1,4}, Т = ^ х ^2 = {5,5, -5}. 
Подставив в уравнения прямой значение z = 0, получим систему: а: + 2у — 13 = 0, 
За: + у — 14 = 0, из которой найдем а: = 3, у = 5, Af0(3, 5,0). Таким образом, 

u о: — 3 з/ — 5 2 — 0
канонические уравнения прямой примут вид -------- = -------- = -------- или

5 5 —5
г-3 = у - 5 = —2.

Угол <р между прямыми Ьг и L2 равен углу между их направляю­
щими векторами 1Х = {т1} п1,р1} и /2 = {ш2, п2,р2} и вычисляется по 
формуле

cos^ = ^1 * ^2 _ ^1^2 "^ П1П2 ~^Р1Р2 , 
1У1У чАМ + ”1 + pF\A»2 + "2 + Рг

2.7. Прямая и плоскость а пространстве
Угол р между прямой L с направляющим вектором I = {т, п,р} и 

плоскостью Р : Ах + By + Cz + D = О Определяется из соотношения

|Am + Bn + Cp| Sin СР = —= ... т=^=... —■.
\/А2 + В2 + С2\/т2 -|- п2 4- р2
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Условие параллельности прямой и плоскости: L \\ Р тогда и 
только тогда, когда векторы I и N перпендикулярны, т.е.

Ат 4- Вп + Ср = Q.

Условие перпендикулярности прямой и плоскости: LLP тогда 
и только тогда, когда векторы N = {А, В,С} и I параллельны, т.е.

— = — = — (если m / О, п / 0, р / 0). 
т п р

Канонические уравнения прямой L, перпендикулярной плоскости 
Р : Ах + By + Cz + D = Q м проходящей через точку М0(х0, у$, г0), 
имеют вид

'^^ = ^^^ = ^^ (Л/0.В/0,С/0\

Уравнение плоскости Р, проходящей через точку M0(xQ,y0, zQ) и 
перпендикулярной прямой L с направляющим вектором I = {т,п,р}, 
записывается так:

т(х - i0) + п(у - у0) + p(z - z0) = 0.

Для нахождения координат точки пересечения прямой и плоско­
сти необходимо решить систему уравнений, состоящую из уравнений 
прямой и уравнения плоскости.

Пример. Найти проекцию точки М0(3,1, —1) на плоскость Р, которая задана 
уравнением х 4- 2у 4- 3z — 30 = 0.

Решение. Искомая проекция Q(xf у, z) есть точка пересечения плоскости Р и 
прямой L, проходящей через точку Мо и перпендикулярной Р. Параметрические 
уравнения прямой L: х = 3 + t, у = 1 + 2t, z = — 1 + 3t подставим в уравнение 
плоскости Р. Получим 3+^ + 2 +4t- 3 + 9/-30 = О, откуда t = 2, х = 5, у = 5, 
з = 5, Q(5,5,5).

2.8. Поверхности второго порядка
► Поверхностями второго порядка называются такие множе­
ства точек в пространстве, координаты которых удовлетворяют 
уравнению вида

Ах2 4- By2 4- Cz2 4- Dxy 4- Eyz 4- Fzx 4- Gx 4- Hy 4- Kz 4-1 = 0. (4)

Например, уравнение

s2 + у2 + z2 = Я2

определяет сферу радиуса R с центром в начале координат. Объем 
сферы: V = -|-7гР3.
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ТАБЛИЦА 1 
Канонические уравнения поверхностей второго порядка

Каноническое уравнение Название поверхности Рисунок

1 ТТ + -Sr + -ГТ = 1 а* о с*
Эллипсоид Рис. 9, а

2
..2 _2 Однополостный 

гиперболоид Рис. 9, б

3 -т- + - -^Г = -1а3 Ь3 с3
Двуполостный 
гиперболоид Рис. 9, в

4 4 + £»4 = 0 
а3 Ь3 с3

Конус второго 
порядка Рис. 9, г

5
..2

V + V =2^ 
(р. 9 > 0)

Эллиптический 
параболоид Рис. 9, д

6 Р я
(Р. 9 > 0)

Гиперболический 
параболоид Рис. 9, е

7 1т + -ьТ = 1
Эллиптический 

цилиндр Рис. 9, ж

8 ^Т - -Й- = 1 
а3 Ь3

Гйперболический 
цилиндр Рис. 9, з

9 у2 = 2рх Параболический 
цилиндр Рис. 9, и

10 -£ =о 
а* Ь3

Пара пересекающихся 
плоскостей

Рис. 9, к

11 1 а3
Пара параллельных 

плоскостей
—

12 Т2 = 0 Пара совпадающих 
плоскостей

—

► Канонические уравнения поверхностей второго порядка. 
При помощи поворотов и параллельного переноса осей координат 
всякое уравнение вида (4) может быть преобразовано к простому 
каноническому виду. Основные канонические уравнения и названия 
соответствующих поверхностей даны в табл. 1, а их схематические 
изображения приведены на рис. 9. Ниже описаны наиболее важные 
свойства некоторых поверхностей второго порядка.

Эллипсоид (рис. 9, а). Сечением эллипсоида любой плоскостью 
является эллипс (в частном случае круг). Координаты точек эллипсо­
ида удовлетворяют неравенствам —а^х^а, —b^y^b, —c^z^c.

Объем эллипсоида: V = ^каЬс.
В частном случае а = Ь имеем эллипсоид вращения, получающийся 

при вращении эллипса (х/а)2 + (г/с)2 = 1, лежащего в плоскости xOz,



2.8. Поверхности второго порядка 27

Рис. 9.



28 Линейная алгебра

вокруг оси z (при а>с эллипсоид вращения называется сплюснутым} 
а при а < с— вытянутым).

Гиперболоиды (рис. 9, б, б). Для обоих гиперболоидов сечения, 
параллельные оси z, — гиперболы (для однополостного гиперболоида 
может быть пара пересекающихся прямых); сечения, параллельные 
плоскости хОу,—эллипсы.

Дцуполостный гиперболоид состоит из двух частей, точки кото­
рых расположены соответственно при z ^ —с и z ^ с.

Конус (рис. 9, г) имеет вершину в начале координат. Поверхность 
конуса состоит из прямых линий (эти линии называются образующи­
ми), проходящих через его вершину и точки эллипса с полуосями а 
и Ь, плоскость которого перпендикулярна оси z и находится на рас­
стоянии с от начала координат.

Конус является асимптотическим для обоих гиперболоидов 
(х/а)2 4- {у/b)2 — (z/c)2 = ±1, т.е. каждая из его образующих при 
удалении в бесконечность неограниченно приближается к обоим ги­
перболоидам.

Эллиптический параболоид (рис. 9, д). Сечения, параллельные 
оси z, — параболы; сечения, параллельные плоскости хОу, — эллипсы. 
Точки эллиптического параболоида расположены в области z ^ 0.

В частном случае р = g имеем параболоид вращения, порождаемый 
вращением параболы вокруг оси z.

Гиперболический параболоид (рис. 9, е). Сечения, параллельные 
плоскостям yOz и xOz, —.параболы; сечения, параллельные плоскости 
хОу, — гиперболы (и пара пересекающихся прямых).

Цилиндры (рис. 9, ж, з, и). Поверхности цилиндров состоят из 
прямых линий, параллельных оси z. Сечениями (параллельными оси z) 
эллиптического, гиперболического и параболического цилиндров со­
ответственно являются эллипсы, гиперболы и параболы.

3. Линейная алгебра

3.1. Определители
► Определители второго и третьего порядков. Определите- 
лем второго порядка с элементами а115 а12, а21, а22 называется чи­

сло △ , которое обозначается символом 

формуле

ап а12
а21 а22

и вычисляется по

△ = а11 а12
а21 а22

— а11а22 “ а12а21'
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Определитель третьего порядка —это число

△ =
аи 
а21 
а31

а12
а22
а32

а13
а23
а33

“ а11а22а33^а12а23а31 +а13а21а32 “а13а22а31 а12а21а33 а11а23°32'

Минором М^ элемента а^ определителя Д называется опреде­
литель второго порядка, который получается, если в Д вычеркнуть 
строку и столбец, содержащие данный элемент. Алгебраическим до­
полнением элемента а- называется число А^ = (—1)'^М^.

► Свойства определителей третьего порядка.
1. Разложение определителя по строке (столбцу). Определитель 

равен сумме произведений элементов любой его строки или столбца 
на их алгебраические дополнения:

△ = ailAl + at2^t2 + а»зАз> △ ~ alj^\j + fl2j^2j + a3j^3j-

В частности, разлагая определитель по первой строке (г = 1), 
получим

Д — ап а22
а32

а23 
азз

а21
а31

а23
а33

+ а13 а21 а22
а31 а32

2. Определитель не изменится, если его строки заменить столб­
цами, а столбцы — соответствующими строками.

3. Общий множитель элементов какой-нибудь строки (или столб­
ца) может быть вынесен за знак определителя.

4. Если элементы одной строки (столбца) определителя соответ­
ственно равны элементам другой строки (столбца), то определитель 
равен нулю.

5. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет 
знак.

6. Определитель не изменится, если к элементам одной стро­
ки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки 
(столбца), умноженные на одно и то же число.

Вычисление определителя удобно проводить, используя свойства 
1, 3 и 6.

-13
Пример 1. Вычислить определитель △ = 26

36

25
-34
-33

17
-26
-24

Решение. Вынесем за знак определителя общий множитель 2 элементов 
второй строки, после чего прибавим к первой строке вторую, а к третьей -— 
вторую, умноженную на —2. В результате имеем

△ = 2
-13
13
36

25 17
-17 -КЗ =2 13
-33 -24

8 
-17

1

4
-13

2
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Прибавляя ко второму столбцу последнего определителя третий столбец, умно- 
женный на —2, и записывая после этого разложение по первой строке, получим

△ = 2
О О
13 9
10 -3

4
-13 

2
= 8 10 -3 = 8<—39 - 9°)= -1032'

► Определитель порядка п — это число, которое задается ква­
дратной таблицей чисел, имеющей п строк и п столбцов:

/ а11 а12 а1п

△ = а21 а22 а2п

ап1 ап2 ^пп

где а^ — элементы определителя (i,j = 1,2,..., п).
Теория определителей n-го порядка строится аналогично теории 

определителей третьего порядка. В частности, определитель равен 
сумме произведений элементов какого-нибудь столбца (строки) на их 
алгебраические дополнения:

= аи Ai + «.2 Аг + ''' + а.пАп =

= aljAlj + a2j^2j + " ’ + anj Aj • (1)

Алгебраические дополнения определяются формулой Л|;=(—1)’+^М^, 
где M{j —минор элемента а^ (определитель (п — 1)-го порядка, по­
лучаемый из △ путем вычеркивания строки и столбца, содержащих 
данный элемент). Из формул (1) следует, что вычисление определи­
теля порядка п сводится к вычислению определителей порядка п — 1.

Все изложенные выше свойства определителей третьего поряд­
ка справедливы и для определителей произвольного порядка.

Пример 2. Вычислить определитель △ =
-2 

1
3 
2

5-13
-9 13 7
-1 5 -5
18 -7 -10

Решение. Прибавляя к первой строке удвоенную вторую, к третьей — 
вторую, умноженную на —3, к четвертой — вторую, умноженную на —2, и
записывая затем разложение по первому столбцу, получим

0 -13 25 17
1 -9 13 7
0 26 -34 -26
0 36 -33 -24

-13
26
36

25 
-34 
-33

17 
-26 
-24

Последний определитель вычислен выше (см. пример 1), поэтому искомый опре­
делитель четвертого порядка равен 1032.
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3.2. Матрицы
► Матрицей размера т х п называется прямоугольная таблица 
чисел, состоящая из т строк и п столбцов:

( а11 а12 а1п \
А _ а21 а22 а2п

'ат1 & m2 атп '

Числа а^ называются элементами матрицы. Если т = п, матрица А 
называется квадратной, а число п — ее порядком.

Для каждой квадратной матрицы А можно вычислить ее опреде­
литель, обозначаемый det А (или |А|).

► Сумма матриц. Произведение матрицы на число. Суммой 
двух матриц одинакового размера называется матрица, определяемая 
равенством

f аи а12 а1п \ / ^11 ^12 ^1п У
а21 а22 а2п I _|_ I ^21 ^22 ^2п _

'aml ^т2 атп ' ' ^ml ^т2 ^тп'

/ аП + Ьп ^12 + ^12 а1п + 61п\
_ а21 + ̂ 21 а22 + ̂ 22 а2п + ^п I

' ^ml “Ь ^ml ^т2 d“ ^т2 ^тп "+" ^тп '

Произведением матрицы А на число а называется матрица

/ аап аа12 аа1п \
аА = ^^З! аа22 аа2п I

'Qaml аат2 аатп'

► Произведение матриц. Произведение матрицы А на матрицу 
В определено в том случае, когда число столбцов матрицы А равно 
числу строк матрицы В. В результате умножения получается матри­
ца С = АВ, у которой столько же строк, сколько их в матрице А, и 
столько же столбцов, сколько их в матрице В. Элемент с- матрицы- 
произведения, стоящий в г-й строке и j-m столбце, равен сумме про­
изведений соответственных элементов г-й строки матрицы А и j-ro 
столбца матрицы В:

/ а11 а12

АВ = аи ai2

\ат1 ат2

ат \

ain

атп '

’11 ьи blk \

>21 ьъ b2k

>П1 bnj
bnk)



32 Линейная алгебра

( С11 си С1к \

ZZ си c'j cik = С,

' cml с mj Стк '
где Cij = а^ + ai2b2j + ... + ainbnj.

Важно отметить, что в общем случае АВ / ВА (т.е. матрицы 
нельзя переставлять).

Определитель произведения двух квадратных матриц одина­
кового порядка равен произведению определителей этих матриц: 
det(AB) = det А • det В.

► Миноры и ранг матрицы. Выделим в матрице к произволь­
ных строк и к произвольных столбцов. Определитель к-ro порядка, 
составленный из элементов, расположенных на пересечении выделен­
ных строк и столбцов, называется минором к-ro порядка этой матри­
цы.

Рангом матрицы А называется наибольший порядок миноров 
этой матрицы, отличных от нуля. Ранг матрицы А обозначается 
rang (А). Если все элементы матрицы равны нулю, то ранг этой ма­
трицы принимается равным нулю. Ранг матрицы равен рангу систе­
мы векторов-столбцов и рангу системы векторов-строк матрицы А 
(см. разд. 3.4).

Ранг матрицы не меняется при следующих элементарных преобра­
зованиях: замене строк столбцами, а столбцов — соответствующи­
ми строками; перестановке строк (столбцов) матрицы; умножении 
какой-либо строки (столбца) на число, отличное от нуля; вычеркива­
нии строки (столбца), все элементы которой равны нулю; прибавле­
нии к элементам одной строки (столбца) соответствующих элементов 
другой строки (столбца).

/1 2 3 6\
Пример. Определить ранг матрицы Л = I 2 3 1 6 .

\3 1 2 6/
Решение. Вычтем из 4-го столбца сумму первых трех столбцов, а затем 

вычеркнем полученный 4-й столбец, все элементы которого равны нулю. Получим 
/1 2 3\

матрицу Aj = I 2 3 11, имеющую тот же ранг, что и матрица А. Так как 
\3 1 2/

|j4J = —18 ^ 0, то rang (А^ = 3. Следовательно, и rang (А) = 3.

► Единичная и обратная матрицы. Квадратная матрица вида

(1 0 0
0 1 0Е —

0 0 1
называется единичной. Справедливы равенства АЕ = А и ЕС = С 
(если произведения матриц в левых частях определены).
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Квадратная матрица А называется невырожденной, если det Л ^ О, 
и обратимой, если можно подобрать такую матрицу В, что АВ = 
= В А = Е. Матрица В называется обратной матрицей к матрице А. 
Квадратная матрица обратима тогда и только тогда, когда она 
невырожденная. Обратимая матрица А имеет только одну обратную 
матрицу, которая обозначается Л”1 и вычисляется по формуле

/А1
^12

^21
^22

det А
^2п

где А- — алгебраическое дополнение элемента а- определителя 
матрицы А (см. разд. 3il).

3.3. Системы линейных уравнений
► Система линейных уравнений имеет вид

а11Х1 + а1212 + ' * * + а1пхп ~ Ъ

а21Х1 + а22Х2 + ’ ' ' + а2пХп “ ^‘
(2)

ат\Х\ + ат2Х2 + ’ ’ ’ + атпХп = Ьт^

где а115 а12, ..., атп — коэффициенты; 61} Ь2, ..., Ьт — свободные 
члены; г^ х2, ..., хп —неизвестные величины.

Решением этой системы называется совокупность п чисел 
(х1} х2,..., хп), которые, будучи подставлены вместо неизвестных в 
уравнения, обращают эти уравнения в тождества. Система уравне­
ний называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. 
Если же система не имеет ни одного решения, то она называется не­
совместной.

Совместная система называется определенной, если она имеет 
только одно решение, и неопределенной, если она имеет более одного 
решения.

Матрицы

А =
а11
а21

а12
а22

а11
а21

а12
а22

а1п
а2п

*1
^2

называются соответственно матрицей и расширенной матрицей си­
стемы (2).

Теорема Кронекера —Капелли. Для совместности системы (2) 
необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой системы был 
равен рангу расширенной матрицы: rang (Л) = rang (Л!).
2 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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► Правило Крамера. Если ранг матрицы совместной системы 
равен числу ее неизвестных, то система является определенной. Если 
число неизвестных системы (2) совпадает с числом уравнений (т = п) 
и матрица системы невырожденная (det Л ф 0), то система имеет 
единственное решение, которое находится по правилу Крамера:

В этих формулах А = det А — определитель системы, а А^ — опреде­
литель, полученный из определителя системы заменой к-го столбца 
столбцом свободных членов (к = 1, 2, ..., п).

► Матричное решение системы. Система линейных уравне­
ний (2) может быть записана в матричной форме

АХ = В, (3)

где А — матрица системы; X — матрица-столбец неизвестных; В — 
матрица-столбец свободных членов. Если матрица А квадратная и 
невырожденная, то решение системы (3) может быть записано в 
матричной форме: X — А~ХВ.

► Равносильные системы уравнений. Две системы линейных 
уравнений называются равносильными, если множества их решений 
совпадают. Нахождение решений системы линейных уравнений осно­
вано на переходе к равносильной системе, которая проще исходной. 
Укажем простейшие операции, которые приводят к равносильной си­
стеме:

1) перемена местами двух уравнений в системе;
2) умножение какого-либо уравнения системы на действительное 

число (отличное от нуля);
3) прибавление к одному уравнению другого уравнения, умножен­

ного на произвольное число.
Неизвестное xi называется разрешенным или базисным, если 

какое-нибудь уравнение системы содержит его с коэффициентом 1, 
а во все остальные уравнения х{ не входит.

Если каждое уравнение системы содержит разрешенное неизвест­
ное, то такая система называется разрешенной. Ее неизвестные, не 
являющиеся базисными, называются свободными.

Для отыскания всех решений совместной системы линейных урав­
нений достаточно найти равносильную ей разрешенную систему. 
Если все неизвестные окажутся базисными, то разрешенная систе­
ма дает значения этих неизвестных, составляющие единственное ре­
шение исходной системы. В противном случае выражают базисные 
неизвестные через свободные.
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► Метод Жордана — Гаусса. Запишем систему линейных урав­
нений (2) в виде таблицы

xs Хп

а11 а1з “ш *1

°Г1 агз агп ьг

aml атз атп Ьт
Жордановым преобразованием системы с разрешающим элемен­

том ars ^ 0 называется следующая последовательность действий:

1) умножение r-й строки таблицы на число ----- ;
агз

2) прибавление к первой строке таблицы ее r-й строки (получен­
ной после первого действия), умноженной на -аь;

3) прибавление ко второй строке r-й строки, умноженной на -a2i, 
и т.д.

После этих преобразований неизвестное xY станет разрешенным, 
все коэффициенты 8-го столбца будут равны нулю, кроме ars = 1.

Проводя последовательно жордановы преобразования с разреша­
ющими элементами, взятыми в различных строках, получим разре­
шенную систему, равносильную исходной.

Если в результате преобразований все коэффициенты при неиз­
вестных в какой-нибудь строке окажутся равными нулю, а свободный 
член этой строки не будет равным нулю, то данная система уравнений 
несовместна. Если же получится строка, состоящая из одних нулей, 
то она вычеркивается из таблицы.

Пример 1. Решить систему уравнений
f 2a?j — 3r2 + 5х3 = 1,

< ^ + 2х2 — Зт3 = —7, 
I 2xj 4- 5i3 = 4.

Решение. Запишем эту систему в виде таблицы и проведем ее преобразова­
ние к разрешенному виду в шесть шагов:

А *2 *3 _____  *1 *2 *3 _____ Х1 *2 *3

2 -3 5 1 0 -7 11 15 __ > 0 -7 11 15
ш 2 -3 -7 1 2 -3 -7 1 2 -3 -7

2 0 5 4 0 -4 11 18 0 3 0 3

*1 *2 *3 _____ J1 Х2 *3 _____  *1 *2 ^3

0 -7 11 15 0 0 11 22 0 0 И 2
1 2 -3 -7 1 0 -3 -9 1 0 -3 -9
0 ш 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

*1 *2 *3

0 0 1 2
1 0 0 -3
0 1 0 1
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В приведенных таблицах обведены разрешающие элементы. На первом шаге 
было произведено вычитание из первой и третьей строк удвоенной второй строки; 
на втором шаге — вычитание из третьей строки первой; на третьем шаге — 
деление третьей строки на 3; на четвертом шаге к первой строке была прибавлена 
третья, умноженная на 7, а ко второй — третья, умноженная на —2; на пятом 
шаге первая строка была разделена на 11; на шестом шаге ко второй строке была 
прибавлена первая, умноженная на 3. В результате исходная система принимает 
следующий разрешенный вид:

{О • Zj 4- О • х2 + 1 • х3 = 2,
1 • X! 4- 0 • х2 4- 0 • х3 = "^
O-Xj + 1 'Т2 + 0- х3 = 1.

В итоге имеем решение хх = —3, х2 = 1, х3 = 2.
Пример 2. Решить систему уравнений

Г 2xj 4- 7х2 4- Зх3 4- х4 = 6, 
< Зхх 4- 5х2 4- 2х3 4- 2х4 = 4, 
t 9хх 4- 4х2 4- а?3 4- 7х4 = 2.

Решение. С помощью жордановых преобразований эта система приводится 
к разрешенной:

— 11х2 — Sx3 4” з?4 ” — 1®» 
хх 4- 9х2 4- 4х3 = 8.

Следовательно, совокупность всех решений исходной системы задается формула­
ми хх = 8 — 9х2 — 4х3, х4 = —10 + 11^2 + ^3' где х2 и ^з принимают любые 
действительные значения.

3.4. Системы n-мерных векторов. 
Собственные значения 
и собственные векторы матрицы

► Некоторые определения и формулы. Последовательность 
чисел тх, z2, ..., хп называется п-мерным вектором X. Обозначение: 
X = {хр^,..., хп}. Числа Тр х2) • хп называются координатами 
вектора. Число координат называется размерностью вектора. Пусть 
Y = {yr, У2у • чУп}- Следующие формулы задают операции сложения 
n-мерных векторов и умножения n-мерного вектора на число:

Х+У = {х1+!/1, Яг + Уг. •••> Хп + Уп}’ kx = {кхк кх2’ ■••> кхп}- 
Скалярным произведением векторов X и У называется число

* ^ = зд + зд + '-- + Мп-

Два вектора называются ортогональными, если их скалярное 
произведение равно нулю. Модулем вектора X называется число

|Х| = J)TX = У^ + ^+.+а^.

Свойства модуля вектора:
1) |Х| ^ О (|Х| = О тогда и только тогда, когда X = 0),
2) |*Х| = |*||Х|, к — число,
3) |Х + У| ^ |Х| + |У| — неравенство треугольника.
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► Системы n-мерных векторов. Система векторов называет­
ся ортонормированной, если векторы этой системы попарно ортого­
нальны и имеют модули, равные единице.

Вектор kyAy+k2A2 + - -+ктАт называется линейной комбинацией 
векторов Ау, А2, .. •, Ат с коэффициентами ку, к2, ..., кт.

Вектор В разлагается по системе векторов Ау, А2, ..., Ат, 
если выполняется равенство В = куАу + &2А2 + ■" + ктАт. Числа 
кх, к2, ..., кт называются коэффициентами разложения.

Векторная форма записи системы линейных уравнений (2) имеет 
вид

^1*^1 “^ ^2^2 4" " ’ 4" ^п^п — В’

где Аг= {а115 а21, • • ’ ami) — m-мерный вектор, координаты которого 
равны коэффициентам при неизвестном xj А2 = {а12, а22, • • ’ ат1} — 
вектор коэффициентов при z2 и т.д.; В = {61? 62,. .., 6т} —вектор 
свободных членов.

Чтобы найти разложение вектора В по системе векторов 
Ар А2, ..., Ат, достаточно иметь какое-нибудь решение системы 
уравнений (2).

Система векторов Ар А2, ..., Ап называется линейно зависимой, 
если существуют такие числа ку, к2, ..., кп, не все равные нулю, что

куАу + к2А2 + • • • + кпАп = 0, (4)

где 0 = {0, 0,. .., 0} — нулевой вектор.
Если равенство (4) возможно лишь, когда все коэффициенты 

ку, к2, ..., кп равны нулю, то система векторов называется линейно 
независимой.

Линейно независимая часть By, В2, ..., Вг системы векторов 
Ар А2, ..., Ап называется базисом этой системы, если каждый 
вектор системы Ау, А2, ..., Ап разлагается по векторам By, В2, 

■ <ВГ.
Каждую линейно независимую часть системы векторов можно 

дополнить до базиса этой системы. Все базисы данной системы 
состоят из одного и того же числа векторов.

Рангом системы векторов называется число векторов в любом 
ее базисе.

► Собственные значения и собственные векторы матрицы. 
Число А называется собственным значением квадратной матрицы А 
порядка п, если можно найти такой n-мерный ненулевой вектор X, 
что АХ — XX. Вектор X называется собственным вектором матри­
цы А, отвечающим собственному значению А.
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Собственные значения являются корнями уравнения

det (Л - ХЕ) =

а11 — ^ 

а21
а12 

а22 — ^
а1п
а2п —

ап1 ап2 апп~Х

= <^п^+^п^х"-^ • • + OiA 4- а0 — 0,

называемого характеристическим уравнением матрицы А.
Множество всех собственных векторов матрицы А, отвечающих 

ее собственному значению Л, совпадает с множеством всех ненулевых 
решений системы линейных уравнений (А — ХЕ)Х = 0.

4. Основные понятия
математического анализа

4.1. Числовые множества. Понятие функции
► Числовая ось. Интервалы. Числовой осью называется прямая, 
на которой выбрано направление, указано начало отсчета О и едини­
ца масштаба. Существует взаимно однозначное соответствие между 
множеством всех действительных чисел R и множеством всех точек 
числовой оси, при котором каждое действительное число х изобра­
жается точкой, отстоящей от О на расстояние |х| вправо, если я > 0, 
и влево, если я < 0.

Среди числовых множеств, т.е. множеств действительных чисел 
(или множеств точек числовой оси), выделяют следующие.

1) Множества вида (а, 6), (—оо, Ь), (а, +оо), (—оо, +оо), состоящие 
из всех таких чисел х Е R, для которых соответственно а < х < Ь, х <Ь, 
х > а, х — любое число. Такие множества называются (открытыми) 
интервалами.

2) Множества вида [а,Ь], состоящие из тех х Е R, для которых 
а ^ х ^ b — замкнутые интервалы или отрезки.

3) Множества вида (а, 6], [а,Ь), (—оо,6], [а,+оо), состоящие из 
таких чисел х, что а<х^.Ь,а^х<Ь,х^Ь,х^а — полуоткрытые 
интервалы.

Окрестностью точки х0 Е R называется любой открытый ин­
тервал (а, 6), содержащий точку xQ. Окрестностью «точек» +оо, —оо 
и оо называются соответственно множества вида (6,+оо), (—оо,с) 
и (-оо, —a) U (а, +оо) (здесь а ^ 0).

► Способы задания функции. Пусть D — некоторое множество 
действительных чисел. Если каждому числу х Е D поставлено в соот­
ветствие некоторое число у = f(x), то говорят, что на множестве D
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определена функция f. Множество D называется областью опреде­
ления, а множество Е всех элементов вида f(x) — множеством зна­
чений функции f. Для функционального соответствия приняты обо­
значения у = f(x), f : D —^ Е, f : х ^ у.

Функцию можно задавать многими способами (табличным, гра­
фическим и др.). Наиболее распространенным и удобным является 
аналитический способ, т.е. задание функции при помощи форму­
лы (или нескольких формул), зависящей от аргумента х, например, 
?/ = sinz + 1. Неявное задание функции состоит в задании уравнения 
F(x,y) = 0, из которого при произвольном фиксированном значении 
аргумента х вычисляется значение функции у. Параметрическое за­
дание функции состоит в задании аргумента х и значения у в виде 
формул, зависящих от вспомогательной переменной t (параметра): 
х = p(t), у = q(t).
► Монотонные функции. Функция f(x) называется возрастаю­
щей (неубывающей) на множестве D С R, если для любых xltx2 Е D 
при хх > х2 имеем /(х^ > f(x2) (f(xY) ^ /(^2))- Функция f(x) на­
зывается убывающей (невозрастающей) на множестве D, если для 
любых хх,х2 Е D при хг > х2 справедливо неравенство f(xr) < f(x2) 
(/(х^ ^ /(^2))- Убывающие и возрастающие функции называются 
монотонными.

► Сложная и обратная функции. Пусть заданы функция и = и(х), 
х Е D, с множеством значений Е и функция у = /(и), и Е Е. Тогда 
функция у = /(и(х)}, х Е D, называется сложной функцией или 
суперпозицией функций f и и.

Пусть на множестве х Е D определена функция у = f(x), где 
уЕЕ. Обратной функцией по отношению к y — f(x) называется такая 
функция х = д(у), которая определена на множестве Е и каждому 
у Е Е ставит в соответствие такое х Е D, что f(x) = у. Обратную 
функцию часто обозначают д =

Для монотонных функций обратная функция всегда определена 
и справедливо тождество: g(f(x)) = х. Для того чтобы получить 
обратную функцию д(у), следует из равенства у = f(x) выразить х 
через у.

4.2. Элементарные функции и их графики
Основные элементарные функции: степенная, показательная, ло­

гарифмическая, тригонометрические и обратные тригонометриче­
ские функции. Ниже перечислены основные свойства и приведены 
графики основных элементарных функций.

► Степенная функция: у = ха, а — любое.
Случай 1: а = 2п, где п — натуральное число (п = 1, 2, ...).



Область определения: х — любое. Область изменения: у^О. Функция 
четная, непериодическая, неограниченная. Пересекает ось Оу и каса­
ется оси Ох в начале координат: х = 0, у = 0. На интервале (—оо; 0) 
убывает, на интервале (0; +оо) возрастает. Имеет минимум у = 0 при 
г = 0. График функции у = х2 (парабола) представлен на рис. 10 слева.

Случай 2: а = 2n + 1, где п — натуральное число. Область 
определения: х — любое. Область изменения: у — любое. Функция 
нечетная, непериодическая, неограниченная. Пересекает оси Ох и Оу 
в начале координат: х = 0, у — ^. Возрастает на всей числовой прямой. 
Экстремумов не имеет. График функции у = х3 (кубическая парабола) 
представлен на рис. 10 слева.

Случай 3. а — —2п, где п — натуральное число. Область опре­
деления: х ^ 0. Область изменения: t/ > 0. Функция четная, непери­
одическая, неограниченная. Пересечений с осями координат не име­
ет. На интервале (—оо;0) возрастает, на интервале (0;+оо) убывает. 
Экстремумов не имеет. График функции у = х~2 приведен на рис. 10 
справа.

Случай 4' а = —2п + 1, где п — натуральное число. Область 
определения: ж/0. Область изменения: у — любое. Функция нечетная, 
непериодическая, неограниченная. Не имеет пересечений с осями 
координат. Убывает на всей числовой оси. Экстремумов не имеет. 
График функции у = х-1 приведен на рис. 10 справа.

Случай 5: а — нецелое число. Графики некоторых функций этого 
вида показаны на рис. 11.

► Показательная функция: у = а® (а > 0, а / 1). Область 
определения: х — любое. Область изменения: ?/ > 0. Функция не 
является ни четной, ни нечетной; непериодическая, неограниченная.
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Пересекает ось Оу при у = 1, ось Ох не пересекает. Возрастает на 
всей числовой прямой при а > 1 и убывает при 0 < а < 1; экстремумов 
не имеет (рис. 12 слева).

Рис. 12.

► Логарифмическая функция: у = loga ж (а > 0, а / 1). Область 
определения: а? > 0. Область изменения: у — любое. Функция не 
является ни четной, ни нечетной; непериодическая, неограниченная. 
Пересекает ось Ох при z = 1, ось Оу не пересекает. Возрастает на 
всей числовой прямой при a > 1 и убывает при 0 < a < 1; экстремумов 
не имеет (рис. 12 справа).

► Тригонометрические функции.
Синус у = sin я. Область определения: х —любое. Область из­

менения: у Е [—1; 1]. Функция нечетная, периодическая с перио­
дом 2тг, ограниченная. Пересекает ось Оу в точке 2/ = 0, ось Ох — 
в точках х = 7гп, п = ±0,±1,±2,... Возрастает на каждом из от­
резков [-у + 2тгп; -у + 2тт] и убывает на каждом из отрезков 
[у+ 2тгп; |тг + 27гп]. В точках х = у+ 2тгп имеет максимумы (у = 1), в 
точках х = —-р+27гп — минимумы (?/ = — 1). График функции у = sin х 
называется синусоидой и изображен на рис. 13 слева.
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Косинус у = cos я. Область определения: х — любое. Область 
изменения: у € [—1; 1]. Функция четная, периодическая с периодом 2тг, 
ограниченная. Пересекает ось Оу в точке у = 1, ось Ох — в точках
х = -у 4-тгп. Функция возрастает на каждом из отрезков [—7г4-2тгп; 2 тгп] 
и убывает на каждом из отрезков [2тгп; тг + 2 тгп], п = ±0, ±1, ±2,...; 
в точках х = 2тгп имеет максимумы (у = 1), в точках г = тг + 2тгп — 
минимумы (у = —1). График функции у = cos ж представляет собой 
синусоиду, сдвинутую относительно графика ?/ = sinz влево вдоль
оси Ох на величину -у (рис. 13 справа).

Тангенс у = tgz. Область опреде­
ления: X ^ ^ + ТГП, п = ±0, ±1, ±2,... 
Область изменения: у — любое. Функ­
ция нечетная, периодическая с пери­
одом тг, неограниченная. Пересекает 
ось О?/ в точке т/ = 0, ось Ох — в точках 
х = тип. Функция возрастает на каж­
дом из интервалов (-у+ тгп;у + тгп), 
экстремумов не имеет. График функ­
ции у = tgz изображен на рис. 14.

Котангенс у = ctg х. Область опре­
деления: х ^ ТГП, п = 0,±1,±2,... 
Область изменения: у — любое. Функ­

ция нечетная, периодическая с периодом тг, неограниченная. Пересе­
кает ось Ох в точках х = -у + тгп, ось Оу не пересекает. Функция 
убывает на каждом из интервалов (тгп; тг-+-тгп), экстремумов не имеет.

► Обратные тригонометрические функции.
Арксинус у = arcsinz. Область определения: х 6 [—1; 1]. Область 

изменения: у Е [--у; -у]« Функция нечетная, непериодическая, огра­
ниченная, пересекает оси Ох и Оу в начале координат: х = 0, у = 0. 
Функция возрастает на всей области определения, экстремумов не 
имеет (хотя в точке ж = — 1 принимает наименьшее значение у=—^~, 
а в точке а? = 1 — наибольшее значение у = ^). График функции 
у = arcsinx представлен на рис. 15. При всех х из области определе­
ния имеет место равенство arccosx = -у — arcsinx.
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Рис. 15.

Арккосинус у = arccos х. Область определения: ж 6 [—Г, 1]. Область 
изменения: у 6 [О;тг]. Функция не является ни четной, ни нечетной, 
непериодическая, ограниченная, пересекает ось Оу в точке у — 
а ось Ох — в точке х = 1. Функция убывает на всей области 
определения, экстремумов не имеет (хотя в точке х = — 1 принимает 
наибольшее значение у = тг, а в точке х = 1 — наименьшее значение 
?/ = 0). График функции у = arccos х изображен на рис. 15.

Арктангенс у = arctg х. Область определения: х — любое. Область 
изменения: у 6 (—у; -у). Функция нечетная, непериодическая, огра­
ниченная, пересекает оси в начале координат: х = 0, у = 0. Функция 
возрастает на всей числовой прямой, экстремумов не имеет. График 
функции у = arctg х изображен на рис. 15.

Арккотангенс у = arcctgx. Область определения: х —любое. 
Область изменения: у Е (О;тг). Функция не является ни четной, ни 
нечетной; она непериодическая, ограниченная, пересекает ось Оу в 
точке у= -^-, ось Ох не пересекает. Функция убывает на всей числовой 
прямой, экстремумов не имеет. При всех х имеет место равенство 
arcctg х = ^ — arctg х.

Функция называется элементарной^ если она может быть получе­
на с помощью конечного числа арифметических действий и суперпо­
зиций над основными элементарными функциями.

4.3. Предел последовательности
► Некоторые определения. Если каждому натуральному числу п 
сопоставлено некоторое число хп, то тем самым определена (число-



44 Основные понятия математического анализа

вая) последовательность i^ij, ..., хп, ..., которую кратко обозна­
чают {гп}; хп называется общим членом последовательности.

Пример 1. Для последовательности {4п 4-1} имеем х^ = 5, х2 = 9, х3 = 13, 
i4 = 17 и т.д.

Последовательность называется ограниченной (ограниченной 
сверху, ограниченной снизу), если существует такое число М, что 
|xn| < М (соответственно хп < М, хп > М) для всех п = 1, 2, ...

► Предел последовательности. Число b называется пределом 
последовательности х1} х2, ..., хп, ..., если для любого числа е > О 
существует такое число N = N{e), что \хп — 6| < £ при всех п > N.

Если b является пределом последовательности {хп}, то пишут 
lim хп = b или хп —^ b при п —> оо.

Предел постоянной последовательности {хп = с) существует и 
равен с, т.е. lim = с. В этом случае неравенство |хп —с| < £ принимает 
вид 0 < £ и выполняется при всех п.

Пример 2. Показать, что lim --------  = 1.
п—>оо П 4“ 1

„ I I 1 1Решение. Составим разность----------- 1 = --------- • Неравенству --------- < е
| n4- 1 | п4-1 п4-1

удовлетворяют натуральные числа п >----- 1 = ^(£). Таким образом, для каждого

положительного числа е найдется число ^ = —----1 такое, что при п > N будет 
е

I n I иметь место неравенство —— 1 <

Последовательность {яп} может и не иметь предела, например, 
последовательность {zn} = {(“!)”}• Последовательность, предел ко­
торой существует, называется сходящейся.

► Свойства сходящихся последовательностей.
1. Если последовательность сходится, то она имеет только один 

предел.
2. Любая сходящаяся последовательность ограничена. Из любой 

ограниченной последовательности можно выделить сходящуюся под­
последовательность.

3. Если последовательность сходится к числу 6, то любая ее 
подпоследовательность также сходится к числу Ь.

4. Если последовательности {^п}, {уп} сходятся, то последова­
тельности {хп Ч- уп}, {хп уп) и {хп/уп} также сходятся, причем

lim («п + Уп) = lim хп + lim Уп^ 
п-юо п-юо п-юо

lim (х_ • уп) = lim хп • lim уп (в частности, lim (схп) = с lim хп\
ПЧОО n-FOO пчоо v n-юс п-юо '

х lim хп
lim — = ^---- (здесь уп ^0, lim уп ^ 0).

"-►°° уп пт уп п-юо
п-юо
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5. Если последовательности {a?n}, {уп} сходятся и при всех п 
выполняется неравенство хп ^ уп) то lim хп ^ lim уп.

п—юо п—>оо
6. Если при всех п выполняются неравенства хп ^. уп ^ zn и 

lim х = lim zn = b, то и lim уп = b.
n-too П-+ОО п-юо

► Монотонные последовательности. Последовательность {хп} 
называется возрастающей (неубывающей), если для любого п выпол­
няется неравенство гп+1 > хп (хп+1 ^ хп). Последовательность {хп} 
называется убывающей (невозрастающей), если для любого п выпол­
няется неравенство xn+1 < хп (xn_^ ^ хп). Все указанные последова­
тельности называются монотонными.

Теорема. Неубывающая (невозрастающая) и ограниченная сверху 
(соответственно снизу) последовательность имеет конечный предел.

Пример 3. Последовательность 1(1+ — ) j » как мож1<° доказать, возра­
стает и ограничена сверху, следовательно, она сходится. Ее предел обозначается 
буквой е:

/ 1 V
е = lim 1 + — (е « 2,72).

п—►оо \ П /
Логарифмы чисел по основанию е называются натуральными, а 

loge х обозначается In х.
Если члены последовательности хп неограниченно возрастают по 

абсолютной величине с ростом п, последовательность называется 
бесконечно большой или «стремящейся к бесконечности». Обозна­
чение: lim х = оо. Если при этом члены последовательности, на- 

П—>00 
чиная с некоторого номера, положительны (отрицательны), то го­
ворят, что хп стремится к «плюс (минус) бесконечности», и пи­
шут lim х = 4-ос ( lim хп = —оо). Например, lim (—1)пп2 = оо, 

П-4ОО vn—>оо ' п—юо
lim у/п = -Foo, lim (—п) = —оо. 

П—>00 п—>оо

4.4. Предел функции
► Определение предела функции. Число b называется пределом 
функции f(x) при х, стремящемся к а, если для любого £ > О 
существует ^ = J(s) >0 такое, что |/(z) — 6| < £ при 0 < |я — а| < £.

Обозначения: lim f(x) = b или f(x) —> Ь при х —^ а. х-ьа
Число b называется пределом функции f(x) при х, стремящемся 

к +оо, если для любого £ > 0 существует N — N(e) > О такое, что 
|/(ж) — Ь\ < е при х > N.

Обозначения: lim f(x) = b или f(x) —> b при x —> 4-oo.
Аналогичным образом определяются пределы при х —> —оо и

х —> оо.
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Односторонние пределы. Число Ь называется пределом слева 
(справа) функции f(x) при х, стремящемся к а, если для любого б > О 
существует i = <5(б) >0 такое, что |/(г) — 6| < е при а — 6 < х < а 
(соответственно при а < х < а + 6) •

Обозначения: Нш^Дх) = b или f(a — 0) = b (соответственно 

lim f(x) = b или f(a -4- 0) = 6). х->д+0

► Свойства пределов. Пусть а — число или один из символов оо, 
+оо, —оо.

1. Если функция имеет предел, то этот предел единственный.
2. Если с — константа, то lim с = с.

х-^а
3. Если существуют конечные пределы lim/(г) и lim^(z), то г—►д х-ьа

a) lim [/(г) + j(i)1 = lim f(x) 4- lim0(x); X—► Д X—► Д X—кД
б) lim f(x) • g(x) = lim f(x) • lim g(x)> X—► д X—►д X—►д

в частности, lim cf(x) = с lim f(x); 
х-ьа x^a

\ lim f(x)
в) lim ; = ^a (если g(x) ^ 0, lim g(x) / 0).7 x->a g(x) lim^(z) V x->a^ 7 7

4. Пусть f(x) ^ g(x) в некоторой окрестности точки а (х ^ а). 
Тогда lim f(x) ^ lim^(z), если эти пределы существуют.1ЧД г—>д

5. Если f(x) ^ g(x) ^ h(x) в некоторой окрестности точки а и 
lim f(x) = lim h(x) = b, то lim g(x) = b. 
x—ta x~+a x—ta

Указанные свойства верны и для односторонних пределов.

► Пределы некоторых функций.
sinz 1-й замечательный предел: lim-------= 1.*-►0 х

2-й замечательный предел: lim (14---- ] = е.Х-ЮО \ х /
Некоторые другие пределы, находящие частое применение:

(1 + *)п-1 lim----------- ----- = п, lim
х->0 X х->0

.. arcsinz 
lim-----------= 1,
х->0 х 

lim — -  = 1, 
г—>0 X

lim Hl + xl =
x->0 X

1 — COS X _ 1 
^2 = 2"’

_. arctgz
lim------------
x->0 X

lim----- = 1, x->0 X

= 1,

г ^ " 1 i
lim-----------= Ina, 
x-+0 X

r log^^1) 1 hm---- 2-------- -  = loga e.r->0 X
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4.5. Бесконечно малые и бесконечно 
большие функции

► Определения. Функция f(x) называется бесконечно малой при 
х —> а, если lim f(x) = 0. 

х-+а
Функция f(x) называется бесконечно большой при х—^а, если для 

любого числа К >0 неравенство |/(х)| > К выполняется для всех х^а 
из некоторой окрестности точки а. В этом случае пишут f(x) —> оо 
при х —> а или lim fix) = оо. (В данных определениях а — число 

х-^а
или один из символов оо, -|-оо, —оо.) Если f(x) — бесконечно большая 
функция при х -^ а и f(x) > 0 (/(z) < 0) в некоторой окрестности 
точки а (при х ^ а), то пишут lim f(x) = 4-оо (соответственно 
lim f(x) = —оо).
х-+а

► Свойства бесконечно малых и бесконечно больших фун­
кций.

1) Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых при 
х —> а функций являются бесконечно малыми функциями.

2) Произведение бесконечно малой при z —> а функции f(x) на 
функцию ^(z), ограниченную в некоторой окрестности U точки а 
(т.е. такую, что |^(z)| < М для некоторого числа М > 0 и для всех 
х Е U), является бесконечно малой функцией.

3) lim /(z) = b тогда и только тогда, когда /(z) = Ъ + д(х), где 
х—^а

д(х) —бесконечно малая при х —> а.
4) Функция f(x) является бесконечно большой тогда и только 

тогда, когда функция д(х) = бесконечно малая.
/(*)

► Сравнение бесконечно малых. Бесконечно малые при z —> а

функции f(x) и д(х) называются эквивалентными, если lim —— = 1. 
х^а д(х)

Обозначение: f(x) ~ д(х).
Примеры эквивалентных бесконечно малых:

(1 + е)п - 1 ~ ne, ае - 1 — elna, loga(l + е) ~ eloga е,
sine ^ б, tge~s, 1 —cose^-j-e2, arcsinf^e, arctge~e, 

где e = e(x) — бесконечно малая при z —> а.
Говорят, что функции f(x) и д(х) — одинакового порядка малости 

при z —> а, и пишут f(x) = O(g(x)}, если lim —= К, 0 < |АЧ < оо.*

* Встречается также другое определение символа О. А именно, /(х) = О (д(х)} 
при х —Ь а, если в некоторой окрестности точки а (при х ^ а) выполняется 
неравенство |/(х)| ^ К4^(х)|, К = const.
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Функция f(x) называется функцией более высокого порядка ма­

лости по сравнению с функцией д(х) при х —> а, если lim—— = 0.
*->а д(х)

Обозначение: f(x)=o(g(x)).

4.6. Непрерывность
► Непрерывные функции. Функция f(x) называется непрерыв­
ной в точке х = а, если она определена в этой точке (и ее окрестно­
сти) и lim f(x) = f(a).

х—^а
У непрерывных функций малому изменению аргумента Ах = х — а 

соответствует малое изменение функции Ay = f(x) — /(а), т.е. 
Ay -> 0 при Ах —> 0. (Это свойство нередко используют в качестве 
определения непрерывной функции.)

Функция f(x) называется непрерывной справа в точке х = а, если 
она определена в этой точке (и справа от нее) .и lim f(x) = f(a).

х—ю+0
Функция f(x) называется непрерывной слева в точке х = а, если она 
определена в этой точке (и слева от нее) и lim f(x) = f(a).

x-^a — Q

► Свойства непрерывных функций:
1. Если функции f(x) и д(х) непрерывны в точке а, то функции

точке.
2. Если f(x) непрерывна в точке а и f(a) > 0 (f(a) < 0), то 

существует такое число 5 > 0, что f(x) > 0 (соответственно f(x) < 0) 
при х Е (а — 6, а + 6).

3. Функция f(x), непрерывная в каждой точке отрезка [а,/?], 
ограничена на этом отрезке и достигает на нем своего наибольшего 
значения М и наименьшего значения т.

4. Непрерывная на отрезке [а, /3] функция f(x) принимает на этом 
отрезке любое значение с G [т, М].

5. Если f(x) непрерывна и возрастает (убывает) на отрезке [а,/?], 
то на отрезке [/(а),/(/?)] (соответственно на отрезке [/(/?),/(«)]) 
определена непрерывная и возрастающая (убывающая) обратная 
функция х = д(у).

6. Если функция и(х) непрерывна в точке а, а функция f(u) 
непрерывна в точке b = и(а), то сложная функция f(u(x)) непрерывна 
в точке а.

Замечание. Любая элементарная функция непрерывна в каждой 
точке интервала, входящего в ее область определения.

к Точки разрыва функции. Точка а называется точкой разры­
ва первого рода функции /(z), если существуют конечные односто-
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ронние пределы f(a + 0) и f(a — 0), но не выполняются соотношения 
lim f(x) = lim f(x) = f(a). Величина |/(a+0) —f (a—0)| называется r—>a+0 r—>a —О

скачком, функции в точке а. В частности, если /(a+0) = f(a — 0) / /(a),
то точка а называется точкой устранимого разрыва.

Примеры функций с точкой разрыва первого рода.
1. Функция f(x) = { о

1
равный 1.

2. Функция f(x) = { о
1

Точка а называется

при z < О, Л. ~ имеет в точке разрыва т = О скачок, при х О

при г О, „ п
при т - 1 имеет устранимый разрыв в точке а; = О. 

точкой разрыва второго рода, если хотя бы
один из односторонних пределов f(a + 0), f(a — 0) не существует или 
равен бесконечности.

Примеры функций с точкой разрыва второго рода.
1. Функция f(x) = sin — имеет разрыв второго рода в точке а; = 0 (так как 

х
у этой функции не существует односторонних пределов при х —> ±0).

2. Функция f(x) = 1/х имеет бесконечный разрыв в точке а: = 0.

4.7. Асимптоты графика функции
Асимптота графика функции у = f(x) —это прямая, расстояние 

до которой от точки (х,у) на графике функции у = f(x) стремится 
к нулю, если хотя бы одна из координат (я, у) стремится к бесконеч­
ности.

Прямая х = а является вертикальной асимптотой графика функ­
ции у = f(x), если хотя бы один из односторонних пределов функции 
f(x) при х —> а равен +оо или —оо.

Прямая у = kx + b является наклонной асимптотой графика 
функции у = f(x), если выполняется хотя бы одно из предельных 
соотношений: lim [f(x) — kx — b] = 0 или lim [f(x) — kx — b] = 0.

Если существуют конечные пределы

lim ^ =*,
->+оо X

lim [f(x) — kx] = b, (1)

то прямая у = kx + b является наклонной асимптотой графика при 
х —> -hoc (аналогично определяется асимптота при х —> —оо).

Пример. Найти асимптоты графика функции у = —- ----- F х.
х — 1

Решение. У графика функции есть вертикальней! асимптота х= 1, так как

имеет место бесконечный предел lim I----------bi = оо.
х-и \ гг — 1 /

Кроме того, при х —> ±оо существует наклонная асимптота у = kx + Ь, 
коэффициенты которой определяются по формулам (1):

В итоге получим уравнение наклонной асимптоты: у = х.
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5. Дифференциальное исчисление 
функций одной переменной

5.1. Производная и дифференциал, 
их геометрический и физический смысл

► Производной f'(x) функции у = f(x) в точке х называется 
предел отношения приращения функции Ay = f(x 4- Ах) — f(x) к 
приращению аргумента Ах при Ах, стремящемся к нулю:

/W = lim ф» = lim Л* + Д*) ~ Л*) .
△т->о Ах Ах-^о Ах

Используются такие обозначения производной: f{x), у\ у^, у, 
dy df(x) 
dx ’ dx

Пример 1. Вычислить производную функции f(x) = х2.
Решение. По определению имеем

(х Ах\2 _X2
f^x) = lim - ---------- ---------- = lim (2а; 4- As) = 2z.

△х-+0 Ах Дх-^О

Приращение Ах называют также дифференциалом независимой 
переменной и обозначают через dx.

Функция, имеющая производную в точке х, называется диффе­
ренцируемой в данной точке. Дифференцируемость f(x) в точке х 
равносильна тому, что приращение функции Ay = f(x 4- dx) — f(x) в 
этой точке представимо в виде Ay = f'(x)dx+o(dx) (второе слагаемое 
обозначает бесконечно малую более высокого порядка по сравнению 
с dx при dx —^ 0).

Если функция дифференцируема в точке х, то она непрерывна 
в этой точке. Обратное утверждение неверно: из непрерывности 
функции не следует ее дифференцируемость.

Функция f(x) называется дифференцируемой (непрерывно диф­
ференцируемой) на некотором множестве D (интервале, отрезке и 
т.п.), если в каждой точке х Е D существует (непрерывная) произ­
водная f^x).

Дифференциал dy функции у = f(x) — это главная часть ff(x)dx 
приращения Ау функции в точке х, так что Ay = dy + o(dx).

Приближенное равенство Ay « dy или f(x 4- Аж) « f(x) 4- f' (х)Ах 
(при малых Аж) используется в приближенных вычислениях.

Пример 2. Вычислить приближенно ^25,5.

Решение. Пусть f(x) = у/х, х = 25, Ах = 0,5. Тогда ^'(х) = ——, /(25) = 5, 

/'(25) = 0,1. Следовательно, ^25,5 а 5 4- 0,1 • 0,5 = 5,05.
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► Физический смысл производной. Пусть функция у = f(x) 
описывает путь у, пройденный телом, в зависимости от времени х. 
Тогда производная f(x) есть скорость движения тела в момент 
времени х.

► Геометрический смысл производной. Касательной к гра­
фику функции у = f(x) в точке M{xQjyQ), где у0 = /(^0), на­
зывается предельное положение секу­
щей MN при стремлении точки N к 
точке М по графику функции. Если 
а — угол между осью х и касатель­
ной, то f(xQ) = tga — угловой коэф­
фициент касательной (рис. 16).

Уравнение касательной к графику 
функции у = f(x) в точке M(xQ,yQ) 
имеет вид

У-Уо = Цх- х0),

где у0 = /(xq). к = /'(*о)-
Рис. 16.

5.2. Таблица производных и правила 
дифференцирования

Производная любой элементарной функции может быть вычислена 
на основе знания производных основных элементарных функций и 
правил дифференцирования.

► Таблица производных основных элементарных функций:

(с)' = 0 (с = const), 
(П' = <

(In г)' = —, 
X

(sin х)1 = cos х,

(tga;)' = —, COS2 X

(arcsine) = —-------

(arctg*) =

(х°)' = ах"-1, 
(ах)' = ат In а, 
(log^)' = -^-, 

ж In а
(cos я)' = — sin ж,

(ctgx)' =----— 
sin

(arccosz) =---- -==,
V1 —

(arcctgx) =-———. 
1 + я2

Часто встречаются также производные гиперболических функций:

(shz)'= chz, (ch я)'= sh я, (th#)7 = —i—, (cth a?)'= i—. 
ch z sh a?
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а) (х)' = 1 • г1 1 = г° = 1;
Пример 1. Вычислить производные степенных функций:

► Правила дифференцирования:
1) [«(х)!!;^)]^^^)!^^);
2) [си(х)]' = си\х\ где с = const;
3) [u(x) • v(x)]' = и'^х) • v(x) + и(х) • v^x);

[«(х)]^ u\x)v(x) — u(x)v'(x)
L v(^x) J v2(x)

5) производная сложной функции [/(u(x))] = fu(u} • ^(z);
6) если функция f{x) дифференцируема и монотонна на интер­

вале (а, 6), ж0 £ (а, 6) и f(xQ) / 0, то обратная функция х = д(у) 
дифференцируема в точке у^ = /(^о) и справедливо равенство 

‘'W = ж;

7) производная параметрически заданной функции х = p(t), 

у = q(t) вычисляется по формуле ух = —- = ;
xt Р

8) если функция задана неявно уравнением F(x,y) = 0, то, диффе­
ренцируя по х тождество F(x, f(x)) = 0, для определения производной 
f(x) получим выражение ух = —F^/Fy.

Пример 2. Вычислить производную функции ---------- .
2г + 1

Решение. Используя четвертое правило, последовательно получим
/ г2 ^' __ ^г2)^^^^ _ 2г(2г + 1) - 2г2 _ 2? + 2г
\2г + 1/ ” (2г+1)2 ” (2г+1)2 “ (2г+1)2’
Пример 3. Вычислить производные функций: a) sin 2г и б) In cos г.
Решение. Используя правило дифференцирования сложных функций, имеем 
a) (sin 2г)' = cos 2г • (2г)' = 2 cos 2г;
б) (In cos г)' = -^^-(cosг), = — tgг.
Пример 4. Найти производную, если функция у = /(г) задана равенством 

еу — е~х + ху = 0.
Решение. Дифференцируя равенство, найдем еу • у' + е~х + у + х • у* =0. 

. е”х + у 
Поэтому у =-------------- .

еу -{■ х

5.3. Теоремы о дифференцируемых 
функциях. Правило Лопиталя

► Основные теоремы о дифференцируемых функциях.
Теорема Ролля. Если функция у = f(x) непрерывна на отрезке 

[а, 6], дифференцируема на интервале (а, 6) и /(а) = /(Ь), то найдется 
хотя бы одна точка с 6 (а, 6) такая, что /'(с) = 0.
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Теорема Лагранжа. Если функция у = f(x) непрерывна на отрезке 
[а, 6] и дифференцируема на интервале (а, 6), то найдется хотя бы одна 
точка с 6 (а, Ь) такая, что

/(Ь)-/(а) = Г(с)(Ь-а).
Это равенство называют формулой конечных приращений.

Теорема Коши. Пусть функции f(x) и д(х) непрерывны на отрезке 
[а, 6], дифференцируемы на интервале (а, 6) и д'(х) ^ 0 при всех 
х 6 (а, 6)- Тогда найдется хотя бы одна точка с Е (о^Ь) такая, что

ЖлЖ=Л1 
рО)—5(a) д'(с)'

► Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей. Пусть 
функции f(x) и д(х) дифференцируемы и д^х) / 0 в некоторой 
окрестности точки а (х^а). Если f(x) и д(х) —бесконечно малые или 

f(x)
бесконечно большие функции при х —^а, т.е. если ——- представляет 

9{х)
О оов точке а неопределенность вида — или —, то 
О оо

lim Ж = llm 
х-^а д(х) х-^а д'ух) 

(при условии, что существует конечный или бесконечный предел 
отношения производных).

Замечание. Правило Лопиталя применимо и в том случае, когда а 
представляет собой один из символов оо, +оо, —оо. 

_ _ siniПример 1. Вычислить hm --------- .
х-ю 1 - е*

Решение. Используя правило Лопиталя, последовательно имеем 
/ . lim cosa; _sina; (sina;) cost cosO 1

hm --------- — = hm —^----- ^— = hm ------ — = ------------— =  — = —.
i->0 1 — e 2j x->o (1 — e-21)' x-^o 2e~2x lim 2e~2x 2e° 2

i-+0

Неопределенности вида (0 • оо) и (оо — оо) приводятся к неопреде- 
0 ооленностям вида — или ---- с помощью алгебраических преобразова-
0 оо

ний, например и(х) - v{x) = 
1/v(x)

Неопределенности вида (1°°), (оо°), (0°) приводятся к неопреде- 
0 оо

ленностям вида — или — с помощью предварительного логарифми- 
0 оо

1 lnu
рования: In u = rlnw = ——.

Пример 2. Вычислить lim (cosa;)1^2. 
х—>0

Решение. Здесь имеет место неопределенность вида 1°°, поэтому сначала 
1 Z 41/х2 , Z Incosa; (-tgz) 1находим In lim (cosa?)' = lim ln(cosa;) ' = hm ----- -----= hm -- -------- — =----- .

x—>0 x—>0 x—>o x2 x—>0 2a; 2
Следовательно, lim (cosi)1^ = e”1^2 = ——. 

x->o ^/e
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5.4. Производные и дифференциалы высших 
порядков. Формула Тейлора

► Производной второго порядка или второй производной функ­
ции f(x) называется производная от производной f(x), которая обо- 

d2y
значается у" или -3—5- или f"(x). Производная от производной вто-
рого порядка называется производной третьего порядка у,н = (у")'-
Производная n-го порядка от функции у = f(x) определяется как про­

изводная от производной порядка (n —1) и обозначается у^ dnyили —— 
dxn

^ИЛИ f(n\x).
Дифференциалом второго порядка называется дифференциал от 

дифференциала первого порядка: d2y = d(dy). Если х — независимая 
переменная, то справедлива формула d2y = у" • (dx)2. Аналогично
определяются дифференциалы третьего и других порядков.
► Формула Тейлора. Если функция y^f(x) имеет производные до 
(п + 1)-го порядка включительно в некоторой окрестности точки а, 
то для всех х из этой окрестности справедливо равенство

л*)=/(а)+^^(*-а)+^-^(*-а)2+--+-:Ц^(*-^^

гдеЯп(х) = ^^^^ (0<*<1)-

член формулы Тейлора (в форме Лагранжа).

остаточный

При а = 0 формула Тейлора принимает вид

f\x) - “I-----^---X ^------- 1------“i----X + Rn\x)

и называется формулой Маклорена.
Формулы Маклорена для ех, sin я, cos а? и некоторых других 

функций могут быть получены из выражений этих функций, приве­
денных в разд. 11.3, если в указанных выражениях заменить много­
точие в конце остаточным членом.

5.5. Экстремумы. Точки перегиба
► Минимумы и максимумы. Экстремумы. Если функция f(x) 
дифференцируема на интервале (а,Ь) и f(x) > 0 (f(x) < 0) на (а, 6), 
то f(x) возрастает (соответственно убывает) на этом интервале.*

Если существует такая окрестность точки х0, что для всех точек 
х ^ х0, принадлежащих этой окрестности, выполняется неравенство 
f(x) > f(x0) (f(x) < f(x0)), то xo называется точкой минимума 
(максимума) функции f(x):

* В отдельных точках интервала производная может обращаться в нуль.
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Точки минимума и максимума называются точками экстремума.
Точки, в которых производная f(x) не существует или обраща­

ется в нуль, называются критическими точками функции f(x).

► Условия существования экстремума. Необходимый признак 
экстремума: каждая точка экстремума функции f(x) является кри­
тической точкой этой функции.

Достаточные условия экстремума.
1. Пусть функция f(x) непрерывна в некоторой окрестности 

(z0 — <5, ж0 + J) критической точки z0 и дифференцируема во всех 
точках этой окрестности, за исключением, быть может, самой точ- 
ки х0. Если f(x) > 0 при х 6 (z0 — i, ж0) и Г(х) < 0 при х G (х0, x0+i), 
то г0 — точка максимума функции. Если f'(x) < 0 при х 6 (х0 —£, ж0) 
и f(x) > 0 при х 6 (^0) ^о + ^)> то жо —точка минимума.

Если ff(x) сохраняет свой знак при всех х ^ ж0, х 6 (ж0-i, x0 + i), 
то точка х^ не является точкой экстремума.

2. Пусть функция f(x) п раз дифференцируема в некоторой 
окрестности точки z0 и f'(x0) = /"(х0) = ••• = /^-1\^о) = 0, а 
f^^(xo) 7^ 0- Тогда, если п — четное, то при f^(x0) < 0 точка г0 
является точкой максимума, а при f^(x0) > 0 — точкой минимума. 
Если п — нечетное, то х0 не является точкой экстремума.

► Наибольшее и наименьшее значения функции. Пусть функ­
ция у = f(x) непрерывна на отрезке [а, 6] и дифференцируема во всех 
точках этого отрезка за исключением, быть может, конечного чис­
ла точек. Тогда наибольшее и наименьшее значения функции f(x) на 
отрезке [а, 6] находятся среди значений f(a), f(b) и значений f^x^ в 
критических точках х{ 6 (а, 6).

► Направление выпуклости графика функции. Говорят, что 
график дифференцируемой функции у = f(x) направлен выпуклостью 
вверх (выпуклостью вниз) на интервале (а, 6), если этот график 
в пределах указанного интервала лежит ниже (выше) любой своей 
касательной.

Если функция у = f(x) дважды дифференцируема на интервале 
(а,Ь) и f"(x) < 0 (f"(x) > 0), то график этой функции направлен на 
рассматриваемом интервале выпуклостью вверх (вниз). (В отдельных 
точках интервала вторая производная может обращаться в нуль.)

Таким образом, чтобы найти интервалы, на которых график 
дважды дифференцируемой функции направлен выпуклостью вверх 
(вниз), нужно решить неравенство f"(x) < 0 (f"(x) > 0).

► Точкой перегиба графика функции у = f(x) называется точка 
(я0, f(x0)), в которой график функции переходит с одной стороны 
касательной на другую. В точке перегиба график функции меняет 
направление выпуклости.
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Пусть функция у = f(x) имеет непрерывную вторую производную 
f"(x) в некоторой окрестности точки х0. Если f^x^ = 0 и f^x) 
меняет свой знак при переходе через точку х0, то точка (х0, /(х0)) 
является точкой перегиба.

5.6. Общая схема исследования функции и 
построение графика

Общая схема исследования функции и построение графика:
1.
2.
3.
4.

Находим область определения функции.
Находим асимптоты графика функции.
Исследуем функцию на монотонность и экстремумы.
Определяем направление выпуклости графика и точки пе-

региба.
5. Выясняем, является ли функция четной или нечетной, является 

ли она периодической.
6. Находим точки пересечения графика с осями координат.
7. Строим график функции.
тт Ina?Пример. Исследовать функцию у = ------ и построить ее график.

х
Решение. Используем общую схему исследования функции.
1. Область определения функции: 0 < а; < +оо.

u u In а?
2. Прямая х = 0 является вертикальной асимптотой, так как lim ------= — оо.

1Ч|0 X
Найдем наклонные асимптоты:

k = lim ~ = О, b = lim (у — kx) = О.

Следовательно, прямая у = 0 является гори­
зонтальной асимптотой графика. 

_ . 1 - Ini
3. Производная у = ----- -----  равна нулю

при Inx = 1, следовательно, х = е — критиче­
ская точка. При х Е (0, е) имеем у1 > 0, т.е. 
на этом интервале функция возрастает. При 
х Е (е, Ч-оо) справедливо неравенство у' < 0, 

поэтому здесь функция убывает. При х = е функция достигает максимального
1 

значения, равного утах = —.

4. Вторая производная у1 2 In 37 3 3 /2------------- равна нулю при х = е”' . На интервале

(0,е3/2) имеем у" < 0, поэтому здесь график функции обращен выпуклостью 
вверх. При х Е (е3/2,+оо) справедливо неравенство уи > 0, и на этом интервале 
график обращен выпуклостью вниз. Значению х = е3/2 соответствует точка 
перегиба графика с ординатой у = уе"3/2.

5. Функция не является ни четной, ни нечетной, так как допустимы лишь 
значения а? > 0, и равенства f(—x) = f(x) и f(—x) = — f(x) выполняться не могут. 
Очевидно, что функция непериодическая.

6. График не пересекает ось у, так как при х = О функция не определена. 
Далее, у = О лишь при х = 1, т.е. график пересекает ось х только в точке (1,0).

7. Используя результаты исследования, строим график функции (рис. 17).
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6.1. Точечные множества. Функции.

Предел и непрерывность
► Множества на плоскости и в пространстве. Окрестностью 
радиуса е точки Мо (на плоскости или в пространстве) называется 
множество точек М таких, что p(MQ) М) <е, где р(М0, М) — расстоя­
ние между точками Мо и М (соответствующие формулы для р приве­
дены в разд. 1.1 и разд. 2.1). Внутренней точкой множества D назы­
вается такая точка, в некоторой окрестности которой лежат только 
точки из D. Открытым называется множество, все точки которо­
го внутренние. Граничной точкой множества D называется точка, в 
любой окрестности которой находятся как точки множества D, так 
и точки, не принадлежащие D. Замкнутым называется множество, 
содержащее все свои граничные точки. Ограниченным называется 
множество, которое содержится в некоторой окрестности начала ко­
ординат; если такой окрестности не существует, множество называ­
ется неограниченным.

► Функции двух и трех переменных. Говорят, что на множе­
стве D задана (числовая) функция, если каждой точке М € D поста­
влено в соответствие единственное число. Если множество D принад­
лежит плоскости, то точка М Е D определяется двумя координатами 
х, у, и функция z = f(M) = f&y) называется функцией двух пере­
менных} если D лежит в пространстве, то говорят о функции трех 
переменных. Множество D называется_о5ластью определения функ­
ции. Например, функция z = у/1 — х2 — у2 определена в замкнутом 
круге х2 -Е у2 ^ 1.

Графиком функции двух переменных является поверхность в трех­
мерном пространстве. Например, графиком функции z = ах + by -Е с 
является плоскость, а функции z = у/1 — х2 — у2—полусфера.

Линия уровня функции z = f(x,y) —это линия на плоскости 
х, у, во всех точках которой функция принимает одно и то же 
значение z = с; уравнение линии уровня: f(x,y) = с. Поверхность 
уровня функции и = f(x,y,z) —это поверхность, во всех точках 
которой функция принимает одно и то же значение и = с; уравнение 
поверхности уровня: f(x,y,z) = с.

Функция f(M) называется ограниченной на множестве D, если 
существует такая константа С, что для всех М £ D выполняется 
неравенство |/(М)| ^ С.

► Предел и непрерывность. Пусть переменная точка М стре­
мится к точке Мо, т.е. расстояние р = р(М0, М) —> 0. При этом зна­
чения функции f(M) могут стремиться к некоторой константе Ь.
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Число b называется пределом функции f(M) в точке Мо, если 
для любого (сколь угодно малого) е > 0 найдется число J > О 
такое, что для всех точек М из области определения функции, 
удовлетворяющих условию 0 < р(М0,М) < 6, будет выполняться 
неравенство \ f(M) — b\ < е. Записывают это так: lim f(M) = b.

р->0
Функция f(M) называется непрерывной в точке MQ, если 

lim/(М) = f(M0). Функция называется непрерывной на множе- 
р—>о
стве D, если она непрерывна в каждой точке D. Если функция f(M) 
непрерывна на замкнутом ограниченном множестве, то она ограни­
чена на этом множестве и достигает на нем своих наибольшего и 
наименьшего значений.

6.2. Дифференцирование функций 
нескольких переменных

Для краткости ограничимся случаем функции двух переменных, 
однако все утверждения легко обобщаются на случай функций любо­
го числа переменных.

► Приращения и частные производные. Приращением функ­
ции z = f(x,y) в точке (х,у) называется величина

Az = f(x + Ах, у 4- Ay) - f(x, у), 

где Ах, Ay — приращения независимых переменных. Частными 
приращениями по х и по у называются соответственно величины

△г^ = Л^ + Лх,у) - f(x,y), Ayz = f{x,y+Sy) - f(x,y).

Частными производными функций z по х и по у в точке (х,у) 
A z Az

называются соответственно величины lim —^— и lim —^— (при 
△г->о Ах Ду-чо Ау 

условии, что эти пределы существуют). Для них приняты обозначе-
dz , ния: —, zx 
ox

dz
7“) ZA f'Ax>y) (иногда штрихи опускают). оу у у

► Дифференцируемые функции. Дифференциал. Функция 
z = f(x, у) называется дифференцируемой в точке (х,у), если ее при­
ращение в этой точке представимо в виде

Az = А(х, у)Ах 4- В(х, у)Ау 4- о(р), р = \/{АхУ~^~(ХуУ,

где о(р) — величина более высокого порядка малости по сравнению с 
р при р —> О (т.е. о^р)! р —> 0 при р —> 0). В этом случае в точке (х, у) 
существуют частные производные, причем zx = А(х, у), z'y = В(х, у).
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Обратно, если функция имеет в точке (х, у) непрерывные частные 
производные, то она дифференцируема в этой точке.

Дифференциалом функции z = f(x, у) называется величина

dz = f'x(x>y)Ax + f'y(x,y)Ay,

которую (полагая дифференциалы dx и dy независимых перемен­
ных равными соответственно Ах и Ау) записывают также в виде 
dz = f'x(x,y) с1х + Щх,у) dy.

Соотношение Az = dz + о(р) при малых Ах и Ау широко исполь­
зуется в приближенных вычислениях, в частности, при подсчете по­
грешности вычисления значений функции.

Пример 1. Пусть значения аргументов функции z = х2у5 известны с 
погрешностью: х = 2 ± 0,01, у = 1 ± 0,01. Подсчитаем приближенно значение 
функции.

Решение. Имеем в точке т = 2, 3/ = 1: Azttdz = 2-2-15-0,01 + 5-22-14 0,01 = 0,24 
(при ^х = Ау = 0,01). Поэтому можно считать z = 4 ± 0,24.

Если функция z = f(x,y) дифференцируема в точке (хд^о), то

f(x, у) = f(x0,y0) + f'x(x0, у0)(х - i0) + fy(x0,y0)(y - J/O) + о(р).

Отсюда при малых р, т.е. при х^х0) у ^у0, получается приближенная 
формула

f(x, у) « /(хо>Уо) + ?х(хО’Уо)(х - *о) + /у^о- Уо)(у -Уо)-

Замена функции таким линейным выражением вблизи данной точки 
называется линеаризацией.

► Сложная функция. Пусть z = f(x,y), причем х = x(u,v), 
у = y(u,v). Пусть для (u.v) Е D функции x(u,v), y(u,v) принимают 
значения, при которых функция z = f(x} у) определена. Тем самым на 
множестве D задается функция z(u,v) = /(х^и^у^щу)), которая 
называется сложной функцией; при этом функция f(x,y) называется 
внешней, а х(и, v), у(и, v) — внутренними функциями.

Частные производные сложной функции находятся по формулам

dz _ df dx df ,dy ^z _ ^f 9x ^f ^У
du dx du + dy du ’ dv dx dv dy dv

Пусть z = z(t,x,y), причем x = x(t), у = y(t). Тогда z, в конечном 
dz

счете, зависит только от t. Производная —— вычисляется по формуле 
dt

dz _ dz dz dx dz dy 
dt dt + dx dt + dy dt

dzЭта производная (в отличие от частной производной называется 
полной производной.
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► Вторые частные производные и вторые дифференциалы. 
Вторыми частными производными функции z = f(x,y) называются 
частные производные от ее первых частных производных. Их обо­
значают так:

д2 z д^z
—— = z" = (z1 V = z" = (z' Ydx2 xx~\x)x< dxdy xy-\x)y, 

d^ z c)2 z
= z" = iz> у = z>> = iz' у

дудх y^-^y^’ dy2 yy-'y’y

Производные z"y и zyx называются смешанными. Если в рассматри­
ваемой точке смешанные производные непрерывны, то они равны в 
этой точке.

Аналогично определяются частные производные более высоких 
порядков.

Вторым дифференциалом функции z = f(x,y) называется выра­
жение
d2z = d(dz) = {dzyx^x + (dz)'y^y = z"r(Aa:)2 + 2z”ySx^y + z'yy(^.y)2. 
Аналогично определяются d3z, d^z и т.д.
► Формула Тейлора. Если в точке (х,у) функция z = f(x,y) 
имеет частные производные до n-го порядка включительно, то ее 
приращение Az в данной точке можно записать в виде

А , d2z d3z dnz , / /——— 7—Дг = ^ + -2Г + -зГ+ - +-^- + °(/’ ) (.Р= V^y + fSy)2).

► Неявные функции и их дифференцирование. Уравнение 
F(x,y) = 0, имеющее решение (хо>Уо)» определяет в окрестности ж0 
переменную у как непрерывную функцию х при условии, что про­
изводная Fy(x,y) ^0 и непрерывна в некоторой окрестности точки 
(жо^о)- Если, кроме того, в окрестности этой точки существует не­
прерывная производная Fx, то неявная функция у = у(х) имеет про-

' dy F^изводную, определяемую по формуле —— = — 
dx Fy

Рассмотрим теперь уравнение F(x,y,z) = 0, связывающее пере­
менные х, у, z. Если F(x0, у0, zq) = Q и в окрестности точки (ж0> 2/0, ^0) 
существуют непрерывные частные производные Fx, Fy, F*, причем 
F^(xQ, Уо^ го) / ^ то уравнение F(x,y,z) = 0 в некоторой окрестно­
сти точки (ж0, ?/0) имеет единственное решение z = <р(х, у) такое, что 
^(^о, З/о) = zo; ПРИ этом функция z = ^p{x, у) непрерывна и имеет непре­
рывные частные производные, которые определяются по формулам

_^__^_ $L-_Z1
дх " F' ’ ду " F' •

Пример 2. Для уравнения х2 +х sin y+2z + ez = 0 имеем Fz = 2 + ez ^ О. Значит, 
данное уравнение задает всюду определенную функцию z = у>(х,у), частные 

„ dz 2x + sini/ dz xcosy
производные которой равны ----  =----------------- , ----- =------------ .

дх 2 + ez ду 2 + ez
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6.3. Производная по направлению.
Геометрические приложения

к Производная по направлению. Говорят, что в некоторой обла­
сти плоскости задано скалярное поле, если каждой точке М{х, у) этой 
области сопоставлено определенное число z = f(M) = fix, у). Приме­
рами скалярных полей могут служить поле температур, поле давле­
ний и др. Линией уровня поля называют линию уровня задающей его 
функции (см. разд. 6.1). Такими линиями являются изотермы для по­
ля температур, изобары для поля давлений и т.п.

Для изучения поведения поля z = fix,у} в точке MQlx0,yQ) в 
направлении вектора а = {а15а2} следует через MQ провести прямую 
с направляющим вектором а (ее уравнения х = xQ + art, у = yQ + a2t) 
и исследовать функцию z{t) = f{xQ 4- а^, Уо + a^Y Производная 
функции z{t) в точке Мо (т.е. при / = 0) характеризует скорость 
изменения поля в этой точке в направлении а. Если величину ^'(0) 
разделить на |а|, то получим производную по направлению а от 
данного скалярного поля в данной точке:

= ^[“^’^О-^+^/у^оУо)].

где |а| = у/а^ + а2-
Градиентом скалярного поля z = f{x,y) называется вектор- 

функция
grad / = f'x(x, y)i + f^(x, y)j.

В каждой точке поля градиент ортогонален к линии уровня, прохо­
дящей через эту точку; он показывает направление наибольшего ро­
ста поля. При помощи градиента производная по направлению может 
быть записана в виде

df “ А f
ж = ж6 7

Замечание. Все изложенное допускает очевидное обобщение на случай 
пространственного скалярного поля.

► Геометрические приложения теории функций несколь­
ких переменных. Уравнение касательной плоскости к поверхно- 
сти z = f(x, у) в точке М0(х0, y0,z0), где z0 = f(x0, у0), имеет вид

2 = Дх0,у0) + f'x(x0,y0)(x - z0) + f^(x0, y0)(y -y0).

Вектор нормали к поверхности в этой точке:

п= {-Л(жо.%)- -fy(x0,y0)< О-
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Если поверхность задается неявно уравнением Ф(г, у, z) = 0, то 
уравнение касательной плоскости в точке М0(х0,у0, z0) имеет вид

Ф^о %- ^оХ* - *0) + Фу(*о. Уо> 2оХу - Уо) + Ф^с» %> 2оХ2 “ 2о) = °> 

а вектор нормали к поверхности в этой точке

"= {Фг^о-Уо^о)- Фу(®О>Уо>*о)> Ф'г(*О,%.2о)}-

Пусть поверхность задается параметрически уравнениями

х = х(иуу)у y = y(u,v), z = z(u,v)

или, в векторной записи, г = r(u,v), где г = {хуу,г}, и пусть 
M0(z(u0, v0), 3/(u0,v0), z(u0,u0))—точка поверхности, отвечающая 
значениям параметров и = uQj v = v0. Тогда вектор нормали к 
поверхности в точке MQ можно найти по формуле

_ х дг дг i j k
< j/u < 

/ / /
Xv Уу Zv

где все частные производные вычисляются в точке MQ.

6.4. Экстремумы функций нескольких 
переменных

► Необходимое и достаточные условия экстремума функ­
ций двух переменных. Точка (хо,!/о) называется точкой мини­
мума (^максимума) функции z = /(х,у), если в некоторой окрестно­
сти точки (я0>%) Функция определена и удовлетворяет неравенству 
f(x,y) > f(xQ,y0) (соответственно f(x^y) < /(^о,Уо))- Точки макси­
мума и минимума называются точками экстремума функции.

Необходимое условие экстремума. Если в точке экстремума функ­
ция имеет первые частные производные, то они обращаются в этой 
точке в нуль. Отсюда следует, что для отыскания точек экстрему­
ма такой функции z = f(x,y) следует решить систему уравнений 
f^x.y) = 0, fy(x,y) = 0. Точки, координаты которых удовлетворяют 
этой системе, называются критическими точками функции. Среди 
них могут быть точки максимума, точки минимума, а также точки, 
не являющиеся точками экстремума.

Достаточные условия экстремума используются для выделения 
точек экстремума из множества критических точек и перечислены 
ниже.

Пусть функция z = fix, у) имеет в критической точке непрерыв­
ные вторые частные производные. Если в этой точке выполняется
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условие △ = fxxfyy “ ^fxyY > 0, то она является точкой минимума 
ПРИ fxx > О и точкой максимума при f^ < 0. Если в критической 
точке А < 0, то она не является точкой экстремума. В случае А = 0 
требуется более тонкое исследование характера критической точки, 
которая в этом случае может быть точкой экстремума, а может и не 
быть таковой.

► Экстремумы функций трех переменных. В случае функции 
трех переменных определения точек экстремума дословно повторяют 
соответствующие определения для функции двух переменных. Огра­
ничимся изложением порядка исследования функции и = Ф(х,у,г) на 
экстремум. Решая систему уравнений Ф^ = Ф^ = Ф' =0, следует найти 
критические точки функции, а затем в каждой из критических точек 
вычислить величины

△1 = ф';, д2 =
ф"
XX 

ф"
ф" 
ху

ф" ‘3 —

ф" 
XX 

ф" 
ху

ф" 
ху

ф"
УУ

ф"
XZ 

ф"
У*

XZ yz zz

Если все три величины положительны, то рассматриваемая критиче­
ская точка является точкой минимума; если Aj < 0, А2 > 0, А3 < 0, 
то данная критическая точка является точкой максимума.

► Условный экстремум функции двух переменных. Точка 
(^oj^o) называется точкой условного минимума (максимума) функ­
ции z = f(x, у) при условии ^(х^ у) = 0, если существует окрестность 
точки (х0, ?/0), в которой функция z = f(x, у) определена и в которой 
f(x,y) > f(x0,y0) (соответственно f(x,y) < f(xQjyQ)) для всех точек 
(х,у), координаты которых удовлетворяют уравнению ср(х,у) = 0.

Для нахождения точек условного экстремума используют функ­
цию Лагранжа

Ф(я, у, А) = f(x, у) + Х(р(х, у),

где число А называется множителем Лагранжа. Решая систему трех 
уравнений

ЗФ ЗФ ЗФ л
-^- = 0, = 0’ = 0’ох оу ол

находят критические точки функции Лагранжа (а также значение 
вспомогательного множителя А). В этих критических точках может 
быть условный экстремум. Приведенная система дает лишь необходи­
мые условия экстремума, но не достаточные: ей могут удовлетворять 
координаты точек, не являющихся точками условного экстремума. 
Однако, исходя из существа задачи, часто удается установить харак­
тер критической точки.
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► Условный экстремум функции многих переменных. Рас­
смотрим функцию п переменных и = /(ях, я2,..., яп) при условии, 
что Яр я2, ..., хп связаны т уравнениями (т < п):

' PltZl’^ - ^n) =®>
<р2(Х1,х2,...,хп) = 0,

ЬтЬ-^.-ч^) = 0.

Чтобы найти значения Яр я2, хп, при которых у функции / 
могут быть условные максимумы и минимумы, составляют функцию 
Лагранжа

Ф(*1, • • •, *„; Ap ..., Ат) = / + А^, + А2^>2 + •■■ + Xmipm

и приравнивают нулю ее частные производные по всем переменным 
Яр . • ■, хп и параметрам Лр ..., Аш. Из полученных п^-т уравнений 
определяют Яр я2, ..., я^ (а также значения вспомогательных неиз­
вестных Лр ..., Ат — множителей Лагранжа). Как и для функций 
двух переменных, вопрос о том, будет ли при найденных значениях 
аргументов заданная функция иметь условный экстремум или нет, 
требует дополнительного исследования.

7. Неопределенный интеграл

7.1. Первообразная. Неопределенный 
интеграл и его свойства

► Первообразной для функции /(я) на данном интервале называ­
ется такая функция ^(я), производная которой равна /(я) (для всех я 
из данного интервала):

Н*) = №)■
Пример 1. Пусть f(x) = 2х. Тогда функции F(x) = х2 и Fr(x) = х2 — 3 

являются первообразными для функции f(x), так как (х2)' = 2а; и (х2 — 3)' = 2х.

Каждая непрерывная в интервале (а, 6) функция /(я) имеет беско­
нечное множество первообразных на (а, 6). Если ^(я) — одна из них, 
то всякая другая имеет вид F(x) + С, где С — постоянная величина.

► Неопределенным интегралом от функции /(я) называется 
совокупность F(x) + С всех ее первообразных:

/ f(x) dx = ^(я) + С.
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Здесь f(x) dx называется подынтегральным выражением, f(x) — по­
дынтегральной функцией. Вычисление неопределенного интеграла от 
данного подынтегрального выражения называется интегрированием. 
Дифференциал dx указывает на то, что интегрирование ведется по 
переменной х.

Пример 2. f 6х2 dx = 2х3 + С, так как (2а?3)' 7 6т2.

1.

2.

3.

4.

► Свойства неопределенного интеграла:

7.2. Таблица основных интегралов. 
Примеры интегрирования

► Таблица основных интегралов. Ниже приведены простейшие 
интегралы, знание которых необходимо для интегрирования более 
сложных выражений:

f — = In |z| + С,
J х
jех dx = ех -i- С,

J sin xdx = — cos x + С, 

jtgxdx = — \n\ cos x| 4- C, 

[ dx
/ —2— = - ctg X 4- C,J sin X

/dx 1 x
2 , 2 = — arctg — 4- C,

a a

/dx x
/ , , = arcsin — + C,

ya2 — x* a

/
Tm+1

xmdx =-------- + c (m/-l), 
m+1 v

[axdx=~ + C,
J Ina
J cos x dx = sin x + C,

Jctg x dx = In I sin z| 4- C,

f dx/---- = tg z 4- C,
J cos2 x

Более подробная таблица неопределенных интегралов приведена 
в приложении 2.
3 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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► Примеры непосредственного интегрирования. В отличие 
от вычисления производной, не существует общих правил, позволяю­
щих проинтегрировать любую заданную функцию. Многие интегра­
лы вообще не выражаются через элементарные функции, например, 
/sinz _ 

---ах. 
х

Применение свойств 3 и 4 из разд. 7.1 часто позволяет свести 
интегрирование к табличным формулам.

Пример 1. I I  — — —— 4- ------1 dx = — I x 4 dx — I x dx +J X2^ x3 3 J 2 J J
1 f i ®~2 X4/3 1 X^fx

+ — X1'3 dx = X*/2 + —- + —— + C = y?+ —- + —¥— + C.
3 J 2 4 2x2 4
Возможности применения табличных формул связаны также с 

тем, что под знаком дифференциала может стоять любая функция 
z(x). В этом случае подынтегральная функция должна быть таблич­
ной функцией, зависящей от z{x).

Пример 2. J ez^ dz(x) = ez^ 4- С.

/
d sin x . , . , л
—7------= In I sin i| + C. 
sinx

Преобразование интеграла к табличному часто достигается при 
помощи внесения некоторой функции под знак дифференциала.

/. Г sinxdx / —dcosx . , .
tgx dx = I ----------- = I ------------- = — In I cosx| 4- (7.

J COS X J COS X

Пример 5. J >/2x 4-1 dx = J(2x 4- l)1^2 yd(2x 4- 1) = ^— ^------ h ^-

/dx [ dx
----- - ----- ;-----------, / —.- ■ - -------  ВЫЧИСЛЯЮТСЯ 
ax2 ^bx^c' J y/ax2 + bx + c

при помощи выделения полного квадрата:
2 г / b \2 Ь2ах + Ьх + с = а{х + ■—--------- 1- с.

\ 2а / 4а

После этого, заменив dx на равный ему дифференциал d(z 4- —— X 2а 
используют одну из четырех последних формул, приведенных выше в
таблице основных интегралов.

/
dx f d(x — 1)

. ■ =• = / —; = = arcsinfx — 1) 4- С.^? J ^/1 _ (x - 1)2

7.3. Интегрирование по частям. Метод 
замены переменной

► Интегрирование по частям — это интегрирование по формуле

(1)
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Этот метод позволяет вычислять интегралы следующих видов:
A) J Р(х)еах dx, j Р(х) cosfax) dx, J Р(х) sin(ax) dxy

В) J P(x)lnx dx, j P(x)axctgxdx, J P(x) arcsinz dx,

где P(x) —многочлен.
Для интегралов типа А) в формуле (1) полагаем Р(х) = и, а для 

интегралов типа В) полагаем Р(х) dx = dv.
Пример 1. Вычислить интеграл J(Зя + 1)е2х dx.
Решение. Полагая и = Зх 4- 1, dv = е2* dx, находим du = 3dx, v = ye2j. 

Поэтому f (Зх + 1)е2х dx = y(3z + 1)е2х — у J е2х dx = у(3х+ 1)е2х — ye2j +С = 
= ({х-1)е2ЧС.

Пример 2. Вычислить интеграл f Inxdx.
dx

Решение. Полагая u = Inz, dv = dx, находим du = ---- , v = х. Поэтому
х

J \пх dx = х\пх — ^ dx = x\nx — x + С.

С помощью интегрирования по частям можно вычислять интегра­
лы вида

j Р(х)еах sin(bx) dx, J Р(х)еах cos(bx) dx, 

где P(x) — многочлен, а также ряд других интегралов.

► Метод замены переменной. Замена переменной (иногда назы­
ваемая также подстановкой) состоит в том, что вместо переменной х 
в подынтегральное выражение f(x) dx вводится функция х = h(z). В 
результате получим

f(x)dx = f(h(z))h'(z) dz,

причем в случае удачно подобранной замены последний интеграл
проще исходного.

Пример 3. Вычислить интеграл f х\/1 — xdx.
Решение. Сделаем замену Д — х = z. Тогда х = 1 — z2, dx = —2zdz 

и f х\/1 — х dx = — §(\ — z2)z2z dz = — yz3 + -|z5 + C .= -уУ(Г^гР + 
ЧУ^+с.

/
е^х dx

dz
Решение. Сделаем замену ex = z. Тогда г = Inz, dx = ---- . Поэтому

z
f e3x dx [ z2 dz [ ( 4 \ 1 2 _/ ---------  = / -------- = / I z — 2 + --------]dz = —z2 - 2z + 41n z + 2 + (7

J ex +2 J z+2 J \ z + 2j 2

= ye2x “ 2eI + 41n(ex + 2) + C.

В разд. 7.4 — 7.6 указаны типичные замены, позволяющие вычи­
слять некоторые более сложные интегралы.
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7.4. Интегрирование рациональных функций
► Описание метода. Рациональной функцией или рациональной 
дробью называется отношение многочленов

ад = Mm + -+M + t0
апхп + ■ + агх + а0 (2)

Если т < п, то дробь называется правильной] если т ^ п — 
неправильной.

Каждую правильную дробь можно разложить на сумму простей­
ших дробей. Для этого знаменатель дроби следует разложить на про­
стые множители вида

(г-АГ- к = 1,2,..., К,
(я2+ /V+ ?,)’•> *=1.2, -.S,

гдеРк^з — натуральные числа, Д2 — 47, < 0. Каждому такому множи­
телю в разложении рациональной функции (2) на простейшие дроби 
отвечает столько слагаемых, какова степень соответствующего мно­
жителя:

^ki

BsjX + Dsj 
(х2 + Р8х + ч,У ’

i= 1, 2, ...,pki

j = l,2......... q,.

Для определения неизвестных постоянных Aki> В8^ Ds- прирав­
нивают исходную рациональную дробь сумме указанных простейших 
дробей и приводят обе части полученного выражения к общему зна­
менателю. Выделяя затем коэффициенты при одинаковых степенях я, 
приходят к системе линейных уравнений относительно Aki, Ba^ Da^.

Интегралы от наиболее часто встречающихся простейших дробей 
находятся по формулам (постоянная интегрирования С опускается):

I= А1п [г — А|, /-—Д— dx = — ------———7,
J х-Х 1 ” J (х-Х)р (р - 1)(х - Л)^-1

Bx+D 
х2+/3х+у

dx = — 1п(а?2+Дя+7) + 2D- В/3 2x^0---/ arctg ---7--:------ . 
У47 - Д2 1/47 - Д2

Для интегрирования неправильной дроби следует при помощи де- 
? ления с остатком выделить правильную часть. В итоге неправильная 

дробь представляется в виде суммы многочлена и правильной дроби, 
которые интегрируются"отдельно.

► Примеры интегрирования рациональных функций.

/
За?2 —Z — 2

------ з + 8— ^Х
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Решение. Представив знаменатель подынтегрального выражения в виде 
произведения z3+8=(i+2)(i2-2i+4), разложим (правильную) подынтегральную 
дробь на сумму простейших:

Зя2 — х — 2 _ А Вх + D
(х + 2)(х2 - 2г+ 4) т + 2 я2 — 2т + 4

Приведя сумму дробей в правой части этого равенства к общему знаменателю и 
приравняв числитель полученной дроби к числителю исходной дроби, имеем

Зх2 - х - 2 = А(х2 - 2х + 4) + (Вх 4- D)(x + 2).

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при х2, х и свободные члены 
этого тождества, получим систему уравнений для А, В, D:

А + В = 3, -2A + 2B + D = -1, 4A + 2D = -2.

Находим ее решение: Л = 1, В = 2, D = —3. Поэтому

Зт2 — х — 2 
я3 4- 8

2т- 3 
т2 — 2т 4- 4

dx =

In |т 4- 2| 4-

2^-2 J [ 1
----------------- dx — I -----------------  
т2 — 2т + 4 J т2 — 2т 4- 4 

d(x2 — 2т 4- 4) f d(x — 1)
т2 - 2т 4- 4 J (т- I)2 4-3

= In |т 4- 2| 4- 1п(т2 т — 1
Уз

ГГ О D / Ь4т4 4- Ъ3х3 4- Ь2х2 4- ^4-Ьо »
Пример 2. Вычислить интеграл / —------ —2 . ----- —7--------- dx.J (т — а)3(т2 4* с2)
Решение. Разложим дробь в подынтегральном выражении на сумму про­

стейших дробей

Ь4х4 4- Ь3х3 4- Ь2х2 4- Ьгх 4- Ьо _ Ах А2 А3 Вх + D 
(т — а)3(т2 4-с2) т—а + (т — а)2 "^ (т^а)3 "*" т2 4- с2

Приведем обе части к общему знаменателю и приравняем коэффициенты при 
одинаковых степенях т. В результате получим систему линейных уравнений, 
откуда определим постоянные А!, А2, А3, В, D. Вычисление исходного интеграла 
сводится к вычислению четырех интегралов от простейших дробей, для чего 
используются формулы, указанные перед первым примером.

[ *2Пример 3. Вычислить интеграл / -------- dx.
I я — 1

f х2 
Решение. / --------dx

/ т - 1
—5—] dx = ут2 4-^ + 1п|т- 1|4- С. 
т — 1 / z

Некоторые интегралы, приводящиеся к интегралам от рациональ­
ных функций, рассмотрены в разд. 7.5, 7.6.
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7.5. Интегрирование иррациональных 
функций

► Интегралы, приводящиеся к интегралам от рациональ­
ных функций. Интегрирование некоторых иррациональных функ­
ций сводится к интегрированию рациональных функций при помо­
щи подходящей замены. Далее считается, что R(x, у) — рациональная 
функция своих аргументов.

1. Интеграл вида j R(x, tfax + b) dx вычисляется с помощью 

подстановки z = у/ах + Ь. (Частный случай такого преобразования 
использован при решении третьего примера в разд. 7.3.) 

ах + b \
\ - г dx вычисляется с помощью \ у сх + к J

п/ах + Ь 
подстановки z = у ------- —. 

у сх —{- к
► Применение тригонометрических подстановок. Рассмо­
трим интегралы вида j R(x, у/ах2 + bx + с) dx.

Функция y/ax2 + bx + с при помощи выделения полного квадрата
из подкоренного выражения приводится к одному из следующих 
видов (р = — ~Ь/а):

1) yfay/\x - р)2 4- д2, а > 0;

2) у/ау/(х — р)2 — q2, а > 0;
3) y/^y/q?^-lj^ а < 0.

В каждом из этих трех случаев применяют различные подстановки:

1) ar^-p=gtg/,

2) X — р =2
cos / ’

3) х — р = q sint,

y/(x-p)2 + q2 = — 
cos t

\/(^ -р)2 - 92 = 9 tg Л

\/?2 — (х — р)2 = q cos t,

q dt
cos2 / ’ 
q sin t dt

dx = q cos tdt.

Пример. Вычислить интеграл J \/6 + 4x — 2x2dx.
Решение. Здесь a = — 2 и подынтегральное выражение можно представить в 

виде: \/в + 4х — 2х2 = \/2\/3 + 2х — x2dx = \/2у4 — (х — I)2. Поэтому рассматри­
ваемый интеграл соответствует случаю 3) при р = 1, д = 2. Делая подстановку 
i-l = 2 sin/, dx = 2 cos tdt, последовательно имеем

j у/б + 4х — 2x2dx = 4\/2 J cos2 tdt = 2\/2 ^(14- cos 2^ ^ =

= 2\/2t 4- \/2sin 2t + С = 2>/2arcsin —---- — 4- >/2 sin f2 arcsin —----—J 4- C =
2 \ 2 J

= 2>/2arcsin ~^~ + ^^(^ “ W4 “ (^ ” I)2 + ^-
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► Интеграл от дифференциального бинома J xm(a + bxn)pdx 

(где а и Ь — постоянные, а п, т, р — рациональные числа) выражается
в элементарных функциях в трех случаях:

1) р — целое число (используется замена х = tr у где г — наимень­
шее общее кратное знаменателей дробей тип);

2) -г-----------целое число (используется замена a + bx = t3, где s — 
п

знаменатель дроби р);

3)---------- Ь р — целое число (используется замена ах п + b = t , 
п

где s — знаменатель дроби р).

7.6. Интегрирование показательных 
и тригонометрических функций

► Интегрирование показательных и гиперболических 
функций.

1. Интеграл вида J R(enx, emx)dx) где R(x,y) —рациональная 

функция своих аргументов, п, т — целые числа, вычисляется с по­
мощью подстановки z = ех. (Частный случай такого преобразования 
использован при решении четвертого примера в разд. 7.3.)

2. Интеграл вида J R(shax, ch az) dx вычисляется путем перехо­

да от гиперболических функций к показательным по формулам

sh az = -i^-e"^), ch az = ^(еах -]-е~ах)

с последующей заменой z = еах.

► Интегрирование тригонометрических функций.
1. Интегралы вида

У sin az cos bxdx, J cos ax cos bxdx, J sin ax sin bx dx 

вычисляются при помощи формул

sin a cos ^ = у [sin(a + /3) + sin(a — /3)], 
cos a cos /3 = у [cos (a + /3) + cos (a — /3)], 
sin a sin /3 = у [cos(a — /3) — cos(a + /3)].

2. Интегралы вида J sinm x cosn x dx (m, n — целые числа) вычи­

сляются следующим образом.
При нечетном т используется замена cos z = z, sinxdx = —dz.
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При нечетном п — замена sinх = z, cosxdx = dz.
Если обе степени тип — четные и неотрицательные, то приме­

няются формулы понижения степени:

sin2 х = у (1 — сов2я), cos2 х = у (1 4- cos 2г), sin х cos х = у sin 2я.

Пример 1. Вычислить интеграл J sin5 xdx.
Решение. Используя тригонометрические формулы, последовательно имеем:

I sin5 х dx = I (sin2 x)2 sin x dx = — /(1 — cos2 x)2 d cos x =

_2\2 _  2 _3 1 _5 _  2 ___3 _ 1 ___5 _ i(1 — Z ) dz = yZ — yZ — Z 4- G = у COS X — у COS X — COSX + U.

Здесь была использована замена z = cosx.

3. Интегралы вида f R(sinx,cosx) dx, где R— рациональная 
функция своих аргументов, сводится к интегралам от рациональных 
дробей с помощью универсальной тригонометрической подстановки:

* = tgy, dx =
2 di I-/2

Решение. Используя универсальную тригонометрическую подстановку 
х

t = tg —, имеем:

2 + sin х

Если подынтегральное выражение зависит от sin2 я, cos2 х или от 
tgя, удобнее применять подстановку t = tgx.

8. Определенный интеграл
8.1. Основные определения. Геометрический 

смысл определенного интеграла

► Основные определения. Множество упорядоченных точек 
{х0, Яр ..., яп} таких, что а = х0 < хг < • • < хп = Ь, задает раз­
биение отрезка [а, 6] на п отрезков. Разбиение будем обозначать Сп} 
а наибольшую из длин Дя,- = я{ — я,.! отрезков fo-^xj — через

Пример 2. Вычислить интеграл J - ^ ---- .
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Л = А(£п) (эту величину называют диаметром разбиения). Пусть на 
[а, 6] задана ограниченная функция у = f(x)- Возьмем на каждом от­
резке fo-ijffJ произвольную «опорную» точку с{ и составим сумму 

п
sn = 52 f(ci)△^tj которая называется интегральной суммой. 

i=i
Если при А(£п) —> 0 существует конечный предел J интегральных 

сумм sn, который не зависит ни от вида разбиений СпУ ни от

выбора «опорных» точек, то такой предел обозначается / f(x)dx 
J а

и называется определенным интегралом от функции у = f(x) по 
отрезку [а,Ь]:

/ f(x) dx = lim sn . n

Эта запись означает, что для любого (сколь угодно малого) б > 0 най­
дется число J >0 такое, что для всех Сп с диаметром А < J и для произ­
вольного множества «опорных» то­
чек будет выполняться неравенство 
К - Л < е.

,ь
Если / f(x) dx существует, то 

J а
функция у = f(x) называется инте­
грируемой на отрезке [а, 6].. Функ­
ция, непрерывная на [а, 6], интегри­
руема на этом отрезке.

Если а > b и f(x) интегрируема 
на отрезке [6, а], то по определению

Рис. 18.

I f(x) dx. Кроме того, полагают / f{x) dx = 0.
Jb Ja

► Геометрический смысл определенного интеграла. Если

f(x) ^ 0 на [а, 6], то интеграл / f(x)dx равен площади области 
J а

D = {a ^x^b.^^y^. f(%)} («криволинейной трапеции», рис. 18).

8.2. Свойства определенного интеграла
1. Линейность. Если функции f(x) и д(х) интегрируемы на от­

резке [а, 6], то

[Af(x) ± Вд(х)]dx^Af f(x) 
J а

dx ± В [ 
J а

для любых чисел А и В.
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2. Аддитивность. Если с G [а, 6] и функция f(x) интегрируема на 
[а, 6], то

/ f(x)dx = I f(x)dx+ / f(x)dx.
J a J a J c

3. Теорема об оценке. Если на [a,b] имеют место неравенства 
т ^ f(x) ^ М, то

m(b — а) ^ f f(x) dx ^ M(b — а).
J а

Пример 1. Из неравенств 2 ^ (я2 + 4)1/3 ^ 5, справедливых на отрезке [2, 11], 
ВЫТекаеТ оценка 18< Г

J2

4. Теорема о среднем. Если f(x) непрерывна на [а, 6], то найдется 
(хотя бы одна) точка с 6 (а, 6) такая, что

f(x)dx = f(c)(b-a)
J а

(число f(c) называется средним значением функции f(x) на [а,Ь]).
5. Теорема об интегрировании неравенств. Если на [а, Ь] функции 

<р(х), f(x), g(x) удовлетворяют неравенствам <р(х) ^ f(x) ^ д^х)^ то
rb t>b rb

I tp(x) dx ^. / f(x)dx^. / g(x)dx

(в частности, если f{x) ^ 0 на [a, 6], то и ^ f(x) dx ^ Q).
6. Теорема о модуле интеграла. Если f(x) интегрируема на [а, 6], 

то функция |/(^)| также интегрируема, причем

7. Интегрирование четных и нечетных функций по отрезку вида 
[—а, а]: 

r+а га

если f(x) —четная функция, то / f(x) dx = 2 f(x) dx;
J-a Jo

f + a

если f(x) —нечетная функция, то / f(x) dx = 0.
J — a

8. Дифференцирование интеграла no переменному верхнему пре­
делу. Если f(x) непрерывна на [а,Ь], то функция Ф(я) = fa f^^ 
дифференцируема на [а, 6], причем Ф^я) = f(x). Сказанное удобно 
записать в виде равенства
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9. Формула Ньютона — Лейбница:

j f(x) dx = F(x) |Ъ = F(b) - F(a),

где F(x) — какая-нибудь первообразная для функции f(x) на [а,Ь].
10. Интегрирование по частям. Если функции и(х) и v^x) имеют 

на [а.Ь] непрерывные производные, то

rb I6 fb
/ и(х) dv(x) = [u(x)v(x)]\ - / v(x)du(x).
J а '<* J a

11. Замена переменной (подстановка) в определенном интеграле. 
Пусть функция f(x) непрерывна на [а, 6], а функция x(t) имеет 
непрерывную производную на отрезке [о,/?]. Пусть, кроме того, 
множество значений функции х(/) совпадает с [а, 6], причем х(а) = а, 
х((3) = Ь. Тогда

dx
(х — 8)\Лг + 1

Пример 2. Вычислить интеграл

Решение. Сделаем подстановку х + 1 = t2, dx = 2t dt. При т = 0 имеем t = 1,
а при j; = 3 имеем t = 2. В результате получим

(х — 8)\Ле + 1
dx

2
2tdt I dt 1 , I t - 3 I—------7“ = 2 / —------ = — In ------- = — In —.

(Z2 - 9)t Л ^ “ 9 3 I H 3 | x 3 5

8.3. Геометрические и физические 
приложения определенного интеграла

► Геометрические приложения определенного интеграла.
1. Площадь области D на плоскости х, у, изображенной на 

рис. 19, равна

- g(x)] dx

(при д(х) = 0 эта формула дает пло- 
щадь криволинейной трапеции).

2. Площадь криволинейного сек­
тора. Пусть в полярных координа­
тах р, р задана кривая р = /(^), где 
р Е [«,/?]. Тогда площадь криволи-
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нейного сектора {а^^^|3; 0 ^ р ^ /&)} вычисляется по формуле

1 Г13 9S=^ Ш] dp. 

J а

3. Площадь поверхности вращения. При вращении кривой 
у = f(x) ^ 0, х 6 [а, Ь] вокруг оси х образуется поверхность, площадь 
которой

S = 2n f(x)y/l + [f'(x)]2dx.

4. Объем тела вращения. Рассмотрим тело, образованное вра­
щением вокруг оси х криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
у = f(x), осью х и прямыми х = а, х = Ь. Его объем

[/(*)] 2 dx.

5. Длина дуги кривой, заданной различными способами.
а) Если кривая является графиком непрерывно дифференцируе­

мой функции у = /(ж), я G [а, 6], то ее длина

^ = %/1 + [ff(x)]2dx.
J а

б) Если плоская кривая задана параметрически уравнениями 
х = x(t), у = y(t) (где t Е [a,/?], a z(/) и у(/) — непрерывно дифферен­
цируемые функции), то ее длина

^= гуй<Т[7(^
J а

в) Если кривая задана в полярных координатах р, р уравнением 
р = р(р), р G [о,/?], то ее длина

L~\ \/7Й + Й^)7dip.
J а

► Физические приложения определенного интеграла.
1. Работа переменной силы. Пусть по оси х от точки х = а до 

точки х = b движется материальная точка, на которую действует 
переменная сила F(x), направленная вдоль оси х. Работа этой силы

равна А = / F(x)dx.
J а

2. Масса стержня переменной плотности. Пусть стержень с 
постоянной площадью поперечного сечения S занимает на оси х 
отрезок [0,/], а плотность материала стержня есть функция от х\

7 = у(х). Масса такого стержня равна т = S I ^{х} dx.
Jo
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8.4. Несобственные интегралы
► Интегралы с бесконечными пределами. Пусть функция 
у = f(x) определена и непрерывна при а ^ х < +оо. Если существует

собственным интегралом от f(x) на интервале [а, +оо] и обозначают 
fa°° f(x)^x- Таким образом, по определению

f(x) dx = lim / f(x) dx. 
b-^+oo Ja

Если указанный предел бесконечен или не существует, то несобствен­
ный интеграл называют расходящимся.

Геометрический смысл несобственного интеграла заключается 
в том, что f+°° f(x) dx (при f(x) ^ 0) равен площади неограниченной 
области, заключенной между линиями у = f(x), х = а и осью абсцисс.

Аналогичным образом определяются несобственные интегралы 
для других бескоречных интервалов:

(если каждый из несобственных интегралов, стоящих в правой части 
последнего равенства, сходится, то по определению сходится и инте­
грал, стоящий в левой части).

Пример 1. Непосредственным вычислением показывается, что несобствен­

ный интеграл / -----расходится, если а ^ 1, и сходится, если а > 1; в последнем

случае его значение равно 1/(а — 1).

► Достаточные условия сходимости несобственных инте­
гралов. Во многих задачах достаточно установить, сходится или рас­
ходится заданный несобственный интеграл, и оценить его значение в 
случае сходимости. Для этого бывают полезны следующие теоремы.

Теорема 1. Если 0 ^ f(x) ^ ^(х) при х ^ а, то из сходимости 
интеграла f^°° (р(х) dx следует сходимость интеграла f+°° f(x) dx, 
причем f^°° f(x) dx ^ f^°° (p(x) dx. Если же интеграл f^°° f(x) dx 
расходится, то и интеграл f^°° ^(x) dx расходится.

Теорема 2. Если интеграл Ja+°° |/(х)| dx сходится, то сходится и 
интеграл f+°° f(x) dx (в этом случае последний интеграл называется 
абсолютно сходящимся).
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Пример 2. Несобственный интеграл
8ШТ ,
——— ах сходится абсолютно, так 

х2

как Справедливо неравенство

пример 1).

^ ——, а интеграл 
х2

-Г- dx сходится (см.
X2

► Интегралы от неограниченных функций. Пусть функ­
ция f(x) определена и непрерывна при а ^ х < Ь, но lim f(x) = оо.

т-^Ь-0

Если существует конечный предел * lim & f(x) dx, то он называется

(сходящимся) несобственным интегралом от неограниченной функ­
ции f(x) по отрезку [а, 6]. Таким образом, по определению

fb fx
I f(x)dx = lim I f(x)dx.
Ja ^-Qja

Если конечного предела не существует, то интеграл называется 
расходящимся.

Если lim f(x) = оо, то по определению полагают х—>о-|-0

Наконец, если f(x) не ограничена в окрестности некоторой точки 
с Е (а, Ь) и каждый из интегралов ^ f(x) dx и fb f(x) dx сходится, то 
по определению

Геометрический смысл несобственного интеграла от неограни­
ченной функции, а также теоремы типа теорем 1 и 2 (см. выше) для 
таких интегралов полностью аналогичны таковым для несобствен­
ных интегралов с бесконечными пределами. В качестве функций, с
которыми обычно сравнивают функции, стоящие под знаком несоб­
ственного интеграла, в данном случае берут l/(z — а)д; несобствен-

ныи интеграл / —--------— сходится при д < 1 и расходится при /О 1.

Это утверждение относится и к интегралам вида / dx
(b — х)^

Пример 3. Несобственный интеграл

1 
превосходит 2, так как - ------- —----- 7===

(х — I)2 4- ух — 1 
сходится и равен 2.

dx
(z-ipWx-l СХ°ДИТСЯ “ Не

1 Г2 dx
...... , а интеграл / .

х/х — 1 J ух — 1
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9. Двойные и тройные интегралы
9.1. Определение и свойства двойного 

интеграла
► Определение и свойства двойного интеграла. Пусть на плос­
кости задано ограниченное множество, которое можно поместить в 
некоторый круг минимального диаметра. Диаметр этого круга назы­
вается диаметром множества. Рассмотрим область D на плоскости 
х, у. Разобьем D на, п непересекающихся частей (ячеек). Максималь­
ный из диаметров ячеек называется диаметром разбиения и обо­
значается А = А(РП) (Рп —разбиение области D на ячейки). Пусть 
в области D задана функция z = /(х^у). Выберем в каждой ячейке 
по произвольной «опорной» точке (х^у{) (i = 1, 2, ..., п) и соста- 

п
вим интегральную сумму sn = ^ 1(Х^У{) ^Si' где △S',— площадь 

t=i
г-й ячейки.

Если существует конечный предел сумм sn при А —> 0 и этот 
предел J не зависит ни от вида разбиений Рп, ни от выбора 
«опорных» точек, то он обозначается JJ f{x, у) dxdy и называется 

D
двойным интегралом от функции f(x, у) по области D:

Ц f(x, у) dx dy = lim sn.

D
Это означает, что для любого б > 0 найдется J > 0 такое, что для 

всех разбиений Т)п таких, что А(РП) < <5, и любого выбора «опорных» 
точек будет выполняться неравенство |$п — J\ < е. (Если f(xty) 
непрерывна в замкнутой области D^ то она интегрируема по этой 
области, т.е. двойной интеграл JJ f(x,y)dxdy существует.) 

D
► Свойства двойного интеграла.

1. Линейность. Если функции f(x,y) и д(х,у) интегрируемы по 
области D, то

^ [af(x, у) ± bg(x, i/)] dx dy = а Ц f(x, у) dx dy ± b 

D D D
где а и b — некоторые числа.

2. Аддитивность. Если f(x,y) интегрируема по каждой из обла­
стей Dx и D2, не имеющих общих внутренних точек, то

///(«.«) dx dy ~ JJ ^x’y^dxdy + Jj

Dt Di
f(x, y) dx dy.
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3. Теорема об оценке. Если в области D выполняются неравенства 
т ^ f^ у) ^ М, то

mS ^ И ^Х" ^ dX ^ ^ MS'

D
где S — площадь области D.

4. Теорема о среднем. Если f(x,y) непрерывна в области D, то 
найдется хотя бы одна внутренняя точка (х, у) 6 D такая, что

JJ f(x, у) dx dy = f(x, у) S.

D
Число f(x,y) называется средним значением функции в области D.

5. Интегрирование неравенств. Если <р(хуу) ^ f(x,y) ^ у(х,у) в 
области Dy то

Jj <p(x,y)dxdy ^ jj f(x,y)dxdy ^ Ц g(x,y)dxdy. 

D D D
В частности, если f(x) у) ^ 0 в Dt то ff f(x, у) dx dy ^ 0.

D
6. Теорема о модуле интеграла:

Ц f(x,y)dxdy ^ JJ\f(x,y)\dxdy. 

' D D
к Геометрический смысл двойного интеграла. Пусть функ­
ция /(х^у) неотрицательна при (х,у) Е D. Тогда двойной интеграл 
ff f(x> У) dx ^У равен объему цилиндрического тела, основанием кото- 
D
рого служит область D плоскости z = 0 и которое сверху ограничено 
поверхностью z = f(x,y).

9.2. Вычисление двойного интеграла
► Использование повторных интегралов.

1. Если область D на плоскости х, у задается неравенствами 
а ^ х ^ 6, уг(х) ^ у ^ у2(х) (рис. 20, а), то

#рЪ гУ^х) 
f(x,y)dxdy = dx f(x,y)dy. 
J a Jyi(x)

Интеграл в правой части этой формулы называется повторным.
2. Если D — {с ^. у ^. d^ х^у) ^ х ^ x2(j/)} (рис- 20, б), то

#г^ г^Лу) 
f(xty)dxdy = dy f(x,y)dx. 
J с Jx^y)

В общем случае область D разбивают на области указанных типов 
с последующим использованием свойства аддитивности двойного 
интеграла.
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Рис. 20.

► Замена переменных в двойном интеграле. Пусть непрерыв­
но дифференцируемые функции х = х(и, v), у = у(и, v) взаимно одно­
значно отображают область Dx плоскости и, и на область D плоско­
сти х, у, а. функция f(x, у) непрерывна в D. Тогда

где J(u, v) = Хи 
У'и

Для отображения

— якобиан отображения Dx на D.

х = pcosp, у = psintp (которое часто исполь­
зуется и соответствует переходу от декартовых координат х, у к 
полярным координатам р, (р) якобиан J(p, (р) = р.

9.3. Геометрические и физические 
приложения двойного интеграла

► Геометрические приложения двойного интеграла.
1. Площадь области D на плоскости х, у:

S = ^ dx dy.

D

2. Площадь поверхности, заданной уравнением z = f^^y) для 
(х,у) Е D (рассматриваемая поверхность проектируется в область 
D на плоскости х, у), находится по формуле

s = И yi^W+i dx dy.



82 Двойные итройные интегралы

3. Площадь поверхности, заданной векторным уравнением г = 
= r(u, v) = х(и, v)i + у(и, v)j + z(u, v)k, где (и, v) Е Dr:

S — JJ\n(u,v)\dudv.

Dj.
Здесь вектор нормали вычисляется по формуле n(u,v) = г^ х г/.

4. Вычисление объемов. Если область U трехмерного простран­
ства задается условиями {(х,у) Е D, f(x, у) ^ z ^. д(х, у)} (D — неко­
торая область на плоскости х, у), то ее объем равен

v = jj^^’ у} _ ^х’ у^ dx dy 

D
Рассматриваемая трехмерная область U представляет собой цилин­
дрическое тело, которое снизу ограничено поверхностью z = f(x,y), 
а сверху — поверхностью z = д(х, у). Боковая поверхность этого тела 
состоит из отрезков прямых, параллельных оси z.

► Физические приложения двойного интеграла. Далее счи­
таем, что плоская пластина занимает область D плоскости х, у, а. 
у(х,у) — поверхностная плотность материала пластины (для одно­
родной пластины 7 = const).

1. Масса плоской пластины:
т — JJ у(х,у) dx dy.

D
2. Координаты центра тяжести плоской пластины:

Хс = x^^x'y^dxdy' Ус = ~ Л y'l^^y)^^^ 

D D
где т — масса пластины.

3. Моменты инерции плоской пластины относительно коорди­
натных осей:

4=^ y27(x<y)dxdy< dy~\\ x27(x>y)dxdy- 

D D
Момент инерции пластины относительно начала координат вычисля­
ется по формуле 10 = 1х + 1у.

9.4. Определение и свойства тройного 
интеграла

► Определение тройного интеграла. Пусть функция f(x,y,z) 
определена в некоторой области U пространства. Разобьем U на



9.4. Определение и свойства тройного интеграла 83

п частей (ячеек), не имеющих общих внутренних точек; обозна­
чим через А = A(Z/n) диаметр полученного разбиения Un, т.е. мак­
симальный из диаметров ячеек (диаметром области в простран­
стве называется диаметр минимального шара, содержащего эту 
область). Выберем в каждой из ячеек по произвольной «опорной» 
точке (х{,у{,г{) (г = 1,2, ...,п) и составим интегральную сумму 

п
$п = £2 f(xi>yiizi) △К) гДе ^К —объем г-й ячейки. Если существу- 

»=1
ет конечный предел сумм sn при X(Un) —> 0 (не зависящий ни от вида 
разбиения Кп, ни от выбора «опорных» точек), то он называется трой­
ным интегралом от функции f(x, у, z) по области U и обозначается 

jjj f(x, у, z) dx dy dz = lini sn.

и
► Свойства тройного интеграла. Свойства тройных интегралов 
аналогичны свойствам двойных интегралов.

1. Линейность. Если функции f(x,y,z) и g(x,y,z) интегрируемы по обла­
сти U, то

JJJ[af(x,y,z) ± bg(x,y,z)j dx dy dz =
и

= a Iff ^x' ^’ z) ^x dy dz ± b fff з(х> У* z) dx dy dz, 
и и

где а и b — некоторые числа.
2. Аддитивность. Если f(x,y,z) интегрируема по каждой из областей UT 

и Щ, не имеющих общих внутренних точек, то

fff /(Х’У>2) dxdydz'= fjj f(x,y,z) dxdydz + fjj f(x,y,z) dxdydz. 
u ux u2

3. Теорема об оценке. Если в области U выполняются неравенства 
т ^ f(x,y,z) ^ М, то

mV ^ Iff f(x,y,z)dxdydz ^ MV, 
U

где V — объем области U.
4. Теорема о среднем. Если f(x,y,z) непрерывна в области U, то найдется 

хотя бы одна внутренняя точка (i, у, z) € U такая, что

fff f(x, у, z) dx dy dz = f(x, y, z) V.
U

Число f(x,y,z) называется средним значением функции в области U.
5. Интегрирование неравенств. Если (p(x,y,z) ^ f(x,y,z) ^ g(x,y,z) в обла­

сти U, то

fff (р(х,у, z) dx dy dz ^ §Ц J(x,y, z) dx dy dz ^ JJJ g(x,y, z) dx dy dz. 
и и и

6. Теорема о модуле интеграла:

\fff J(x,y,z)dxdydz\ ^ ^^f(x,y,z)\dxdydz.
'U ' U
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9.5. Вычисление тройного интеграла. 
Некоторые приложения

► Использование повторных интегралов.
1. Рассмотрим тело U, ограниченное сверху поверхностью 

z = д(х,у), а снизу — поверхностью z = h(x,y), проекцией которого 
является область D на плоскости х, у. Другими словами, область U 
задается условиями {(ж,?/) Е D, h(x,y) ^ z ^ д(х,у)}. Тогда

д^^у)
\ f(x,y,z)dz.

и D Цх,у)

2. Если область D плоскости х, у описывается неравенствами
{а О О, !/1й О ^ ^W}, то

и

Ь уэ(х) д(х,у)
^ dx j dy J f(x,y,z)dz.

У1(х) h(x,y)

► Замена переменных в тройном интеграле. Пусть непре­
рывно дифференцируемые функции х — x^u^vу w)у у = y^V'W), 
z = z(u, v, w) осуществляют взаимно однозначное отображение обла­
сти Q пространства и, v, w на область U пространства х, у, z, а 
функция /(х,у,г) непрерывна в области U. Тогда

Щ f(x,y, z) dxdydz = 

и
= JJJ ^x^UiV,w^ v(u>v,w)> z^UyVyW)) \J(u,v,w)\dudvdw,

< 4
Уи Уугде J(u, у, w) = — якобиан отображения Q на U.

Для цилиндрических координат р, ip, z} связанных с декартовыми
координатами формулами х = pcos <р, у = psin <р, z = Zy якобиан J = р.

Для сферических координат р, (р, 0 имеем х = pcos^>sin0, 
у = psin у? sin 0У z = pcos 0, а якобиан J = р2 sin 0.

► Некоторые геометрические и физические приложения 
тройного интеграла.

1. Объем области U:
= Л/ dxdydz. 

и
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2. Масса тела переменной плотности у = у(х, у, z), занимающего 
область U:

т = JJJ ydx dydz.

и
3. Координаты центра тяжести тела:

хс= — jjjxy dx dydz, ус = — JJJyy dx dy dz, zc = — JJJzy dx dydz.

и и и

4. Моменты инерции тела относительно координатных осей:

Ix = J// pySldxdydz' dy= JJJPxzldxdydz, 1г = Щ p2yydxdydz,

и ии

гДе Руг = У2 + г2, Pxz -х2 + z2, р2ху = х2 + у2.
В случае однородного тела в формулах следует положить 

у = const.

10. Криволинейные и поверхностные 
интегралы

10.1. Кривалинейный интеграл первого рода
► Определение криволинейного интеграла первого рода. 
Пусть на кусочно гладкой кривой АВ определена функция f(x,y,z). 
Выбор на дуге АВ точек А = MQ, Мг, М2, ..., Мп = В зада­
ет разбиение £п. Максимальная из длин хорд МОМГ, М1М2, 
Мп_гМп называется диаметром разбиения и обозначается А = Х(£п). 
На каждой из дуг M^Mj выберем произвольную «опорную» точ­
ку (xi,yi>zi) (г — 1, 2, ..., п) и составим интегральную сумму 

П
sn -Hf{xi^yiyzi) ^i, где △/, —длина дуги М^М^ 

»=1
Если существует конечный предел сумм sn при А(£п) —> 0 (не за­

висящий ни от вида разбиений £п, ни от выбора «опорных» точек), то 
он называется криволинейным интегралом первого рода по дуге АВ 
и обозначается

f(x, у, z} dl = lim .
AB

Если функция f(x,y,z) непрерывна, то криволинейный интеграл 
существует. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от 
направления движения вдоль АВ', его свойства аналогичны свойствам 
определенного интеграла.
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► Вычисление криволинейного интеграла первого рода.
1. Если плоская кривая задана в виде у = у(х\ х € [а, Ъ], то 

ь
j f(x,y) dl = j f^x^y^y/TT^y^dx.

AB a
2. Если дуга AB задана параметрически уравнениями х = я(/), 

у = y(t), z = z(t), t е [о,/?], то

J f(x,y,z)dl = j f^y^z^y/i^^ 

АВ . а
Аналогичная формула имеет место для функции f(x, у), определенной 
на плоской кривой х = ж(/), у = y(t), t 6 [о,/?].

► Приложения криволинейного интеграла первого рода.
1. Масса ’материальной кривой АВ с заданным законом измене­

ния линейной плотности 7 = 7(2, уу z):

т = J у dl. 

АВ
2. Координаты центра тяжести материальной кривой АВ\

хс = — I xydl, ус = — I yydl, zc = — [ zydl.
in J th J m J

AB AB AB
Постоянной плотности соответстует 7 = const.

10.2. Криволинейный интеграл второго рода 
► Определение криволинейного интеграла второго рода. 
Пусть в некоторой области пространства задано векторное поле 
а(х, у, z) = Р(х, у, z)i 4- Q(x, у, z)j 4- R(x, у, z)k и кусочно гладкая кри­
вая АВ. Задавая на кривой точки А = М^ Мг, М2, Мп = В, 
получим ее разбиение £п. Выберем на каждой из дуг М{_ГМ{ по про­
извольной «опорной» точке (xi} yi} z^ (г = 1, 2,..., п) и составим сум­
му скалярных произведений sn = J2 d(xi> У^ zi)' Ч-!^> называемую 

1=1
интегральной суммой.

Если существует конечный предел сумм sn при А(£п) —> 0 (не 
зависящий ни от вида разбиений £ni ни от выбора «опорных» точек), 
то он называется криволинейным интегралом второго рода от поля 
а(х, уу z) вдоль кривой АВ и обозначается

j a dr или J Pdx + Qdy + Rdz.

АВ АВ
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Криволинейный интеграл второго рода зависит от направления 
движения вдоль кривой, а именно: f adr = — fa-dr.

АВ BA
Интеграл по замкнутому контуру С называется циркуляцией по­

ля а вдоль С и обозначается

а • dr.
с

Физический смысл криволинейного интеграла второго рода: 
f а • dr определяет работу силового поля а(х, у, z) при перемещении 

ав 
единичной массы вдоль дуги АВ.

► Вычисление криволинейного интеграла второго рода.
1. Для плоской кривой, заданной в виде у = у(х), х Е [а, 6], и 

плоского поля
ъ

fa dr- j[P(x,y(x)) + Q(x,y(x)')y'(x)] dx. 

AB a

2. Пусть AB задана векторным уравнением f = f(/) = x(t)i 4-
4- y(t)j -h z(t)k, t E [ct, Д]. Тогда

J a -dr — J Pdx + Qdy+Rdz =

AB AB

= J [Р(х(^у(^2М)х\^+ Q(^ + p^^^yWy^))z(t)] dt.

a

Аналогичная формула имеет место для плоской кривой АВ и плоского 
поля а.

► Потенциал и ротор векторного поля. Поле а = a(x,y,z) на­
зывается потенциальным, если существует функция Ф(х,у,г) такая, 
что

аФ г зф зф га = grad Ф, т.е. а = ——г 4—-—? 4- ——к.6 ’ дх dyJ dz

Функция Ф(х, у, z) называется потенциалом векторного поля а. Кри­
волинейный интеграл второго рода от потенциального векторного 
поля вдоль дуги АВ равен приращению потенциала вдоль этой дуги:

j adr = $\B-$\A. 

АВ
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Ротором векторного поля a(x,y,z) = Pi + Qj + Rk называется
вектор

rot а =
ая _ sq\
ду dz )

i+
дР_ 
dz

dR\-- (dQ dP\r ■д- •?+ "й------- я~ ]к 
dx J \ dx dy /

i j k 

a_ d___а 
dx dy dz 
P Q R

► Необходимые и достаточные условия потенциальности 
векторного поля. Пусть U — односвязная область в пространстве 
(т.е. такая область, в которой любой замкнутый контур можно 
стянуть в точку, не выходя за цределы U) и а(х, у, z) — векторное поле 
в области U. Тогда следующие четыре утверждения равносильны:

1) поле а потенциально;
2) rot а = б ;
3) циркуляция поля по любому замкнутому контуру С Е U равна 

нулю, т.е. f a dr = Q] 
с

4) f a dr не зависит от формы кривой АВ EU (^ зависит только 
ав.

от ее начальной и конечной точек).

10.3. Поверхностный интеграл первого рода
► Определение. Пусть в точках гладкой поверхности D задана 
функция f(x,y}z). Произведем разбиение Vn этой поверхности на 
п ячеек, не имеющих общих внутренних точек. Диаметром раз­
биения А(РП) называется максимальный из диаметров ячеек (см. 
разд. 9.4). Выберем в каждой из ячеек произвольную «опорную» 
точку (х{,у^г^ (г = 1,2, ...,п) и составим интегральную сумму 

п
sn = ^ f^x^y^ z{) AS^ где AS, — площадь г-й ячейки. 

»=1
Если существует конечный предел сумм sn при А(РП) —> 0 (не за­

висящий ни от вида разбиений Т>п, ни от выбора «опорных» точек), то 
он называется поверхностным интегралом первого рода от функции 
f(x, у, z) и обозначается ff f(x, у, z) dS.

D
► Вычисление поверхностного интеграла первого рода.

1. Если поверхность D задана уравнением z = z(x, у), (х,у) Е Dr, 
то

Ц f(x,y, z)dS = jj /(х,у,г(х,у))ДТ№УЧ^^ dy.

D Di
2; Если поверхность D задана векторным уравнением г =

= г{ху у, z) = х(и, v) г -|- у(и, v} j + z(u, у) к, (и, у) Е В2, то 
JJ f(x,y,z) dS = jj f(x(u,y),y(u)y),z(u,y))ln(u,y)^dudy, 

D D2
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где n(u,v) = г^ х ^— вектор нормали к поверхности.

► Приложения поверхностного интеграла первого рода.
1. Масса материальной поверхности D с поверхностной плотно­

стью 7 = 7(я, у, z):
т = ^ У^У, z) dS.

D
2. Координаты центра тяжести материальной поверхности D:

x‘"^lh'idS v‘=^U’r,dS ‘‘=^!i‘'iis 

D D D

Постоянной поверхностной плотности соответствует 7 = const.

10.4. Поверхностный интеграл второго рода
► Определение. Пусть D — ориентированная поверхность, задан­
ная уравнением r = г (и, v) = х(и, v) i Ч- у(и, v) j Ч- z(u, v)k (и и v — па­
раметры). Ориентированность означает, что в каждой точке М Е D 
к поверхности восставлена нормаль п(М) = n(u,v), непрерывно за­
висящая от М. Возможны два случая: а) поверхность ориентирова­
на нормалью n(u,v) — ^ х г^; б) поверхность ориентирована норма­
лью, противоположной указанной. (Поверхность, заданную уравнени­
ем z = z(x, у), можно записать в векторном виде следующим образом: 
r = r(x,y) = xi + yj + z(x,y) к.)

Пусть векторное поле a(x,y,z) = Pi + Qj Ч- Rk задано на глад­
кой ориентированной поверхности D. Произведем разбиение Dn по­
верхности D на п частей (ячеек), не имеющих общих внутренних 
точек. Выберем в каждой из ячеек произвольную «опорную» точ­
ку M^x^y^z^ (i = 1,2,...,п) и составим интегральную сумму 

п
sn = 52 d(x{, у{, z^) • п^ ASi} где AS{ — площадь г-й ячейки, а п^ — 

1=1единичный вектор нормали к поверхности в точке М{, направленный 
в соответствии с выбранной ориентацией поверхности.

Если существует конечный предел сумм sn при А(РП) —> 0 (не 
зависящий ни от вида разбиений Рп, ни от выбора «опорных» точек), 
то он называется поверхностным интегралом второго рода (или 
потоком векторного поля а через ориентированную поверхность D) 
и обозначается

а(х,у, z)d§ или JJ Р dydz + Q dx dz + Rdx dy.

D D
Отметим, что при изменении ориентации поверхности поверхност­
ный интеграл второго рода меняет знак.
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► Вычисление поверхностного интеграла второго рода.
1. Если поверхность D задана векторным уравнением г = г (и, и), 

(и, у) € Dr, то

$ а(х, y,z) • d$ = ± JJ а(х(и, v), у(и, v), z(u, и)) • n(u, v) du dv.

Знак плюс берется в случае, когда поверхность ориентирована нор­
малью п(и, у) = г^ х г^, знак минус — в противоположном случае.

2. Если поверхность D задана уравнением z = z(x, у), (х^у) Е D2) 
то нормаль п^х, у) = rfxxffy = —zxi—zyj+k ориентирует поверхность D 
«вверх», в направлении оси z. Тогда

a d$ = ± // (~z'xP - zyQ + R) dx dy,

где P = P(x, y, z(x,y)), Q = Q(x,y, z(x,y)), R = R(x,y, z(x,y)). Знак 
плюс берется в случае ориентации поверхности «вверх», знак минус — 
в противоположном случае.

10.5. Дифференциальные операции 
и интегральные формулы теории поля

► Формула Остроградского — Гаусса. Пусть векторное поле 
а(х, у, z) = Р(х, у, z) i + Q(x, у, z) j + R(x, у, z) к непрерывно дифферен­
цируемо в пространственной области U, a. D — граница этой обла­
сти, ориентированная внешней нормалью. Тогда справедлива форму­
ла Остроградского — Гаусса

где дивергенция вектора а определяется следующим образом:

Таким образом, поток векторного поля через замкнутую поверхность 
наружу равен тройному интегралу от дивергенции поля по объему, 
ограниченному этой поверхностью. В координатной форме формула 
Остроградского — Гаусса имеет вид

Р dydz + Q dx dz + Rdx dy = JJJ ^^ + ^~ + ^~) ^X dydz.
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► Формула Стокса. Пусть поле a(xyy,z) непрерывно дифферен­
цируемо в некоторой области пространства, содержащей ориентиро­
ванную поверхность D. Ориентация поверхности однозначно опреде­
ляет направление обхода границы С этой поверхности: если смотреть 
с конца выбранного вектора нормали к D, то обход границы С дол­
жен казаться происходящим против хода часовой стрелки. При этом 
циркуляция поля вдоль С равна потоку вектора rot а через D:

с D

В координатной форме формула Стокса имеет вид

£ Р dx + Q dy + Rdz =

с

dx dy.
D

► Формула Гарина. Для плоского
из формулы Стокса получается формула Грина:

поля а(х, у) = Р(х, у) i + Q(x, у) j

£ Р dx + Q dy = J

c D

др_\,1 dx dy, 
ду )

где контур С области D на плоскости х, у проходится против часовой 
стрелки.

► Оператор Гамильтона и дифференциальные операции 
первого порядка. Оператором Гамильтона или набла-вектором на­
зывается символический вектор

д ^ д г д
дх ду dz

С его помощью можно кратко записать следующие дифференциаль­
ные операции:

1) градиент скалярной функции u(x,y,z):

. -г ди -г ди т ди
grad и = г — + j — + k— = Vu;

дх ду dz

2) дивергенцию векторного поля а = Р i + Q j + Rk :

_ dP dQ dRdiv a = — 1- —---- F — = V • a 
dx------dy------dz

(скалярное произведение набла-вектора на вектор a);
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3) ротор векторного поля а = Р i + Q j + Rk \

rot а, =
г

_д_ 
дх
Р

j 

д 
ду 
Q

к 

д 
dz 
R

= V х а

(векторное произведение набла-вектора на вектор а).
Каждое скалярное поле u(x,y,z) порождает векторное поле 

grad и. Векторное поле a(x,y,z) порождает два поля: скалярное diva 
и векторное rot а.

► Векторные дифференциальные операции второго поряд­
ка. Имеют место следующие дифференциальные соотношения:

J л ^и ^и ^и л
1) div grad и = &и = тт+тт + тт» где △— оператор Лапласа ох* оу1 oz*

(Ди = V-(Vu) = V2u);
2) rot grad гл = б (или (V х V) и = б);
3) div rot а = 0 (или V • (V х а) = 0);
4) rot rot а = grad div а — Да.

11. Ряды
11.1. Числовые ряды
► Основные определения. Пусть {un}—последовательность чи­
сел. Выражение

14 + u2 + •

называется числовым рядом, ип — общим членом ряда, а сумма 
sn = 14 +и2 Ч------}-ип — п-й частичной суммой ряда. Если существует 
конечный предел lim sn = S, то ряд называется сходящимся, aS — 

п-юо 
оо

суммой ряда. При этом пишут £2 ип~^' Если lim sn не существует 
п = 1 п-^°°

(или равен бесконечности), то ряд называется расходящимся. Ряд
in+2 + ип+з + ” ’ называется п-м остатком ряда.

Пример 1. Ряд У^ aqn~1 = а + ад + ад2 + • • •, члены которого образуют 
п= 1

геометрическую прогрессию со знаменателем д, сходится, если |д| < 1 (при этом 
его сумма S = -^), и расходится, если |д| ^ 1.

оо
► Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд ^2 Ч

п = 1
сходится, то lim un = О (если lim ип ^ 0, то ряд расходится).
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ОО
Пример 2. Ряд J2 cos ^ расходится, так как его общий член un = cos -J- не 

n=l 
стремится к нулю при п -> оо.

Необходимый признак сходимости не является достаточным.
ОО

Пример 3. Рассмотрим ряд ^ Т^Г* Хотя его общий член стремится к 
П=1

1 00нулю: lim —=г = 0, но ряд V —^ расходится, так как его частичные суммы 
^-*~ vn п=1 П

11 11^
не ограничены: sn = —= 4- —=■ + ■ —|- —— > п—^ = уп —> оо при п —> оо.

у 1 у2 уП у71

► Свойства сходящихся рядов.
1. Если ряд сходится, то сходится и любой его остаток. Отбра­

сывание или добавление конечного числа членов к данному ряду не 
влияет на его сходимость.

2. Если все члены ряда умножить на некоторое число, то сходи­
мость ряда не нарушится (а сумма ряда умножится на это число).

оо оо
3. Если ряды 52 un и ^ vn сходятся и имеют суммы Sx и S2 

П = 1 П = 1
оо

соответственно, то сходятся и ряды ^ [ип ± vn), а их суммы равны 
п = 1

^1 ^ ^2 '

4. Члены сходящегося ряда можно группировать в порядке сле­
дования; получающийся ряд сходится и имеет ту же сумму. Иными 
словами, в сходящемся ряде можно произвольным образом расста­
влять скобки; обратное действие — раскрытие скобок — допустимо 
не всегда: так, ряд (1 — 1) + (1 — 1) + -- - сходится (и имеет сумму, 
равную нулю), но если раскрыть скобки, то получится расходящийся 
ряд 1—1+1—1+-- (его общий член не стремится к нулю).

оо
► Критерий Коши сходимости ряда. Чтобы ряд ^ ип сходил- 

п = 1
ся, необходимо и достаточно, чтобы для любого € > 0 нашелся такой 
номер N = N{e\ что для всех п> N и любого натурального к выпол­
нялось неравенство |un+1 + • • • + un^k\ < е.

► Признаки сходимости рядов с положительными членами.
1. Первый признак сравнения. Если 0^unOn (начиная с некото- 

оо
рого номера п), то из сходимости ряда ^ vn следует сходимость ряда 

п = 1
оо оо оо
52 нп, а из расходимости ряда 52 un — расходимость ряда 52 vn•

П = 1 П = 1 П = 1
2. Второй признак сравнения. Если существует конечный предел 

оо оо
lim (un/vn), отличный от нуля, ТО ряды 52 Un И 12 Un СХОДЯТСЯ или

П'4О° П = 1 П = 1
расходятся одновременно.
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3. Признак Даламбера. Если существует lim (ип,Дип) = D. то 
П-ЮО 

оо
при D < 1 ряд £2 ип сходится, а при D > 1 —расходится. При D = 1 

п — 1
признак Даламбера не дает ответа на вопрос о сходимости данного 
ряда.

4. Признак Коши. Если существует lim г/йТ = К, то при К < 1 
пчоо v

оо
ряд 52 ип сходится, а при А" > 1 — расходится. При А' = 1 признак 

п = 1
Коши не дает ответа на вопрос о сходимости данного ряда.

5. Интегральный признак Маклорена —Коши. Пусть f(x)—нео­
трицательная невозрастающая функция, непрерывная на интервале 
1 ^ х < 4-оо и такая, что /(1) = u15 /(2) = и2, ..., f(n) = ип, ...

оо
Тогда для сходимости ряда 52 ип необходимо и достаточно, чтобы 

п = 1
оо 

сходился несобственный интеграл f f(x) dx.
i

оо
Пример 4. Ряд* 52 ^ = Ч’ i ^ з" "^ "‘ расходится, так как расходится 

п = 1 
оо 

несобственный интеграл J°° -~ dx. Аналогично устанавливается, что ряд 52 ‘Jp’ 
П=1 

сходится при о > 1 и расходится при а ^ 1.

► Ряды с произвольными членами. Признак сходимости 
оо

Лейбница. Пусть знаки членов ряда 52 ип чередуются, абсодют-
П = 1

ные величины членов не возрастают с ростом п и lim и = 0. Тог- 
п—юо

да данный «знакочередующийся» ряд сходится (признак Лейбница). 
Если при подсчете суммы S такого ряда ограничиться частичной 
суммой sn, а остальные члены ряда отбросить, то погрешность, воз­
никающая при замене S на sn, не превосходит по абсолютной вели­
чине модуля первого из отброшенных членов (и имеет одинаковый с 
ним знак).

„ 1 1 1Пример 5. Ряд 1-----— 4------------— 4- —-------  • сходится по признаку Лейбница.
22 З3 44 55

1 1 1
—т- 4 ;------—, то допущенная при этом погрешность
22 З3 44

Если положить S

положительна и не превосходит и5 = -р- = 0,00032.

оо
► Абсолютная и условная сходимость. Ряд 52 un с произволь- 

п = 1
ным чередованием знаков его членов называется абсолютно сходя- 

оо
щимся, если сходится ряд 52 lunl- (Абсолютно сходящийся ряд схо- 

П = 1
дится.)

* Этот ряд называется гармоническим.
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„ 11111
Пример 6. Ряд 1 4---- --------- ---------— 4- —z- 4--- z— • • • сходится абсолютно,

22 З2 42 52 62
00 1

так как ряд, составленный из модулей членов данного ряда, У^ ——, сходится 
п=1 п2

(см. ряд примера 4 при а = 2).
оо

Сходящийся ряд ^ ип называется условно сходящимся, если ряд 
п = 1 

оо
^2 |un| расходится.

п = 1

Пример 7. Ряд 1 — — 4- —— — 4* • • • СХОДИТСЯ условно, так как он сходится 
(по признаку Лейбница), а ряд, составленный из абсолютных величин его членов, 
расходится (это гармонический ряд, см. пример 4).

При произвольной перестановке членов абсолютно сходящегося 
ряда (в частности, сходящегося ряда с положительными членами) аб­
солютная сходимость не нарушается и сумма ряда не меняется. Услов­
но сходящиеся ряды этим свойством не обладают: если ряд сходится 
условно, то можно так переставить его члены, что сумма нового ряда 
станет равной любому наперед заданному числу (можно так переста­
вить члены, что получающийся ряд окажется расходящимся).

11.2. Функциональные ряды
► Основные определения? Функциональным рядом называется 

оо
ряд 52 unW> членами которого являются функции, определенные 

П = 1
оо

на некотором множестве X. Ряд 52 иЛх) называется сходящимся в
П = 1

оо
точке х0 £ X, если сходится числовой ряд 52 ^(^о)- Совокупность

П = 1
х Е X, для которых функциональный ряд сходится, называется обла­
стью сходимости. Сумма ряда является функцией х, определенной в 
области сходимости.

оо
Ряд 52 ип(х) называется абсолютно сходящимся на множе- 

п = 1
оо

стве X, если на этом множестве сходится ряд 52 l^nWI1
п = 1

Пример 1. Функциональный ряд 1 4- ^ 4- я2 4- ^3 4* • • • сходится при — 1 < г < 1
(см. пример 1 из разд. 11.1). На этом интервале определена его сумма S = -------- .

1 — г
оо

Ряд 52 ик(х) называется остатком функционального ряда 
к=п4-1 

оо
52 ип(х)- В случае сходимости ряда на множестве X из равенства 

П = 1
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S(x) = sn(i) + rn(x) (sn(x) —частичная сумма ряда, rn(x) —сумма 
его остатка) следует, что lim гп(х) = 0 для х Е X.

► Равномерно сходящиеся ряды. Функциональный ряд называ­
ется равномерно сходящимся на множестве X, если для любого б > О 
найдется такой номер X (зависящий от б, но не от я), что при всех

I 00 I
п> N выполняется неравенство 52 ик(х) < £ для всех х Е X: 

^=п+1 1

Признак равномерной сходимости Вейерштрасса. Функциональ- 
оо

ный ряд 52 ипй сходится на множестве X равномерно, если суще- 
п = 1

оо
ствует сходящийся числовой ряд 52 ап с положительными членами 

п = 1
такой, что |un(z)| ^ ап для всех п (начиная с некоторого номера) и 

ОО ОО

для всех х Е X. РяД 52 ап называется мажорантой ряда 52 ип(х)' 
П = 1 П = 1

. _ . > . . _ Sin 7137
Пример 2. Ряд —Ч э— сходится равномерно при —оо < х < +оо, 

п=1 П

I sin nr I 1 v 1
так как ( — 1)   — ——, а числовой ряд > —— сходится (см. пример 4 из

П2 П2 1 п2
1 ' п= 1

разд. 11.1).

► Свойства равномерно сходящихся рядов. Пусть функцио- 
ОО

нальный ряд 52 unW равномерно сходится на отрезке х Е [а, 6] и 
п = 1

имеет сумму S(z). Тогда справедливы теоремы:
1. Если в точке х0 6 [а, 6] непрерывны члены ряда ип(х), то в этой 

точке непрерывна функция S(z).
2. Если ип(х) непрерывны на [а, 6], то ряд можно почленно инте­

грировать:

3. Если члены ряда имеют непрерывные производные, а функци- 
оо

опальный ряд 52 ип(х) сходится равномерно на [а,^^© сумма 5(г) 
п = 1

имеет на [а, 6] непрерывную производную, причем

(т.е. ряд можно почленно дифференцировать).
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11.3. Степенные ряды
► Интервал сходимости степенного ряда. Степенным рядом 
называется функциональный ряд вида

оо
апхП = а0 + а1Х + а2х2 + аЗх3 + • • • 

п=0

(постоянные а0, аь ... называются коэффициентами степенного 
ряда), а также ряд более общего вида

оо
^“п^-^о)” = ао + а1(я-го) + а2(1-а;())2 + аз(;Г-;Го)3+ -- > 

п=0

где г0 — постоянное число. Ниже рассматриваются только степенные 
ряды первого вида, поскольку второй ряд преобразуется в первый 
заменой х = х — х0.

оо
Теорема Абеля. Если степенной ряд ^ апхП сходится при неко- 

п=0
тором х = хг, то он абсолютно сходится при всех х, удовлетворяющих 
неравенству |х| < IzJ. Если ряд расходится при ж = ж2, то он расхо­
дится при всех х, для которых |ж| > |z2|.

Существуют степенные ряды, которые сходятся при всех значениях х (напри- 
00 хп 00мер, ряд У^ ---- ). Есть ряды, сходящиеся только при 1 = 0 (например, У^ п\хп).

П=1 п! П=1

Если степенной ряд при некоторых х ф^ сходится, а при осталь­
ных расходится, то из теоремы Абеля вытекает существование числа 
Я > 0 такого, что при |х| < Л степенной ряд сходится (причем абсо­
лютно), а при |х| > R — расходится. Это число R называется радиусом 
сходимости степенного ряда, а интервал (—R,R) — интервалом схо­
димости. На концах интервала сходимости вопрос о сходимости ряда 
исследуется отдельно в каждом конкретном случае. Если степенной 
ряд сходится только при х = 0, то интервал сходимости вырождается 
в точку (при этом Я = 0); если ряд сходится при всех х, то R = оо.

Для нахождения радиуса сходимости можно применять признаки 
Даламбера и Коши.

™ 9П l^n+iWl . I 9п 2| 2Пример. Для ряда ---- х имеем lim = lim -------- ? =9z\
n n->oo| un(x) | п-юо|п+1 |

и по признаку Даламбера ряд сходится абсолютно при 9а;2 < 1, т.е. в интервале 
— -|- < г < -у, и расходится вне этого интерната (радиус сходимости Н = у). На 

00 1 
концах интервала при х = ±4" получаем расходящийся числовой ряд У^ —.

п = 1 П
Свойства степенных рядов. На всяком отрезке, целиком лежащем 

внутри интервала сходимости, степенной ряд сходится равномерно. 
4 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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Поэтому степенные ряды в интервале сходимости обладают всеми пе­
речисленными в разд. 11.2 свойствами равномерно сходящихся функ­
циональных рядов. Особо отметим, что степенной ряд внутри его ин­
тервала сходимости можно дифференцировать почленно любое число 
раз; сумма степенного ряда — функция, имеющая внутри интервала 
сходимости производные любого порядка.

► Степенные ряды Тейлора и Маклорена. Пусть функция f(x) 
бесконечно дифференцируема в окрестности точки г0 - Рядом Тейлора 
для этой функции называется степенной ряд вида

00 1
^-/ММх-^)^
^о п '

= Л^о) + /'Ы^ - *о) + уЛ^о)^ - ^о)2 + • • • >

где использованы обозначения 0! = 1, /(°)(я0) — /(^о)-
Частным случаем ряда Тейлора (при z0 = 0) является ряд Макло­

рена:

00 1 1
£ —/("W” = ЛО) + /ш + ^Л(0)х2 + • • • .
^о п - 2

Формально записанный ряд Тейлора (Маклорена) для функ­
ции f(x) может:

1) расходиться при х ф xQ,
2) сходиться в некоторой окрестности точки х0 к функции, не 

совпадающей с f(x),
3) сходиться в некоторой окрестности точки я0 к функции f(x). 

В последнем случае говорят, что f(x) разлагается в ряд Тейлора в 
упомянутой окрестности, и пишут

л^Е^Л”’^-^)"- 
п=0

Необходимое и достаточное условие разложимости функции 
f(x) в ряд Тейлора состоит в том, чтобы остаточный член форму­
лы Тейлора стремился к нулю при п ^ оо в рассматриваемой окрест­
ности.

Для разложимости функции f(x) в ряд Тейлора в окрестности х0 
достаточно, чтобы в этой окрестности все производные по абсо­
лютной величине были ограничены одной и той же постоянной, т.е. 
I/^WI ^ М для всех п, где М — некоторое число.

Единственность разложения функции в степенной ряд. Если 
функция f(x) представляется в виде суммы степенного ряда, то его
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коэффициенты определяются единственным образом (поскольку этот 
ряд является рядом Тейлора для /(ж), так что его коэффициенты рав- 

f(n4x )
ны------где п = 0, 1, 2,...). Поэтому в задачах о представлении 
функции степенным рядом ответ не зависит от выбранного метода
решения.

► Разложения некоторых функций в ряды Маклорена. При 
решении различных задач часто используются следующие разложения 
элементарных функций в ряды Маклорена:

х х2 х3 хп
" -1 + ^ + ^- + -зГ+-+тг+--;

m3 ~2п 1

™» = ’-^г+-5Г- ■ +(-!) р^-Щ+ - '

я3 ж5 я2п-1,hl = l+- + - + ... + _ + ..1
chx = 1 + ^- + ^-+ - +-^ур+ -- ;

1п(1 + х) = х-^ + ^--.. + (-1)"+1^ + ...; 
4 0 72

гт»3 „5 _,2n—1
„CtgI = I-_+_-^ ^ + (-1)»«—— + ^..;

и “(““Л _2 , , а(а-1) - .(а-п + 1) ,(14-я) =1 + атН------ —---- х 4------ 1----------------- т------------- х +••■

Первые пять рядов сходятся при всех значениях —оо < я < +оо 
(R = оо), а остальные имеют радиус сходимости Я = 1. Ряд, стоя­
щий в правой части последней формулы, называется биномиальным. 
Приведем один частный случай этого ряда:

- ------= 1 — я + z2 — z34---- + (—1)пхп 4- • • • •

При применении вышеприведенных формул для получения разло­
жения заданной функции в ряд легко выясняется область сходимости 
ряда, отпадает необходимость привлечения признаков разложимости 
и автоматически получается выражение для общего члена ряда. Так, 
для получения разложения функции (14-я3)”1 в ряд по степеням х 
нужно лишь заменить в последнем разложении аргумент я на я3.
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11.4. Ряд Фурье
► Основные определения. Функция f(x) удовлетворяет условиям 
Дирихле на интервале (а, 6),

1) если этот интервал можно разбить на конечное число интерва­
лов, в каждом из которых f(x) непрерывна и монотонна;

2) если х0 — точка разрыва, то существуют конечные односто­
ронние пределы f(x0 4- 0) и f(x0 — 0).

Периодическая функция с периодом 2тг, удовлетворяющая на ин­
тервале (—7г, 7г) условиям Дирихле, может быть представлена рядом 
Фурье:

ОО

f(x) = + 52 (an COS пх + ^п siR ПХ) >
п = 1

коэффициенты которого находятся по формулам

7Г

ап = — J f(x) cos пх dx, п = 0, 1, 2,..., 

— 7Г

7Г

bn = — j f(x) sin пх dx, п = 1, 2, 3,... 

— 7Г

В точках х0 непрерывности функции f(x) ряд Фурье сходится 
к f(xQ), а в точках разрыва — к |[/(х0 + 0) + f(xQ — 0)].

Разложение в ряд Фурье периодической функции f(x) с перио­
дом 21 имеет вид

ОО
\ \ л ( ПТ^Х _ ПТТX \

f(x) = J cos —4- bn sin —j ,
п = 1

где

ап = у У Л*) cos ^- dx, bn = ±- j f(x) sin ^- dx. 

-I -I

Непериодическую функцию f(x), определенную на интервале 
(-/,/), также можно представить в виде суммы ряда Фурье, одна­
ко вне указанного интервала сумма этого ряда S{x} будет отлична 
от f(x)*

* Сумма 5(х) представляет собой всюду определенную периодическую функ­
цию с периодом 2/, хотя f(x) может быть непериодической или даже не опреде­
ленной вне интервала (—/,/).
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► Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций.
Если f(x) —четная функция, то коэффициенты ряда Фурье нахо­

дятся по формулам

i
2 [ \ п*х 1 i л

ап = J J f(x)cos dx> bn = 0)
о

и разложение f(x) в ряд Фурье имеет вид (разложение в ряд по 
косинусам):

оог \ ^ О \ ' П7ГХf(x) = ~^ + 2^ап cos “/“■ 
П = 1

Если f(x) — нечетная функция, то коэффициенты ряда Фурье 
находятся по формулам

I
Л 1 2 Г \ ' ППХ ,ап = °, Ьп = Т J sm ~Г dx' 

о

и разложение f(x) в ряд Фурье имеет вид (разложение в ряд по 
синусам):

оо

/w = ZMin7'
П = 1

Если функция f(x) задана на интервале (0,/) (и удовлетворяет 
условиям Дирихле), то ее можно разложить как в ряд по косинусам, 
так и в ряд по синусам (по формулам, приведенным выше). Оба 
ряда в интервале (0,/) дадут значения f(x) в точках непрерывности 
функции и величину |[/(х0 + 0) + f(xQ — 0)] в точках разрыва; вне 
интервала (0,/) указанные разложения описывают разные функции.

Ряд Фурье в комплексной форме. Разложение функции f(x) в ряд Фурье 
в комплексной форме имеет вид

+ оо
/М= £ с"е’“л1'

П7Г 1 / _ •
где wn = —j—, сп = — / f(x)e tu>nX dx\ п = 0, ±1, ±2, ... Выражения

е1ШпХ называются гармониками, коэффициенты сп — комплексными амплитудами, 
числа шп — волновыми числами функции f(x), совокупность всех волновых чисел 
{шп} — дискретным спектром функции.
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11.5. Интеграл Фурье.
Преобразование Фурье

► Интеграл Фурье. Пусть функция f(x) определена на всей число­
вой оси, удовлетворяет условиям Дирихле на любом конечном интер­
вале и абсолютно интегрируема по всей оси (т.е. сходится несобствен­
ный интеграл f^ \f(x)\dx). Тогда справедливо следующее предста­
вление функции f(x) интегралом Фурье:

Эту формулу можно записать в виде
4-оо

f(x)= J [a(w)coswi4-6(w)sinwT](/W) 

о

где использованы обозначения
4-оо

а(ш) = — I f (t) cos wtdt, Ь(и) = — I f(t) sin cut dt.

Как и при разложении функции в ряд Фурье, в точках непрерывно­
сти х0 функции f(x) интеграл Фурье дает значение /(х0), а в точках 
разрыва — значение у [/(я0 4- 0) + f(x0 — 0)].

Интеграл Фурье можно записать в комплексной форме: 
либо в виде

4-оог 4-оо

f№ =
— ОС *-—оо

У /Ще^-Ч dt du,

либо в виде
4-00 4-оо

У C(u)eiwxdu, С{ш) = ^ У f{i)e~iu,t dt.

► Разложение в интеграл Фурье четных и нечетных функ­
ций.

Если f(x) — четная функция, то

cos a>a: duj = f(t) cos wt dt I cosa^xduj.
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Если f(x) —нечетная функция, то

Если f(x) задана в интервале (0,+оо), то ее можно представить 
в любой из двух приведенных выше форм — смотря по тому, четным 
или нечетным образом она продолжена на отрицательную полуось.

► Преобразование Фурье. Представление функции f(x) интегра­
лом Фурье в комплексной форме можно записать в виде

Полагая

получим

/« =

Функция ^(ш) называется преобразованием Фурье функции f{t) 
(последняя формула задает обратное преобразование Фурье).

► Косинус-преобразование Фурье. Если f(x) — четная функ­
ция, то ее представление интегралом Фурье может быть переписано 
в виде

f(t) cos art dt cosojx dw.

Полагая
.----- +oo

F(u) = — / f (t) cos art dt,

о
получим

ГТ 4-00
f^x) — d— I F(oj) cosatx das.

о

Функция F(a>) называется косинус-преобразованием Фурье функ­
ции f(t). Приведенная пара формул устанавливает закон взаимности: 
если F(^) — косинус-преобразование Фурье четной функции f(x), то 
f(x) есть косинус-преобразование Фурье функции F(oj).



104 Обыкновенные дифференциальные уравнения

► Синус-преобразование Фурье, Если f(x) — нечетная функ­
ция, то ее представление интегралом Фурье может быть переписано
в виде

/(a:)=v^ / № J ws™^ sin их du.
о о

Полагая

ф(и) = у— i f^sinutdt, 

о
получим

f(x) = \— I Ф(и)81пих du.
о

Функция Ф(о>) называется синус-пре образованием Фурье функ­
ции /(/). Приведенная пара формул устанавливает закон взаимности: 
если Ф(и) —синус-преобразование Фурье нечетной функции f(x), то 
f(x) есть синус-преобразование Фурье функции Ф(о;).

12. Обыкновенные 
дифференциальные уравнения

12.1. Общие понятия. Уравнения первого 
порядка

► Некоторые определение» Обыкновенным дифференциальным 
уравнением (кратко ДУ) называется уравнение, связывающее незави­
симую переменную х, неизвестную функцию у(х) и ее производные:

F(x, у, у1, у", у^ = 0.

Порядком ДУ называется порядок наивысшей производной, входя*- 
щей в уравнение. Решением ДУ называется функция у(х\ которая 
при подстановке в уравнение обращает его в тождество. Соотноше­
ние Ф(х,1/) = 0, определяющее решение у(х) неявным образом, назы­
вается интегралом ДУ.

Пример 1. Функция у = 2х является одним из решений ДУ первого порядка 
ху1 — у = 0. Решениями этого ДУ являются также функции у = —х, у = 4гх и др., 
а соотношения х + у = 0, 2з/ = хи т.п. являются интегралами данного ДУ.

Понятие интеграла ДУ несколько шире понятия решения, так ка)с 
во многих случаях в ходе решения (или, как говорят, интегрирования) 
ДУ удается получить лишь соотношение между х и у, которое не
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всегда можно разрешить относительно у, чтобы записать решение в 
явном виде.

► Уравнения первого порядка. В общем случае дифференциаль­
ное уравнение первого порядка записывается так: F(x)y)y/) = 0. ДУ, 
разрешенное относительно производной, имеет вид у' = f{x, у). Ино­
гда последнее уравнение записывают с помощью дифференциалов: 
dy = f{x,y) dx.

Теорема существования и единственности: если функция f(x,y) 
непрерывна в некоторой области, содержащей точку (ж0, з/0), и имеет 
там ограниченную частную производную по у, то существует един­
ственное решение уравнения у1 = f(x,y), удовлетворяющее условию 
2/ = t/о при z = х0.

Последнее условие, которое записывают в виде j/(z0) = у0 или 
у\х=т0 — Уо> называется начальным условием. Геометрический смысл 
сформулированной теоремы состоит в том, что существует един­
ственная функция, которая удовлетворяет ДУ и график которой про­
ходит через точку (хо>%)- Задача отыскания решения, удовлетворя­
ющего заданному начальному условию, называется задачей Коши.

► Общим решением ДУ называется совокупность всех его реше­
ний. Как правило, общее решение удается записать в виде функции 
у = (Дх,С)) зависящей от одной произвольной постоянной С] при 
конкретных значениях С эта функция, определяет конкретные реше­
ния уравнения {частные решения). Иногда общее решение задается 
неявным образом в виде соотношения Ф(я, ?/, С) = 0, называемого об­
щим интегралом ДУ; при конкретном значении постоянной С — CQ 
отсюда получается соотношение Ф(х, у, Со) = 0, называемое частным 
интегралом.

При соответствующем выборе постоянной С из общего решения 
может быть получено любое однозначно определяемое начальными 
данными частное решение. Например, общим решением ДУ ху' — у = 0 
является функция у = Сх; при С = 2f получаем отсюда частное решение 
у = 2х, удовлетворяющее начальному условию 1/(1) = 2.

Геометрически общее решение .(общий интеграл) представляет со­
бой семейство кривых на плоскости х, у, зависящих от одного параме­
тра С; эти кривые называются инщегралъными кривыми данного ДУ. 
Частному решению (частному интегралу) соответствует одна кривая 
семейства, проходящая через заданную точку плоскости.

Уравнение у1 = f(x, у) для каждой точки {х, у) определяет значение 
у', т.е. угловой коэффициент касательной к интегральной кривой, 
проходящей через эту точку (задает поле направлений на плоскости 
х, у). Задача решения ДУ первого порядка с геометрической точки 
зрения состоит в нахождении кривых, направление касательных к 
которым совпадает с направлением поля в соответствующих точках.
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► Дифференциальные уравнения, допускающие точное ана­
литическое решение (решение в замкнутой форме).

1. Уравнение с разделенными переменными: f(y)dy = g(x)dx. 
Эквивалентная запись уравнения:

f(y)y'x = g(xY

Функции f(y), g^x) и другие функции, встречающиеся в дальнейшем, 
предполагаются непрерывными в рассматриваемых областях измене­
ния своих аргументов.

Общий интеграл этого уравнения имеет вид

У f(y) dy = j У^ dx + с-

Здесь и далее С — произвольная постоянная.
Для выделения частного решения (интеграла), удовлетворяющего 

условию 2/(^0) = yOf можно использовать соотношение
у X
j f(y) dy = j з^ dx-

Уо *o

Пример 2. Решить уравнение (у 4- 1) dy = —х dx.
Решение. Общий интеграл этого ДУГ имеет вид: J(у 4- 1) ^3/ = — / xdx -I- С 

или (у4-1)24-^2 = 2С. В правой части последнего равенства для краткости часто 
вводят новую произвольную постоянную С = 2С.

2. Уравнение с разделяющимися переменными: 

fdy)gdx)yx = f2(y)92(xY

Делим обе части на f2(y)yi(x)’ В результате получим уравнение 
с разделенными переменными. После интегрирования имеем

f7rTJ^/^  ̂+ a 
J /2(Ю j 91^)

Пример 3. Решить уравнение х(у2 — 1) dx = (х2 4- l)ydy.
Решение. После деления обеих частей на (х2 4-1)(1/2 — 1) получим уравнение 

xdx У dy u
с разделенными переменными: —------ = —------ . Решая его, находим общий

4- 1 у2 — 1
интеграл: х2 4- 1 = С(у2 — 1).

Уравнение вида 
у1 = f(ax + by)

с помощью замены z = ах + by, где z = z(x) — новая неизвестная 
функция (при этом z1 = а +by'), приводится к ДУ с разделяющимися 
переменными: z1 = bf(z) 4- а.



12.1. Общие понятия. Уравнения первого порядка 107

3. Однородное уравнение:

Правая часть этого уравнения зависит от отношения аргументов у 
и X, Вводя новую неизвестную функцию z = у/х, получим ДУ с 
разделяющимися переменными: xzfx = f(z) — z. Решив его и заменив 
z на у/х, находим общий интеграл исходного однородного ДУ.

Пример 4. Решить уравнение ху1 — у = xcos2(y/x).
Решение. Записав уравнение в виде у1 = ylx 4- cos2(y/x), имеем однородное 

ДУ. Замена z = у/х приводит к уравнению с разделяющимися переменными 
для новой неизвестной функции z(x): xz' = cos2 z. Решая его, находим общий 
интеграл: tg^ = ln|r| 4- С. Возвращаясь к старым переменным, получим общий 
интеграл исходного ДУ : tgy/x = 1Л |т| + С.

К однородному ДУ приводится уравнение вида

ах + by + с
ах + (Зу +у

Для этого нужно перейти к новым переменным х = х - х0, у = у —yQ, 
где значения постоянных х0 и yQ находят, решая линейную алгебраи-

ческую систему axQ -Ь byQ 4- с = 0, _ _,_чВ результате для функции у = у(х) 
otxQ + /Зу0+ч = 0.

получим уравнение yf = f^-^^gY Последнее после деления числите­
ля и знаменателя аргумента функции / на ж принимает вид одно­
родного ДУ, правая часть которого зависит только от отношения
переменных: У^ЛД^).

4. Линейное дифференциальное уравнение: 

у' + f(x)v = д(х).

Решение ищем в виде произведения у = uv, где функция v = v{x) удо­
влетворяет «укороченному» уравнению с разделяющимися переменны­
ми: v' + f(x)v = 0 (в качестве такой функции можно взять любое част­
ное решение этого уравнения, например, v = e~F, где F = f f(x) dx). 
Для функции и = и(х) получим уравнение с разделяющимися пере­
менными v(x)u' = g(x). Интегрируя уравнение для и, находим общее 
решение:

Пример 5. Решить уравнение у1 — ctgxy = 2isini.
Решение. Положив у = uvt получим vu1 4- Ду' — ctgxv) = 2zsinx. В ка­

честве функции v(x) возьмем какое-нибудь частное решение уравнения с раз­
деляющимися переменными v1 — ctgiv = 0, например v = sin г. После этого 
функцию и(х) найдем из уравнения vu' = 2isini или и' = 2х. Интегрируя, име­
ем и = 2х dx 4- С = х2 4- С. В итоге получим общее решение исходного ДУ : 
у = uv = (х2 4- С) sin х.
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5. Уравнение Бернулли:

у' + f(x)y = д(х)уа (а / 0, а / 1).

Частные случаи а = 0 и а = 1 соответствуют линейному уравнению 
(см. выше п. 4). Замена z = у1 ~а приводит к линейному уравнению: 
/ + (1 — a)f(x)z = (1 — а)д(х\ Общий интеграл уравнения Бернулли 
имеет вид

у1 а = Се F + (l — a)e F I eFg(x)dx) где F(z) = (l —a) I f(x)dx.

6. Уравнение в полных дифференциалах:

f(x,y) dy + g(x,y) dx = 0, д£_ дд 
где дх ду ‘

Левая часть этого уравнения представляет собой полный дифферен­
циал некоторой функции двух переменных U(x,y).

Общий интеграл: U^x^y) = С, где функция U определяется из 
системы

d£ dU -
ду ’ дх

Интегрируя первое уравнение, имеем U — ^ f (х, у) dy + ^(х) (при ин­
тегрировании переменная х рассматривается как параметр). Подста­
новка этого выражения во второе уравнение позволяет найти функ­
цию Ф (а затем функцию U). В итоге общий интеграл уравнения в 
полных дифференциалах можно представить в виде

у х

У f(x0,t)dt + j g((,y)d( = C,

Уо r0
где Zq и 1/0 — произвольные числа.

► Интегрирование дифференциальных уравнений при по­
мощи рядов. Частное решение у = у(х) уравнения первого порядка, 
удовлетворяющее заданному начальному условию 2/(х0) = у0, можно 
искать в виде ряда Тейлора по степеням разности х — xQ:

у(х) = у0 + у’(х0)(х - i0) + - ^ (х - 10)2 + • • •

(если начальное условие задается при х0 = 0, получится ряд по 
степеням х).

Для нахождения коэффициентов этого ряда заданное ДУ диффе­
ренцируют по х нужное число раз, принимая во внимание начальное 
условие. На практике х берут достаточно близким к х0, чтобы оста­
точным членом можно было пренебречь (по сравнению с удержанны­
ми членами).
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Пример 6. Найти первые три члена разложения в ряд частного решения 
уравнения j/z = еу+ cosz, удовлетворяющего начгшьному условию у(0) = 0.

Решение. Так как начальное условие задано при т0 = 0, будем получать ряд 
по степеням х. Из уравнения имеем т/^0) = е° +cosO = 2. Дифференцируя обе части 
исходного ДУ, найдем у'1 = еуу' — sinz, откуда с учетом заданного начального 
условия и найденного значения у'(0) = 2 получим ^^(О) = е°-2—sin 0 = 2. Продолжая 
аналогично, найдем ут = еууп + еу (У)2 —cosx, откудаут(0) = е° -2+е0-22 — cos 0 = 5.

Подставляя полученные значения производных в ряд Маклорена для j/(x), 
приходим к искомому представлению частного решения в виде степенного ряда: 
J/ = 2l + ? + у^3 + • • • .

12.2. Дифференциальные уравнения 
высших порядков

► Теорема существования и единственности для ДУ п-го 
порядка, разрешенного относительно старшей производной

у^ = f^x, у, у', у", у*"'1)),
формулируется следующим образом. Если функция / непрерывна, 
а ее частные производные по аргументам у^ у/, у", ..., у^п~^ 
ограничены в некоторой области, содержащей значения я0, у = у0, 
у' = у^ ... ^ у^п~^ = у^~1\ ^о существует единственное решение у(х) 
данного уравнения, удовлетворяющее начальным условиям

2/(*о) = %> У'^о) = Ус» г/'^о) = Уо> • • •> ^""^о) = УоП-1)- 

Задача отыскания такого решения называется задачей Коши для ДУ 
n-го порядка.

Для уравнения второго порядка у11 = f(x, у, у') с начальными усло­
виями t/(z0) = у0, ^(^о) = Уо (Уо И Уо — заданные числа) геометриче­
ский смысл этой теоремы состоит в следующем: через точку (я0, ?/0) 
плоскости х, у проходит единственная интегральная кривая уравне­
ния с заданным угловым коэффициентом касательной yfQ.

► Общее решение дифференциального уравнения n-го по­
рядка имеет вид

у = <р(х, Сп С2,..., Сп),
где С1} С2, •.., Сп —произвольные постоянные (число произвольных 
постоянных равно порядку уравнения). Конкретные значения посто­
янных определяют некоторое частное решение уравнения.

Иногда общее решение задается неявным образом в виде соотно­
шения

Ф(х,3/,С1,С2,...,СП) = О,
называемого общим интегралом ДУ n-го порядка. При соответству­
ющем выборе значений постоянных из общего решения можнр полу­
чить любое (однозначно определяемое начальными условиями) част­
ное решение данного уравнения.
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► Простейшие дифференциальные уравнения, допускаю­
щие понижение порядка.

1. Уравнение вида 
у(п) =

решается последовательным n-кратным интегрированием правой ча­
сти. При каждом интегрировании возникает одна произвольная по­
стоянная, а в окончательном результате — п произвольных постоян­
ных.

Общее решение этого уравнения можно записать в виде

у = С1 + С2х + -- + С^-1 + J ^^Г^ dt'

где х0 может быть выбрано произвольно.
Пример 1. Решить уравнение у” = 6i + cosr.
Решение. Последовательным интегрированием находим: у1 = Зх2 +sin r+Cj , 

у = х3 — cost + С\х + С2 — общее решение исходного ДУ.

2. Уравнение, не содержащее явно у:

F(x,y',y") = O.

Замена у* = z(x) с учетом формулы tf1 = z'(x) приводит к ДУ 
первого порядка: F(x,z,zf) = 0. Найдя отсюда z(x) и интегрируя 
затем равенство у1 = z(x), получают искомую функцию j/(i).

Аналогичная замена используется для решения уравнений более 
высокого порядка, не содержащих явно у.

Пример 2. Решить уравнение хуп — у1 = О.
Решение. Замена у' = z(x) (у1' = z') приводит к уравнению первого 

порядка: xz' — z = Q. Его общее решение дается формулой z(x) = Ctx. Тогда 
у(х) = f CYx dx + C2 = -^-^х2 +С2, т.е. у = С\х2 +С2—общее решение исходного 
ДУ второго порядка.

3. Уравнение, не содержащее явно х:

F(y,y,,y") = 0.
Подстановка у' = р(у) (у играет роль независимой переменной) 
с учетом равенств у" — р'х = РуУ^ = р'ур приводит к уравнению 
первого порядка: F(y,p,pp'y) = 0. Решив это уравнение, найдем 
р = <р(уу С^). Возвращаясь к искомой функции у, получим для нее ДУ 
с разделяющимися переменными: у* = (р(у,Сг).

Аналогичная замена используется для решения уравнений более 
высокого порядка, не содержащих явно х.

Пример 3. Решить уравнение уп + 2y(yf)3 = 0.
Решение. Замена у1 = р(у) (уи = РРу) приводит к уравнению первого порядка: 

рру 4- 2ур3 = 0. Отсюда (учитывая отдельно решение р = 0 или у = const) имеем 
уравнение с разделенными переменными р—2 dp = —2y dy, общее решение которого 
дается формулой р = (у2 + Сх )"1. Тогда у' = (у2 +CJ”1. В итоге получим общий 
интеграл исходного уравнения: yj/3 + С^у = х + С2.
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12.3. Линейные уравнения n-го порядка
► Линейное ДУ п-го порядка имеет вид

ап(х)У(п) + ап-Ах)У<'П~1} + • • • + adx)y' + «О^У = f(x)’ W 
где а^х) (г = О, 1, 2, ..., п) и f(x) —заданные функции.

Если ап / 0 и все коэффициенты а, (я) и правая часть f(x) — 
непрерывные функции, то при любых начальных условиях решение 
уравнения (1) существует и единственно.

Если f(x) = 0, линейное уравнение (1) называется однородным, в 
противном случае— неоднородным. Для уравнения (1) часто исполь­
зуется краткое обозначение:

Чу] = f(xY
► Частные решения. Каждое линейное однородное ДУ п-го 
порядка имеет ровно п линейно независимых частных решений 
3/1 W> ^(^J» •••) Уп(х)^ те- таких решений, что ни одно из них не 
может быть выражено в виде линейной комбинации остальных (фун­
даментальная система решений). Заметим, что в случае однородного 
уравнения второго порядка линейная независимость частных реше­
ний ух (х) и у2(^) равносильна условию уДу2 ^ const.

Пример 1. Линейное однородное уравнение х2уп + ху1 — у = 0 имеет два 
частных решения у^ (х) = х и у2 (х) =Л/х, которые линейно независимы, поскольку 
их отношение не является постоянной.

► Теорема о структуре общего решения линейного одно­
родного дифференциального уравнения. Общее решение линей­
ного однородного ДУ п-го порядка L [?/] = 0 представляет собой ли­
нейную комбинацию его п линейно независимых частных решений:

Уо^) = С1УАХ) + С2У2^) + • ■ • + Спуп(х\
где С1? С2, ..., Сп —произвольные постоянные.

Пример 2. Найти общее решение ДУ х2у" 4- ху1 — у = 0.
Решение. Общее решение этого линейного однородного уравнения является 

линейной комбинацией его частных решений, приведенных в примере 1. Поэтому 
У о = C|Z + С2/х.

► Теорема о структуре общего решения линейного неодно­
родного дифференциального уравнения. Общее решение линей­
ного неоднородного ДУ п-ro порядка L [?/] = f(x) равно сумме общего 
решения yQ = у0(х) соответствующего однородного уравнения L [?/] = О 
и какого-нибудь частного решения у = у(х) данного неоднородного 
уравнения:

У = Уо+У-
Пример 3. Найти общее решение ДУ х2у" + ху1 — у = Зх2.
Решение. Общее решение соответствующего линейного однородного урав­

нения приведено в примере 2. В качестве частного решения неоднородного ДУ 
можно взять функцию у(х) = г2. Поэтому общее решение данного линейного не­
однородного уравнения имеет вид у = yQ + у = С^х -^- С2/х -^ х2.
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12.4. Решение линейных однородных 
уравнений n-го порядка с постоянными 
коэффициентами

► Линейное однородное ДУ n-го порядка с постоянными 
коэффициентами имеет вид

апУ^ + ап_1у(п-1) + • • • + а^ + аоу = О, (2)

где а0, ах, ..., ап — постоянные числа, ап ^ 0.
Для решения составляют характеристическое уравнение

ankn 4- an_1kn~l 4------ F ark 4- a0 = 0

и находят его корни kY, к2, ..., кп. При этом могут представиться 
следующие случаи.

► Все корни характеристического уравнения действитель­
ны и различны. В этом случае однородное ДУ (2) имеет п линейно 
независимых частных решений е^1^, ек^х, ..., екпХ так что его общее 
решение имеет вид

у0 = С^х + С2ек>х + • • • + Спек'х.

Пример 1. Решить уравнение ут 4- Зу" — 4у' = 0.
Решение. Характеристическое уравнение к3 4- Зк2 — 4к = О имеет корни 

к} = 0, к2 = 1, к3 = —4. Поэтому общее решение исходного ДУ дается формулой 
Уо = ^1 + ^г6* + ^зе"4Я'

► Некоторый действительный корень характеристическо­
го уравнения к имеет кратность г. Этому корню отвечают г 
линейно независимых частных решений вида екх ^ хекх, ..., хг“хекх 
линейная комбинация которых (вместе с остальными п —г частными 
решениями) даст общее решение однородного уравнения:

% = (Cj + С2х + • • • + С^'-1)^ + ••■ + Спек'х.

Пример 2. Решить уравнение ут + у" — у* — у = 0.
Решение. Здесь характеристическое уравнение к3 + к2 — к — 1 = 0 или 

(fc + l)(*2-l)=0имеет корни fcj = fc2 = — 1 (двукратный корень), А:3 = 1. Поэтому 
общее решение исходного ДУ дается формулой у0 = (С^ 4- С2х)е~х + С3ех.

► Характеристическое уравнение имеет пару комплексно 
сопряженных корней a^/3i. При построении общего решения 
этой паре отвечают два частных, решения однородного уравнения 
еах cos/Зх, eQXsin/3x. Они не пропорциональны и, следовательно, ли­
нейно независимы.
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Пример 3. Решить уравнение ут — бу" 4- 13г/ = 0.
Решение. Характеристическое уравнение к3 — 6к2 4- 13& = 0 может быть 

записано в виде к(к? - 6£ + 13) = О и имеет корни ^ = 0, к2 3 = 3 ± 2г. Общее 
решение исходного ДУ' дается формулой 1/0 = ^+ С2е3х cos2z 4- ^e31 sin 2а;.

► Некоторая пара комплексно сопряженных корней а ± (3 i 
имеет кратность г. Такой паре отвечают 2г линейно независимых 
частных решений однородного уравнения:

e^^cos/Jx, хеах cos(3x, ..., xr~xеах cos fix, 
eaxsin/3x, xeaxsin/3x, ..., xr~1eax sin/Зх.

Их линейная комбинация (вместе с остальными п — 2г частными 
решениями линейного однородного ДУ п-го порядка) дает общее 
решение исходного уравнения.

12.5. Линейные неоднородные 
уравнения п-го порядка

► Теорема о суперпозиции частных решений. Пусть функция 
Ух(х) является частным решением линейного неоднородного диффе­
ренциального уравнения L [?/] = Л (я), а функция J2(x) —частным 
решением уравнения L [?/] = f2(x). Тогда частным решением у урав­
нения вида L [у] = fi(x) + f2(x) является сумма у = у^х) + У2^х\

Пример 1. Найти общее решение уравнения у" + у = х + 2ех.
Решение. Здесь характеристическое уравнение А:2 4-1 = 0 имеет комплексные 

корни ±г. Поэтому общее решение однородного уравнения у" + у = 0 имеет вид 
?/о =^1 cost 4- С2 sinT. Легко проверить, что неоднородное уравнение у" -I- у = х 
имеет частное решение у^=х, а. уравнение у"+у = 2ех — частное решение у2 = ех. 
Отсюда следует, что частное решение у исходного неоднородного уравнения 
равно сумме у = х + ех, так что искомое общее решение дается формулой 
У = Уо 4- у = 0*1 cos 1 4- С2 sin т 4- ^ 4- е1.

► Метод вариации постоянных. Для нахождения частного ре­
шения линейного неоднородного ДУ существует общий метод, назы­
ваемый методом вариации постоянных. Рассмотрим его на примере 
линейного неоднородного ДУ второго порядка:

у" + ^Му' + ао(х)у = f(xY

Пусть известно общее решение соответствующего однородного урав­
нения:

Уо = С1У1(Х) + ^2у2(х),
где уг(х) и у2(х) —линейно независимые решения однородного ДУ, 
С\ и С2 — произвольные постоянные. Частное решение у неоднород­
ного ДУ ищут в виде у = С1(х)у1(х) 4- С2(х)у2(х), т.е. произвольные 
постоянные заменяются неизвестными функциями х. Эти функции
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находят из системы линейных алгебраических уравнений для опреде­
ления производных С[ и С*2:

( ClWl/if^) + ^'2^2^ = 0. f31
[ciWylW + c'w^W^W-

Пример 2. Найти общее решение уравнения у" — 2у' + у = ех/х.
Решение. Здесь общим решением однородного уравнения является функция 

у0 = С^е* + С2хех. Поэтому частное решение неоднородного уравнения ищем в 
виде у = Сх(х)ех + С2(х)хех. Для неизвестных функций С^т) и С2(х) составляем 
систему (3):

( С[(х)ех + С^(х)хех =0,
| С{ (т)ех + С2(х)(1 + z)ex = еХ/х-

Решив эту систему, найдем С[(х) = —1, С2(х) = 1/х. Отсюда, интегрируя, 
получим CJi) = —х, С2(т) = 1п|т|. Таким образом, искомое частное решение 
неоднородного ДУ дается формулой у = —хех + In |т|тех, а его общее решение 
имеет вид

У = Уо + У = С1еХ + ^2хеХ ~ хеХ + 1п Ы*е*.
► Поиск частных решений неоднородных уравнений специ­
ального вида. Для линейных неоднородных уравнений L [?/] = /(я) с 
постоянными коэффициентами поиск частного решения существенно 
облегчается, если правая часть f{x) имеет так называемый специаль­
ный вид. При этом подбор частного решения производится методом 
неопределенных коэффициентов, который основан на знании формы 
этого решения, зависящей от особенностей не только правой, но и 
левой части уравнения. Различные формы частного решения в зави­
симости от вида правой части неоднородного ДУ и от корней харак­
теристического уравнения приведены в табл. 2.

Отметим, что Р^ и Q^ — полные многочлены степени v (т.е. 
в их записи присутствуют все степени х от нулевой до 1/-Й). В 
третьем и четвертом случаях в записи частного решения всегда 
присутствуют два многочлена Р„ и Q^ одинаковой степени и, равной 
наибольшей из степеней m и п (в частности, если Рт(х) = 0 или 
Qn(x) = 0, решение все равно следует искать в полном виде, указанном 
в таблице). Коэффициенты многочленов Р^ и Q^ находят методом 
неопределенных коэффициентов.

Пример 3. Найти общее решение уравнения ут — 4у' + 5у = (г — 5) cost.
Решение. Характеристическое уравнение к2 — 4к 4- 5 = 0 имеет кор­

ни 2 ± :, поэтому общее решение однородного уравнения дается формулой 
yQ = е2х(С1 cost 4- ^sinT). Как следует из таблицы, частное решение неодно­
родного уравнения следует искать в виде у = (Ат + В) cost4- (Mx-^N) sinT. Под­
ставляя это выражение в исходное ДУ и приравнивая коэффициенты при cost, 
tcost, sinT, TsinT, получим линейную систему алгебраических уравнений, отку­
да найдем следующие значения неопределенных коэффициентов: А = у, В = — уу, 
М = — у, N = у. В итоге имеем общее решение исходного уравнения

у = у0 4- у = е2х(С1 cost 4- С2 sinT) 4- (у я - уу) cost 4- (у - у я) sinT.
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ТАБЛИЦА 2
Вид частных решений неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами 
у^ + ап_1у^п~1^ + • • ‘ + а^у' + аоу = f(x) для правой части специального вида

Вид правой 
части f(x)

Корни характеристического уравнения 
An + an_iAn 1+ ••• + &! А + a0 = 0

Вид частного 
решения у = у(х)

РМ

Число 0 не является корнем характе­
ристического уравнения (т.е. а0 ^ 0) РМ

Число 0 является корнем характе­
ристического уравнения (кратности г) ^т(х)

PmMfX 
.(а — действи­
тельное число)

Число а не является корнем 
характеристического уравнения Рт(*)еах

Число а является корнем характе­
ристического уравнения (кратности г) *rPm(z)eax

Рт(х) COS0X+ 
4- Qn(a;)sin^

Число iff не является корнем 
характеристического уравнения

РДх) cos/3x+ 
+ Qp(r)sin^

Число i/З является корнем характе­
ристического уравнения (кратности г)

xr[Py(x) cos/3x+ 
4- Q^x) sin/Зя]

[Рт(х) cos0z+
-I- Qn(x) sin^]eai

Число о 4- i/З не является корнем 
характеристического уравнения

[Р^(х) cos(3x+
4- Qy(x) sin/?i]eai

Число a 4- iP является корнем характе­
ристического уравнения (кратности г)

xr[Py(x) cos(3x+ 
4- Q^xjsin^e01

Обозначения: Рт и Qn — многочлены степеней типе заданными коэффици­
ентами; Р^ и Р^, Qy — многочлены степеней т и у, коэффициенты которых 
определяются в результате подстановки данного вида частного решения в 
исходное уравнение; и = max(m, п); г2 = — 1.

12.6. Системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений

► Некоторые определения. Многие системы дифференциальных 
уравнений могут быть записаны в так называемой нормальной форме:

' у'1 = fdx,yi,y2,...,yn),
< ........................................ (4)
\ У'п = /Л^У^УЪ’ - ’Уп}'

Решением системы ДУ называется совокупность п функций 
2/1) 2/г> •••> Уп^ которые при подстановке в каждое из уравнений пре­
вращают его в тождество. Одно ДУ n-го порядка всегда можно заме­
нить нормальной системой (4), вводя вспомогательные неизвестные 
функции. Часто верно и обратное: нахождение решения системы (4) 
можно свести к решению одного ДУ n-го порядка.
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Пример 1. Решить систему ДУ:
( У1 = У1 - У2 + т^2» 
11/2 = “4^1 “ 21/2 + 4i + 1.

Решение. Выразив из первого уравнения у2 = —у{ + 2/i + fa^2 и подставив 
его во второе уравнение, получим линейное ДУ' второго порядка для j/jjr): 
у” + У1 ~ ^У\ = З^2 — ^ — 1- Общее решение этого уравнения имеет вид i/j (х) = 
= С^е2* + ^e""3^ ~ ^х2' Вторая неизвестная функция находится из полученного 
выше выражения для у2: Уз(х) = —С^е2* 4- 4С'2е“31 + я2 + я.

► Общее решение нормальной системы (4) имеет вид
У1 = ^i^jCi,^)-")^))

Уп — ч>Лх, с^Сц • • • > GJ>
где С15 С2, ..., Сп —произвольные постоянные. Задавая значения 
искомых функций при некотором значении х, можно поставить для 
системы ДУ задачу о нахождении частного решения, удовлетворяю­
щего заданным начальным условиям (задачу Коши). Как и в случае 
одного ДУу для системы (4) имеет место теорема, гарантирующая 
существование и единственность частного решения при непрерывно­
сти правых частей вместе с их частными производными. ,

В приложениях наиболее часто встречаются нормальные системы 
линейных ДУ. Для краткости ограничимся системой двух линейных 
уравнений с постоянными коэффициентами:

у{= аУ1 + Ьу2 +f^x), ^
_ У2 = СУ1 + dy2 + f2(x)-

Такие системы обычно решают, не сводя их к одному ДУ. Если 
fr(x) = fz(x) = 0, то система называется однородной. Общее реше­
ние неоднородной системы (5) складывается из общего решения со­
ответствующей однородной системы и какого-нибудь частного реше­
ния неоднородной системы (как и в случае одного линейного ДУ).

Для построения общего решения однородной системы сначала 
находят ее частное решение, имеющее вид

У1(*) = «1^ У2{х) = О12екх,
где к — собственное значение матрицы системы, т.е. корень харак­
теристического уравнения

= (a — k)(d—k) — bc = 0, (6)а — к b 
с d — к

а координаты собственного вектора {а15 а2} находят из системы 
линейных однородных алгебраических уравнений

(а - к)аг + Ьа2 = О, 
саг + (d — i)a2 = 0.
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После этого строят общее решение однородной системы. Возможны 
следующие случаи.

► 1. Характеристическое уравнение (6) имеет два действи­
тельных различных корня k^ и ^2« Этим корням отвечают два 
собственных вектора с координатами {an, а21} и {Qi2> ^22) (коор­
динаты определяются с точностью до числовых множителей). Общее 
решение исходной однородной системы ДУ определяется линейной 
комбинацией частных решений

У1 — Q^n^11 + ^^хг6^1’ % = ^ia2ie^1X + ^2а22е 2 ’

где С\ и С2—произвольные постоянные.

{
у^ = у^ 4- 4у2 — 4,

У2 = У1 + У2 ~ ь 
Решение. Характеристическое уравнение

I1/ Лр2-^-з = о

имеет корни А^ = 3, А:2 = — 1. Система уравнений (7) для нахождения координат 
собственных векторов записывается в виде

J (1 - А:)^ + 4а2 = О, Г-2а1+4а2 = 0,
л При = 3: <

1 • cq + (1 — к}а2 — 0. ( а1 “ 2а2 = 0.

Отсюда cq = 2а2. Взяв, например, а2 = 1, получим о^ = 2. Таким образом, 
первым частным решением однородной системы ДУ является (с точностью до 
постоянного множителя) i/j = 2е3х, у2 = е3х.

При к = —1 аналогичным образом находим второе частное решение: 
уг = —2е“х, у2 = е“х. Линейная комбинация двух найденных частных решений 
дает общее решение однородной системы:

У! = 2С1е31 - 2С2е-1, у2 - Схе3х + С2е~х.

В этом примере легко усматривается частное решение полной (неоднородной) 
системы: уг = 0, ^2 = 1. Поэтому общее решение исходной неоднородной системы 
ДУ имеет вид

У1 = 2Cie3x - 2С2е~х, у2 = Cie3x + С2е~х + 1.

► 2. Характеристическое уравнение (6). имеет пару ком­
плексно сопряженных корней /3 ± г^. В этом .случае следует най­
ти комплексное частное решение однородной системы ДУ (аналогич­
но тому, как это делалось выше при отыскании частного решения, от­
вечающего действительному корню). Отделяя затем действительную 
и мнимую части комплексного решения, получим два действительных 
линейно независимых частных решения, линейная комбинация кото­
рых даст общее решение однородной системы ДУ.

{
у^ = ~У2’

У2 = 23/1 + 2У2'
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Решение. Характеристическое уравнение

|? 2-Д| = *2-2* + 2 = О

имеет корни кг 2 = lit- Система (7) для нахождения координат (комплексного) 
собственного вектора (5lt 52) имеет вид

— к8^ — 52 — 0, *
2^ 4- (2 - А:)52 = 0.

Из этой системы при fc = 1 + i находим одно из ненулевых решений: ^ = 1, 
52 = — 1 — t. Соответствующее комплексное решение системы дается формулами 
yY = 1 •е(1 + *)х, j/2 = ( —1 —г)е(1+*)х. Отделяя здесь действительные и мнимые части 
и составляя их линейную комбинацию, получим общее решение системы:

^(х) = С\ех cosr 4- С2ех sin г,
Уз (г) = С ^ех (sin х — cos х) — С2 ех (sin х 4- cos х).

► 3. Характеристическое уравнение (6) имеет один дей­
ствительный двукратный корень к^ = кз = к. Полный анализ 
этого случая проводится методами линейной алгебры. На практике 
решение системы удобно искать методом неопределенных коэффици­
ентов в виде

У1 = (а + 13х)екх, у2 = (у + 6х)ек\ (8)

{!/1 =У1 “ ^2/2»

У? =У2- 
Решение. Характеристическое уравнение

|V гЛН1-^0

имеет двукратный корень Aq = fc2 = 1. Решение системы ищем в виде (8) при 
/с = 1. Подставляя эти выражения в исходную систему и сокращая на ех, получим 
/3 = —7(7 4- ^), 5 = 0. Отсюда видно, что а и 7 можно считать произвольными 
числами (которые обозначим соответствен© чепез Ci и (72) и что S = 0, /3 = — 7С2. 
Таким образом, общее решение исходной однородной системы ДУ запишется в 
виде

2/1 = (0\ — 7С2х)ех ^ у2 = (72ех.

13. Приближенные вычисления
13.1. Метод наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов служит для приближенного опре­
деления функции, заданной таблично по результатам измерений. Об­
щий вид искомой функциональной зависимости задают априорно с 
помощью набора параметров (неопределенных коэффициентов) исхо­
дя из различных соображений.‘Наиболее часто используют линейную,
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степенную и экспоненциальную зависимости. Неопределенные коэф­
фициенты определяются путем минимизации суммы квадратов раз­
ностей между результатами измерений и искомой зависимостью при 
тех же значениях аргумента.

Далее будем считать, что z1? ж2) ..., хп —табличные значения 
аргумента, a i^, у2, ..., уп —соответствующие значения функции.

► Линейная функция. Пусть в качестве искомой зависимости 
выбрана линейная функция у = ах+Ь. Для вычисления неопределенных 
коэффициентов а и Ь необходимо минимизировать сумму

п
S = Е(й “ аХ< “ Е 

i = l

Используя необходимые условия минимума функции S = S(a,b) (т.е. 
приравнивая нулю частные производные S по параметрам а и Ь), 
получим систему двух линейных уравнений для а и Ь:z П п п

“ЕХ+^Ел- = ЕхЛ’
1=1 1=1 1=1

п п
a^2xi +bn = ^Vi-

1=1 1=1

Значения хг, х2, ..., хп и уг, у2, ..., уп здесь считаются заданными.

► Квадратичная функция. Если в качестве искомой зависимости 
взять квадратичную функцию у = ах2 + Ьх + с, то для определения 
коэффициентов а, b и с приходим к системе трех линейных уравнений

“Е^+Е^+Е1.2 = £д>.
1=1 1=1 1=1 1=1

< а^х^ 4- b У^ х2 4- c^^i —
i = l i = l i = l i = l

п п п

Ел2 + Е х> +сп = У %- > i=i i=i i=i
► Общий случай. Рассмотрим общий случай функциональной за­
висимости

У = f^a^a^.. ,,ат),
где а1} а2, ..., ат —параметры, которые подлежат определению 
методом наименьших квадратов.

Составим сумму
п

5 = Е^' “^«’“^^-•• ’“т)]2-
1=1
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Необходимые условия минимума этого выражения приводят к следу­
ющей системе т алгебраических (или трансцендентных) уравнений 
для нахождения неопределенных параметров:

|=«. г = 1, 2, ..., т,

которая в общем случае будет нелинейной.

13.2. Приближенное решение 
алгебраических уравнений

► Предварительные замечания. Для большинства алгебраиче­
ских (трансцендентных) уравнений вида

/(*) = 0,

где f(x) — непрерывно дифференцируемая функция, не существует 
точных аналитических формул, позволяющих найти его корни.

Приближенное решение данного уравнения на первом этапе со­
стоит в отделении корней, т.е. определении промежутков (по возмож­
ности более узких), внутри которых находится только один корень. 
Такой промежуток [а, Ь] обычно отыскивают графически, числа а и b 
удовлетворяют условию f(a)f(b) < 0.

На втором этапе вычисляют последовательные приближения 
хп £ [а, 6] (n = 1, 2, ...) искомого корня с: с = lim хп, для чего чаще 

п-юо всего применяют следующие методы.

► Метод касательных (метод Ньютона). Пусть на промежут­
ке [а,Ь] существуют и непрерывны производные Г(х), fff(x) и выпол­
няются неравенства f(x) / 0, f"(x) ^ 0 при всех х Е [а, Ъ].

Если f(a)f"(a) > 0, то в качестве первого приближения берем 
хг = а; если f(b)f"(b) > 0, то хг = Ь.

Последующие приближения вычисляются по формулам

Хп = *п-1
/(^n-l)

•’ = 2, 3, ...

Практически погрешность приближения хп оценивается по 
формуле

|c-*nl < 0-5kn-i-*n-2l>

где с —точное значение корня.

► Метод хорд. Обозначим а = х^, b = х^. Приближение х* 
вычисляется по формуле
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Вместо отрезка [x[,xf] рассматривается отрезок [^j^iL если 
f(xi)f(xi) < О? или отрезок [^pxf]) если f(xi)f(x*) < 0. В любом 
случае обозначим левый конец нового отрезка через х^^ а правый 
конец — через х^, и вычислим следующее приближение по формуле

Рассуждая далее аналогично тому, как это делалось раньше, будем 
рассматривать отрезок [хз,Хз] и вычислим следующее приближе­
ние xj и т.д.

Будем считать, что после п итераций вычислены приближения х”, 
х+, х*. Тогда рассмотрим отрезок [х“,х*], если /(х“)/(х*) < 0, или 
отрезок [х*,х+], если /(^)/(х*) < 0- Обозначим левый конец нового 
отрезка через х”.,.!, а правый конец — через х^+1. Вычислим (п + 1)-е 
приближение по формуле

Погрешность этого приближения можно оценить с помощью нера­
венства

Iе~ ^n+il < о>$ kn+i “ zn+il> 
где с — точное значение корня.

13.3. Вычисление определенного интеграла
[ь

Для приближенного вычисления интеграла / /(х) dx разделим 
а b

отрезок [а, 6] на п равных частей длиной h = ------- . Обозначим
п

х0 = а, х15 ..., хп = b — точки деления, у{ = /(х:), * = 0, 1, ..., п.

к Формулы прямоугольников:

/ /(а:) <£г « Л(у0 + 2/! + • ■ +yn_l), 
J a
/ f(x)dx& h^+yz+'+yJ.
J a

Погрешность этих формул Rn пропорциональна h и оценивается с 
помощью неравенства

l^rj < уМ* - a)Mi> Mj = max [/'(х)!.

► . Формула трапеций:

j f(x) dx^h ^+Уп + У1 + J,2 + ... + J^).
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Погрешность этой формулы пропорциональна h2 и оценивается с 
помощью неравенства

|ЯП1 ^ ^2^^ - а)М2- М2 = o^J^Wl

► Формула Симпсона:
ь
A*M*«ib[i/04-j/n+4(2/1+y3 + -- + i/n_1) + 2(y2^^ • + j/n_2)]I

где п — четное число. Погрешность формулы Симпсона пропорцио­
нальна Л4 и оценивается с помощью неравенства

|яп|^А4(^К. ла = ^л!^^)!
Формула Симпсона приводит к точным результатам для случая, 
когда подынтегральная функция является многочленом второй или 
третьей степени.

13.4. Численное интегрирование 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка у' = f(x, у) с начальным условием y = yQ при x = xQ. Тфебуется 
найти приближенно его решение у = у(х) на отрезке [z0) zj.

Разделим отрезок [z0, я J на п равных частей длиной h = —----—.
п

Будем искать приближенные значения ух> у2, ..., уп функции у^х} в 
точках деления xiy х2, ..., хп = х*.

► Метод ломаных Эйлера. При заданном значении ?/0 = 2/(я0) 
остальные значения у{ « у(х{) последовательно вычисляются по фор­
муле

г/i+i = % + hf(xit 2/;), 
где г = 0, 1, . .., п — 1.

► Метод Рунге — Кутты обеспечивает более высокую точность 
по сравнению с методом Эйлера. Искомые значения у{ последователь­
но вычисляются по формулам

У»+1 = У. + ^^(Л + 2Л + 2/з + А)-

где использованы краткие обозначения

Л = Л®.-, г/.). Л = Л®.-+ уЛ- У.-+ у^Л)-
/з = Л*,- + ih> yi + т^А)- А = f(xi’+ h> Pi + л/з)-
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14, Теория вероятностей

14.1. Правила и формулы комбинаторики
При решении задач теории вероятностей используются правила и 

формулы комбинаторики.

► Правило суммы. Пусть дана некоторая совокупность объектов 
(произвольной природы). Если некоторый объект о может быть 
выбран из этой совокупности т способами, а другой объект /3 может 
быть выбран к способами, то выбор либо объекта а, либо объекта /3 
можно осуществить т + к способами.

► Правило произведения. Если объект а может быть выбран 
т способами и после каждого такого выбора объект (3 можно вы­
брать к способами, то выбор упорядоченной пары объектов (а, /3) 
можно осуществить тк способами.

Пример 1. Сколько имеется двузначных чисел, составленных из разных 
цифр?

Решение. Первой цифрой числа может быть одна из цифр 1, 2, ..., 9, а 
второй — одна из оставшихся после выбора первой цифры, а также 0 (одна из 
девяти цифр). Искомое количество, согласно правилу произведения, равно 9-9 = 81.

► Размещениями из п (различных) элементов по г элементов на­
зываются комбинации, состоящие из г элементов, взятых из п элемен­
тов (г<п), которые отличаются друг от друга либо составом взятых 
элементов, либо их порядком. Число размещений равно

Агп = п(п — 1)(п — 2)... (п — г + 1).

Пример 2. Сколько трехзначных чисел можно составить из шести цифр 0, 1, 
2, 3,4, 5?

Решение. Из данных шести цифр отобрать три (в определенном порядке) 
можно А^ способами. Из этого количества нужно вычесть те тройки чисел, 
которые начинаются с нуля (т.е. количество двузначных чисел); оно равно числу 
размещений из цифр 1, 2, 3, 4, 5 по две, т.е. А^. Искомое число трехзначных чисел 
равно Aq — Af = 6- 5- 4 — 5-4 = 100.

► Перестановками п элементов называются комбинации, состоя­
щие из этих п элементов, отличающиеся друг от друга только поряд­
ком расположения элементов. Число перестановок равно

Рп = n! = 1 -2 -3.. .п.

Эту формулу можно получить из выражения для А^ при г = п.
Пример 3. Сколькими способами можно рассадить за столом 4 человека?
Решение. Искомое число способов равно числу перестановок четырех эле­

ментов, т.е. Р4 = 4!=1-2-3-4 = 24.
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► Сочетаниями из п (различных) элементов по г называются 
комбинации, состоящие из г элементов, взятых из данных п элементов 
(г < п), которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом. 
Число сочетаний равно

_ п(п - 1)(п - 2).. .(п - г + 1) _ п!
п~ Рг ~ г! ~ г!(п-т)! ’

Число сочетаний удовлетворяет соотношению Стп = С^г.
Пример 4. Сколькими способами можно отобрать три шара из ящика, 

содержащего шесть пронумерованных шаров?
Решение. Искомое число способов равно числу сочетаний из шести элемен­

та 6-5-4тов по три, т.е. С76 = ——-—— = 20.

14.2. Основные понятия теории 
вероятностей

► Основные определения. Элементарное событие — любой из 
взаимоисключающих исходов рассматриваемого опыта (испытания). 
Пространство элементарных событий Q — множество всех элемен­
тарных событий. Событие — любое подмножество А множества Q. 
Событие А наступает тогда, когда исходом опыта является одно из 
элементарных событий, составляющих А.

Пример 1. Пусть опыт состоит в однократном бросании игральной кости. 
Здесь имеется шесть исключающих друг друга исходов, так что пространство 
элементарных событий П = {cup w2) w3, w4, w5, cue}, где элементарное событие 
wk — исход опыта, состоящий в выпадении к очков. Если событие А состоит в 
появлении нечетного числа очков, то А наступает тогда, когда исходом опыта 
является одно из элементарный событий cup w3, w5.

События принято условно изображать в виде некоторых фигур на 
плоскости (диаграмм Эйлера — Венна), а элементарные события —в 
виде точек, принадлежащих этим фигурам.

Суммой (объединением) событий А и В называется событие 
А-\-В, которое состоит из элементарных событий, входящих хотя бы 
в одно из событий А и В. Произведением (совмещением) событий 
А и В называется событие АВ, которое состоит из элементарных 
событий, входящих в оба события А и В. Эти понятия очевидным 
образом обобщаются на случай любого числа событий.

Событием, противоположным событию А, называется событие 
Л, которое наступает тогда и только тогда, когда событие А не на­
ступает. Множество П называется достоверным событием (в резуль­
тате опыта оно обязательно наступает). Пустое множество 0 назы­
вается невозможным событием (в результате опыта оно заведомо не 
наступит).
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События Л и В называются несовместными, если АВ = 0. 
Справедливы соотношения АА = 0 и А + А = Q. Говорят, что события 
Аг, А2, ..., Ап образуют полную группу событий, если

А^ = 0 (i^j), A1+A2+-+An = Q.

Если каждое появление события А сопровождается появлением со­
бытия В, то говорят, что А является частным случаем В (или что 
В является следствием А, или что А влечет за собой В). В этом слу­
чае применяется запись А С В, а каждое элементарное событие ш € А 
входит и в событие В. События А и В называются равносильными 
(А = В), если каждое из них является частным случаем другого.

► Различные определения вероятности.
Статистическое определение вероятности. Пусть опыт прове­

ден N раз и при этом событие А наступило к раз. Частотой собы­
тия А в данной серии опытов называется отношение k/N. Вероятно­
стью Р(А) события А называется число, около которого колеблется 
частота события А в длинных сериях испытаний.

Классическое определение вероятности. Пусть пространство эле­
ментарных событий Q состоит из п равновозможных элементарных 
событий. Тогда вероятность события А равна Р(А) = т/п, где т — 
число элементарных событий, входящих в А (число благоприятных 
исходов). Так, в примере 1 вероятность выпадения грани с нечетным 
числом очков равна Р(А) = -|- = у.

Пример 2. В ящике 15 шаров, из которых 5 белых и 10 черных. Наугад 
вынимают 6 шаров. Найти вероятность того, что среди вынутых шаров 2 белых.

Решение. Общее число элементарных исходов данного опыта равно числу 
сочетаний из 15 по 6, т.е. С^ = ■^y^jyf^’ = 5005. Число благоприятных 
исходов равно произведению ClC,n = 4т" • '^^о8/ = 2100. Искомая вероятность, 
согласно классическому определению, равна а 0,42.

Геометрическая вероятность. При геометрическом подходе к 
определению вероятности в качестве пространства элементарных со­
бытий Q рассматривается произвольное множество на прямой, на 
плоскости или в пространстве. Испытание интерпретируется как слу­
чайный выбор точки в области Q, а событие А — как попадание точ­
ки в некоторую подобласть А области Q. Предполагается, что веро­
ятность выбрать точку в области А пропорциональна мере области 
(т.е. длине, площади или объему) и не зависит от расположения и 
формы области. Вероятность события А определяется формулой

Р(л)=^Е±4. 
мера Q

Отметим, что всегда справедливы соотношения 0 ^ Р(А) ^ 1, 
Р(0) =0, P(Q) = 1.
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14.3. Условная вероятность. Теоремы 
и формулы теории вероятностей

► Условная вероятность Р(В/А) события В при условии, что 
событие А произошло, по определению равна

Р(В/А) = Р(АВ)/Р(А) (Р(А) ^ 0).

Отсюда следует правило умножения вероятностей:

Р(АВ) = Р(А)Р(В/А).

Пример 1. Пусть в условиях примера 2, рассмотренного в разд. 14.2, из ящи­
ка последовательно вынимают два шара (первый шар в ящик не возвращается). 
Найти вероятность того, что первый вынутый шар окажется белым, а второй — 
черным.

Решение. Обозначим через А событие «первый вынутый шар оказался 
белым», через В — «второй вынутый шар оказался черным*. Искомая вероятность 
Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = ^ • 4 = ^.

События А и В называются независимыми, если Р(АВ) = 
= Р(А)Р(В). Для независимых событий А и В выполняются равен­
ства Р(А/В) = Р(А), Р(В/А) = Р(В).

Для вычисления вероятности произведения п событий (п > 2) 
применяется формула

^А2 ■ ■■Ап) = Р(А1)Р(А2/А1)Р(А3/А1А2). ■Р{Ап/А1А2 • -А^).

События Ах, А2, ..., Ап называются независимыми в совокупно­
сти, если вероятность любого из них не изменяется при наступлении 
какого угодно числа событий из остальных; для таких событий спра­
ведлива формула

p(A^2->i„) = m)^2)-m)-
► Теорема сложения вероятностей:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ).

Для несовместных событий А и В эта формула упрощается:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В).

Отсюда следует формула для нахождения вероятности противополож­
ного события: Р(А) = 1 — Р(А).

Для п попарно несовместных событий Ах, А2, ..., Ап теорема 
сложения имеет вид

Р(А, + А2 + .; + Л„) = Р(А) + Р(А2) + • • • + Р(ЛП).

Часто удобно вычислять вероятность суммы событий, сводя дело 
к вычислению вероятности произведения противоположных событий:

Р(Л1 + Д2+.. + 4Л = 1-Р(Л1А2.Лп)-
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Пример 2. Из двух орудий производят (независимо) по одному выстрелу 
по цели. Вероятность попадания в цель для первого орудия составляет 0,8, для 
второго — 0,9. Требуется найти:

ia) вероятность только одного попадания в цель;
б) вероятность хотя бы одного попадания.
Решение, а) Пусть событие А — попадание в цель из первого орудия, В — из 

второго. Тогда вероятность только одного попадания в цель равна Р(АВ + АВ) = 
= Р(АВ) + Р(АВ) = Р(А)Р(В) + Р(А)Р(В) = 0,8 (1 - 0,9) + (1 - 0,8) 0,9 = 0,26.

б) Вероятность хотя бы одного попадания в цель равна Р(А + В) = Р(А) + 
+ Р(В) - Р(А)Р(В) = 0,8 + 0,9 - 0,8 • 0,9 = 0,98.

Заметим, что последний результат обычно предпочитают получать так: 
Р(А + В)=1- Р(АВ) = 1 - Р(А)Р(В) = 1 - 0,2 • 0,1 = 0,98.

Пусть событие А может произойти только вместе с одним из п по­
парно несовместных событий Нх, Н2, Нп. В этом случае вероят­
ность события А определяется по формуле полной вероятности:

Р^^Р^РШН,).

1=1

События Н{ по отношению к событию А называются гипотезами.
Если в результате опыта событие А произошло, то вероятности 

гипотез Н{ можно «переоценить», т.е. найти условные вероятности 
гипотез Р(Н{/А) (при условии, что событие А произошло). Эти 
«новые» вероятности вычисляются по формуле Бейеса:

Р(Н{/А) = JA^^A^Ld (г = 1,2,..., п).
£ Р(Н()Р(А/Н{)
£=1

Пример 3. В ящике содержатся одинаковые изделия, изготовленные двумя 
автоматами: 40% изделий изготовлено первым автоматом, остальные — вторым. 
Брак в продукции первого автомата составляет 3%, второго— 2%. Требуется 
найти:

а) вероятность того, что случайно выбранное изделие окажется бракован­
ным;

б) вероятность того, что случайно выбранное изделие изготовлено первым 
автоматом, если оно оказалось бракованным.

Решение. Обозначим через А событие, состоящее в том, что случайно 
выбранное изделие— бракованное, а через Н^ и Н2 —события, состоящие в том, 
что это изделие изготовлено соответственно первым и вторым автоматами. Тогда 

а) по формуле полной вероятности

Р(А) = Р(Н1)Р(А/Н1) + Р(Н2)Р(А/Н2) = 0,4 • 0,03 + (1 - 0,4) • 0,02 = 0,024;

б) по формуле Бейеса

Р(Н /А) = ZWfW^ll = М^оз = 1 
' 17 7 Р(А) 0,024 2’

Вероятность того, что в п независимых испытаниях событие А 
(«успех») наступит ровно к раз, определяется по формуле Бернулли:

Рп(к)=^рк(1-р)п~к, где С^-г^^-г^,
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р — вероятность успеха в одном испытании, С„ — число сочетаний из 
п элементов по к.

Вероятности Рп(к) в последней формуле называются биномиаль­

ными. Для них выполняется равенство ^ Рп(к) = 1.
*=0

Пример 4. Найти вероятность того, что при 10 бросаниях монеты «орел* 
выпадет 5 раз.

Решение. Имеем п = 10, к = 5, р = у. Тогда по формуле Бернулли искомая
вероятность равна Р10(5) = Сто (f)5 (f) ^ 5 = ^Т^Г ' Т^Г = ^

Если п велико, а р мало, то справедлива приближенная формула 
Пуассона (для подсчета вероятностей, относящихся к редким собы­
тиям) :

в которой Л = пр — среднее число успехов в п испытаниях.
Для приближенного вычисления Рп(к) при больших п можно 

применять локальную формулу Муавра —Лапласа:

^nW ^2ор(1 -р)
ехр[- (к - пр)2

2пр(1 — р)
Вероятность того, что в п независимых испытаниях число успе­

хов к находится между кг и к2, приближенно вычисляется по инте­
гральной формуле Муавра —Лапласа: •

dt — функция Лапласа, для которой

имеются таблицы.

14.4. Математическое ожидание
и дисперсия

► Случайные величины и их числовые характеристики. 
Пусть й = {w} — пространство элементарных событий. Случайной 
величиной X называется числовая функция Х(ш), определенная на 
множестве Q, такая, что для любого х определена вероятность 
Р{Х < х} = Р{ш : Х(ш) < х}. Эта вероятность Р{Х < х} = F(x) 
называется функцией распределения случайной величины X; она 
имеет следующие свойства:

1) 0 ^ F(x) ^ 1,
2) F(-oo) = 0, F(+oo) = 1,
3) FfxJ ^ F^) при Xj < Z2,
4) F{a ^ X < 6} = F(6) - F(a).



14.4. Математическое ожидание и дисперсия 129

Если X — дискретная случайная величина, принимающая значе­
ния х,, х2, ..., хп,... с вероятностейррp2i • ••,₽„,•••, т-е' имеющая 
ряд (закон) распределения, задаваемый таблицей

*1

Pi

х2

Р? Рп
(1>Ч

i
то функция распределения имеет вид

F(x) = Р{Х < х} = ^ Рп-
Хп<х

Непрерывная случайная величина задается либо функцией распре­
деления F{x\ либо плотностью вероятности f^x), которые связаны 
формулами

Плотность вероятности имеет следующие свойства:

1) /то,
4-оо •

2) j f(x)dx = l, 

— оо

3) Р{а^Х ^Ь}= [ f(x)dx.

► Математическим ожиданием случайной величины X называ­
ется число MX, которое вычисляется по формулам

MX = J^ х^ (дискретный случай),

оо
МХ= j xf(x)dx (непрерывный случай),

— оо

где ряд* и несобственный интеграл предполагаются сходящимися. 
Свойства математического ожидания:

1) МС = С (С = const), 2) М(СХ) = С-МХ,
3) М(Х ±Y) = MX ±MY, 4) M(XY) = MX -MY.

В последней формуле считается, что X nY — независимые случайные 
величины, т.е. такие, для которых при любых х и у справедливо 
равенство Р{Х < х, Y < у} = Р{Х < x}P{Y < у}.

* Ряд может содержать как бесконечное, так и конечное число членов.
5 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.



130 Теория вероятностей

► Дисперсией случайной величины X называется число

DX = М(Х-МХ}\

которое вычисляется по формулам

DX = 52($i “ MX) р- (дискретный случай),

+оо
DX = J {х — MX)2 f(x) dx (непрерывный случай).

-оо

Для вычисления дисперсии можно также использовать выражение 

DX = М(Х2)-(МХ)2.

Дисперсия имеет следующие свойства:

1)РС = 0 (C = const), 2) D(CX) = C2-DX, 3) D(X±Y) = DX-]-DY.

Последняя формула справедлива для независимых случайных величин 
X и У.

Среднее квадратичное отклонение случайной величины X опре­
деляется формулой а = у/DX.

к Нормальный закон распределения случайной величины. 
Говорят, что случайная величина X распределена по нормальному 
закону (или закону Гаусса), если ее плотность вероятности имеет вид

и \ 1 Г (* - т)2

где т = MX, а = y/DX.
Вероятность того, что нормально распределенная величина X 

принимает значение в интервале (а, 6), определяется по формуле

Р{а <Х <Ь} = Ф(-------- ) -Ф(--------- ),

где Ф(х) —функция Лапласа.
Пример. При изготовлении некоторого изделия его вес X подвержен случай­

ным колебаниям. Считаем, что стандартный вес изделия равен 30 г, его среднее 
квадратичное отклонение равно 0,7 г, а случайная величина X распределена по 
нормальному закону. Найти вероятность того, что вес наугад выбранного изде­
лия находится в пределах от 28 до 31 г.

Решение. Полагая в последней формуле т = 30, а = 0,7, а = 28, 6 = 31, 
получим

р{2.<х<31)=ф(^)_ф(^)=

= Ф(1,43) - Ф(-2,86) = Ф(1,43) + Ф(2,86) « 0,424 + 0,498 = 0,922.
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14.5. Закон больших чисел
Неравенство Чебышева. Вероятность того, что отклонение слу­

чайной величины X от ее математического ожидания по абсолютной 
величине меньше числа б > 0, удовлетворяет неравенству

Р{|Х - МХ\ < е} ^ 1 - DX/e2.

Теорема Чебышева (закон больших чисел). Пусть Xlt Х2, • • •, 
Хп — последовательность попарно независимых случайных величин с 
одним и тем же математическим ожиданием MX = ти дисперсиями, 
ограниченными одной и той же константой. Тогда для любого б > О
имеем

lim Р = 1.
1=1

Таким образом, хотя отдельные случайные величины могут прини­
мать значения, далекие от постоянной ту среднее арифметическое 
достаточно большого числа случайных величин с большой вероятно­
стью принимает значение, близкое к математическому ожиданию.

Теорема Бернулли (является следствием теоремы Чебышева). 
Если в каждом из п независимых испытаний вероятность р наступле­
ния события А постоянна, то сколь угодно близка к единице вероят­
ность того, что отклонение относительной частоты k/п события А от 
его вероятности р будет по абсолютной величине сколь угодно малым, 

если число испытаний достаточно велико: lim Р<----- р < б > = 1.
n-юо Un I J

Теорема Бернулли объясняет, почему относительная частота при 
большом числе испытаний обладает свойством устойчивости и оправ­
дывает статистическое определение вероятности (см. разд. 14.2).
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ФИЗИКА

Основные обозначения
А — работа; амплитуда колебаний 
а — ускорение;

ап, аг — нормальное и тангенциальное ускорения;
В — магнитная индукция;
В — модуль магнитной индукции; яркость; 

b — Постоянная Вина;
С — теплоемкость; электроемкость;
с — скорость света в вакууме; удельная теплоемкость;

D — электрическое смещение;
Е — энергия; освещенность;

— напряженность электрического поля;
$ — электродвижущая сила источника (ЭДС); 
е — элементарный заряд;

F — сила;
д — ускорение свободного падения; напряженность гравитационного 

поля;
G — плотность состояний;
Й — напряженность магнитного поля;

h, h — постоянная Планка;
I — сила электрического тока; интенсивность волны; интенсивность 

световых колебаний; интенсивность лучистого потока;
Iz — момент инерции относительно оси z;

i — линейная плотность поверхностного тока;
J — энергетическая сила источника света; сила света источника;

J* — намагниченность магнетика; 
t
3 — плотность электрического тока;

К — модуль всестороннего сжатия;
к — жесткость; волновое число; постоянная Больцмана; коэффициент в 

законе Кулона;
k — волновой вектор;
L — индуктивность;

L — момент импульса относительно точки;
L- — момент импульса относительно оси z;
М — момент силы относительно точки;

Мх — момент силы относительно оси z; 
т — масса материальной точки, масса тела; 
N — число частиц;

^A — число Авогадро; 
п — концентрация; показатель преломления;



n — вектор нормали;
Р — мощность;
^ — поляриэованность диэлектрика;
р — давление;
f ^— импульс; электрический дипольный момент;

рт — магнитный момент витка с током;
Q — количество теплоты;

Q} q — электрический заряд;
R — универсальная газовая постоянная; энергетическая светимость;

Н, г — сопротивление;
F — радиус-вектор;

r^, ryi г\ — излучательная способность;
S — энтропия;
^ — вектор Пойнтинга;
Т — абсолютная температура; период колебаний;
и — плотность лучистой энергии;
U — внутренняя энергия; напряжение;
& — вектор Умова;
V — объем;

^ ^ — скорость, V = {г^, иу, vx};
W — энергия электромагнитного поля;
w — объемная плотность энергии электромагнитного поля;
а — коэффициент теплового расширения;
/3 — коэффициент затухания;
7 — гравитационная постоянная; показатель адиабаты;
е — угловое ускорение; энергия молекулы; диэлектрическая проница­

емость;
е0 — электрическая постоянная;

т) — коэффициент полезного действия; вязкость;
х — диэлектрическая восприимчивость;
А — длина волны; длина свободного пробега; линейная плотность заря­

да; логарифмический декремент затухания;
М — молярная масса; химический потенциал; магнитная проницаемость;

^о — магнитная постоянная;
2/ — количество вещества; частота колебаний;
$ — смещение точек волны;
р — плотность массы; удельное сопротивление; плотность заряда;
а — поверхностная плотность заряда; коэффициент поверхностного на­

тяжения; постоянная Стефана—Больцмана;
Ф — поток вектора напряженности; поток лучистой энергии; термоди­

намический потенциал Гйббса;
ф — удельный термодинамический потенциал;
^ — потенциал поля; фаза колебаний;
X — магнитная восприимчивость;
Ф — свободная энергия; потокосцепление;
И — телесный угол;
ш — угловая скорость; циклическая частота колебаний;

х — первая производная, х = dx

х — вторая производная, х
^х

dt* ’
а ‘b — скалярное произведение векторов; 

а X о — векторное произведение векторов;
=Ф — следует, следовательно; 
( ) — среднее значение.
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1. Физические основы механики*
Механическим движением называется изменение положения тела 

по отношению к другим телам. Как видно из определения, механи­
ческое движение относительно. Для описания движения необходимо 
определить систему отсчета^ которая включает в себя тело отсчета, 
жестко связанную с ним систему координат и набор синхронизиро­
ванных между собой часов. Механика изучает движение модельных 
объектов — точек и твердых тел. Положение этих объектов опреде­
ляется конечным числом независимых параметров (т.е. они обладают 
конечным числом степеней свободы). Кинематика занимается описа­
нием движения без выяснения его причин.

1.1. Кинематика точки
к Основные определения. Скорость и ускорение. Материаль­
ной точкой называется тело, размерами которого при описании его
движения можно пренебречь. Положение точки в момент времени t
задается радиусом-вектором г, проведенным 
к этой точке из начала координат (рис. 1). 
В процессе движения конец радиуса-вектора 
описывает пространственную кривую — тра­
екторию. В прямоугольной декартовой си­
стеме координат положение радиуса-вектора 
задается тремя его проекциями на оси — ко­
ординатами х} у, z. Движение точки полно­
стью определяется заданием закона движе­
ния — одной векторной функции f(t) или трех 
скалярных функций x(t)y y(t), z(t). Для ком­
пактной записи радиуса-вектора (или любого вектора) через его про­
екции используют единичные орты: г = xi + yj -h zk. Путь — длина
участка траектории, пройденного точкой за рассматриваемый интер­
вал времени. Путь — величина скалярная, неотрицательная и не убы­
вающая со временем. Перемещением точки называется вектор Дг, 
соединяющий начальное положение точки с конечным и равный раз­
ности раДиусов-векторов в конечный и начальный моменты времени.

Скорость точки равна производной от радиуса-вектора по вре­
мени: v = dr/dt. Скорость направлена по касательной к траектории. 
Средняя (по времени) скорость за конечное время At определяет­
ся как отношение перемещения к интервалу времени: fcp = Af/At.

* В курсах физики, читаемых в вузах, основы механики излагаются иначе, чем 
в курсах теоретической механики.
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(Средняя скорость пути равна отношению пройденного пути к ин­
тервалу времени.) Движение называют равномерным, если v = const. 
Равномерное движение происходит по прямой. Равномерным движе­
нием по заданной криволинейной траектории называют движение с 
постоянным модулем скорости. (Пример — равномерное движение по 
окружности.)

Ускорение точки равно производной от скорости по времени: 
а = dv/dt. Ускорение лежит в той же плоскости, что и участок тра­
ектории, и направлено «внутрь» траектории (в частном случае, ког­
да траектория является прямой линией, ускорение направлено вдоль 

этой прямой). Проекцию ускорения на направление 
скорости называют тангенциальным ускорением и 
обозначают аТ, она определяет быстроту изменения 
модуля скорости и равна производной от модуля ско- 
рости: ат = dv/dt. Другую компоненту ускорения, 

/X перпендикулярную скорости, называют нормальным 
ускорением (рис. 2) и обозначают ап; она характе­

рно 2 ризует быстроту изменения направления скорости и 
равна ап = v2/R, где R — радиус кривизны траекто­

рии (т.е. радиус окружности, наиболее близко примыкающей к траек­
тории в данной точке). Среднее ускорение за время Д/ определяется 
как аср = Дг/Д/. Движение называют равноускоренным, если а = const. 
Равноускоренным движением вдоль заданной траектории называют
движение с аТ = const.

► Прямая и обратная задачи кинематики. Задачу определения 
характеристик движения по известному закону движения называют 
прямой задачей кинематики.

Пример 1. Пусть закон движения имеет вид: х = R cosuit, у = Я sin cut. Найти 
уравнение траектории, скорость и ускорение.

Решение. Исключая время (с помощью тождества sin2 cut + cos2 cut = 1), 
находим уравнение траектории: z2 4- ]/2 = R2 (окружность радиуса Я).

Дифференцируя исходные выражения по времени, получим

vx = -— = —cuЯsincut, vy = -— = uiRcosuit (компоненты скорости),
dt у dt
d2x 2 n d2y 2

as = = —си Я cos cut, aw = -r- = —си Я sin cut (компоненты ускорения).
dt* * dt*

Модуль скорости v = yv2 + v2 = uiR и модуль ускорения a = си2Я не 
зависят от времени и связаны соотношением a = v2/R. Ускорение направлено 
перпендикулярно скорости к центру окружности: a = —cu2F.

Задачу определения закона движения по известному ускоре­
нию a(t) называют обратной задачей кинематики. Для однозначного 
решения этой задачи нужно знать начальные условия —положение и 
скорость точки в начальный момент времени.
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Пример 2. Равноускоренное движение. Пусть известны ускорение точки 
£ = const и ее начальные скорость ^0 и положение т*0 * Найти траекторию и закон 
движения точки.

Решение. Последовательно интегрируя, находим сначала скорость точки 
t t

гТ = f 3 dt = 30 + 3t, а, затем ее положение Г = f Hdt = ^0 + Hot + у^2-
to to
Точка движется в плоскости векторов ^0, 3 по параболе, что видно в системе 

координат, где ось у направлена по а, а ось х — перпендикулярно 3.

Во многих случаях задача кинематики не сводится ни к прямой, 
ни к обратной. В этом случае для определения закона движения при­
ходится решать дифференциальное уравнение. Иногда это уравнение 
можно решить разделением переменных.

Пример 3. Лодка тормозится силой, пропорциональной квадрату скорости. 
Найти зависимость скорости движения лодки от времени, если начальная ско­
рость равна v0.

Решение. Второй закон Ньютона приводит к уравнению dv/dt = —av2. 
Разделяя переменные, получим: dv/v2 = —adt. Интегрируя левую часть уравнения 
от v0 до v, а правую — от 0 до t, находим (v-1 — vj"1) = at, т.е. v = v0/(l 4- voat). 
Интегрируя далее, можно определить закон движения лодки.

► Движение по окружности. Движение по окружности можно 
описывать с помощью угловых переменных: угла поворота 9?, угловой 
скорости w = d(p/dt и углового ускорения б = du/dt. Если угол 
измерять в радианах, то длина дуги равна s = <pR. Отсюда следует, 
что

Величина ап называется центростремительным ускорением.
Формулы для нормального и тангенциального ускорений можно вывести, если 

записать скорость в виде И = vf, где 7— единичный вектор, направленный вдоль 
скорости. Получим 3 = (dv/dt^ + v^df/dt) и учтем, что d^/dt = rt(d<p/dt) = n(v/R), 
где п — единичный вектор, перпендикулярный к скорости и направленный вдоль 
радиуса. Этот вывод справедлив и для произвольной траектории, если принять 
соотношение d^ = 3(ds/R) за определение как направления нормали п, так и 
радиуса кривизны R.

► Относительность движения. Сложение скоростей. Если 
движение точки рассматривается из двух систем отсчета К и К*, оси 
которых остаются все время параллельными друг другу, то между 
скоростями точки v и v1 относительно этих систем отсчета в каждый 
момент времени выполняется соотношение

f=f' + vK, (1)

где vK —скорость системы К1 относительно системы К. Такое же 
соотношение выполняется и для ускорений: а = а1 + ак.
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1.2. Кинематика твердого тела
► Основные определения. В механике твердым телом называют 
идеализированное тело, расстояние между любыми двумя точками 
которого не меняется (т.е. отсутствуют деформации). Выделяют два 
простых движения твердого тела — поступательное и вращательное. 
При поступательном движении отрезок, соединяющий любые две 
точки тела, перемещается параллельно самому себе. Значит, все точ­
ки тела движутся одинаково, т.е. достаточно описать движение одной 
точки. При вращательном движении все точки твердого тела (или 
его мысленного продолжения), принадлежащие некоторой прямой — 
оси вращения, остаются неподвижными. Остальные точки тела дви­
жутся по окружностям, перпендикулярным оси вращения. Угловые 
скорости всех точек в каждый момент времени одинаковы, поэтому 
вводят вектор угловой скорости и, направление которого вдоль оси 
вращения определяется по правилу буравчика. Распределение линей­
ных скоростей точек тела можно представить с помощью векторного 
произведения*

v = ш х г, (2)

где радиусы-векторы проводятся из любой точки на оси. В случае 
неподвижной оси вращения вектор углового ускорения е = du/dt 
также направлен вдоль оси.

► Плоское движение твердого тела определяют как движение, 
при котором скорости всех точек тела параллельны некоторой плос­
кости. Если с любой точкой тела (или его мысленного продолжения)
связать поступательно движущуюся систему координат, то относи­
тельное движение будет чистым вращением вокруг неподвижной оси,
перпендикулярной плоскости движения.

Рис. 3.

Пример 1. Качение колеса без проскальзыва­
ния со скоростью v удобно представить как сум­
му поступательного движения со скоростью v и 
вращательного движения с угловой скоростью си 
(рис. 3). Скорость любой точки относительно зем­
ли можно найти по закону сложения скоростей (1). 
В частности, скорость нижней точки колеса О1 
должна быть равна нулю, откуда следует связь 
между v и w: v = шИ. Ускорения всех точек напра­
влены к центру колеса.

► Мгновенная ось вращения. Если какая-то точка тела (или его 
мысленного продолжения) в данный момент неподвижна, то суще­
ствует проходящая через нее прямая неподвижных точек, которую

* Это уравнение является частным случаем важной математической формулы 
dA/dt = w X А, выражающей производную, по времени от любого вектора А, 
который вращается с угловой скоростью си.
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называют мгновенной осью вращения. Распределение скоростей в 
этот момент описывается формулой (2). Мгновенная ось и си могут 
менять свое положение как в пространстве, так и относительно тела. 
В частности, в примере 1 можно получить скорости всех точек ко­
леса как результат чистого вращения'относительно мгновенной оси, 
проходящей через точку касания^'. Угловое ускорение е может быть 
непараллельно мгновенной оси.

► Сложение угловых скоростей. Движение относительно 
вращающейся системы отсчета. Движение твердого тела с не­
подвижной точкой представляет собой в каждый момент времени 
чистое вращение вокруг мгновенной оси. Если это движение мож­
но представить как вращение с угловой скоростью с^ относительно 
системы отсчета, вращающейся с угловой скоростью w2, то резуль­
тирующая угловая скорость равна w = о^ + w2. Для доказательства 
надо обобщить закон сложения скоростей (1) на непоступательное 
движение системы отсчета:

V ^отн + ^пер’ (3)

где ^пер — переносная скорость данной точки системы отсчета. В 
случае вращающейся системы отсчета

? = ^отн + ^ Х ^ (4)

Когда относительное движение представляет собой чистое вращение, 
получим 17=^ х f+w2 х г = (wL +w2) х г, т.е. результирующее движение 
представляет собой вращение с угловой скоростью (wx + w2).

Пример 2. Рассмотрим круговой конус с углом полураствора а, который 
положили на бок и покатили без проскальзывания так, что его ось вращается 
с угловой скоростью Wj (рис. 4). Найти угловую скорость и угловое ускорение 
конуса.

Решение. Во вращающейся системе 
отсчета, в которой ось конуса неподвиж­
на, происходит вращение вокруг этой оси 
с угловой скоростью ш2. Связь между wt 
и w2 найдем из условия неподвижности 
точки А'. ш^1 = w2r, или wi = ^2s^nQ' 
Из этого соотношения следует, что век­
тор w = Wj + w2 направлен горизонталь­
но, по линии соприкосновения конуса с 
плоскостью, которая, конечно же, явля­
ется мгновенной осью вращения. Вклад 
в угловое ускорение дает только враще­
ние вектора w2 с угловой скоростью w^ 
с = dw/dt = Wj X w2,e = WjW2 сова.

Рис. 4.

Формула (4) является частным случаем формулы для производной 
по времени от любого вектора А :

dA 
dt \ dt J + w х А, (5)
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где первый член — скорость изменения А относительно вращающей­
ся системы координат (см. также сноску к формуле (2)).

При изучения неинерциальных систем отсчета (см. разд. 1.9) нам понадо­
бится связь между ускорениями точки в неподвижной и вращающейся системах 
отсчета. Ее можно получить, применив (5) к каждому из двух членов в (4):

f = ^T+l3x7=fr) +^J„R+^x№IH + axF) = 
at at at \ at / отн

= готи + 2о! X «„„ + <3 х (<3 х F).

Последний член представляет собой переносное ускорение данной точки системы 
отсчета (центростремительное ускорение). Видно, что кроме относительного и 
переносного ускорений, возникает дополнительное слагаемое, которое называют 
кориолисовым ускорением.

1.3. Динамика
► Первый закон Ньютона утверждает, что существуют такие 
системы отсчета, в которых любое тело, не взаимодействующее с 
другими телами, движется равномерно и прямолинейно. Системы от­
счета, существование которых постулирует этот закон, называются 
инерциальными.

Из закона сложения скоростей видно, что любая система отсче­
та, движущаяся с постоянной скоростью относительно инерциаль­
ной, также является инерциальной. Практически точно инерциальной 
можно считать гелиоцентрическую систему, связанную с Солнцем и 
удаленными звездами. Земля является инерциальной системой толь­
ко приближенно, вследствие суточного вращения ускорение точек ее 
поверхности достигает 0,034 м/с2.

► Масса. Импульс. Из первого закона Ньютона следует, что в 
инерциальных системах отсчета ускорение тела возникает только в 
результате его взаимодействия с другими телами. Это ускорение за­
висит от инертности тела, т.е. его способности сопротивляться из­
менению скорости, а также от интенсивности и направления действия 
на него других тел.

Масса тела т — это скалярная положительная величина, харак­
теризующая инертность тела. Эксперименты показывают, что при 
взаимодействии двух тел их ускорения аг и а2 в инерциальной си­
стеме отсчета направлены в противоположные стороны, а отношение 
модулей ускорений ах/а2 не зависит от характера и интенсивности 
взаимодействия. Это позволяет определить отношение масс двух про­
извольных тел как величину, обратную отношению ускорений, возни­
кающих при их взаимодействии друг с другом: т1/т2=^а2/а1. Чтобы 
определить абсолютную величину массы т, необходимо определить 
эталон массы. В системе СИ за эталон массы принимают 1 килограмм 
(1 кг). Масса обладает свойством аддитивности: сумма масс частей,
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на которые можно разделить тело, равна массе всего тела. Как по­
казывает теория относительности, это свойство является приближен­
ным и нарушается при сильном взаимодействии между частями тела. 
Например, масса ядра оказывается меньше суммы масс образующих 
его нуклонов.

Импульсом частицы называют векторную величину, равную про­
изведению массы частицы на ее скорость:

р = mv. (6)

Определение (6) действует только при v <^ с, где с — скорость света; 
более общее определение, верное при любых v < с, вводится в теории 
относительности.

► Сила. Силой, действующей на тело массой т при его взаимодей­
ствии с другим телом, назовем величину ^ = та, где а — ускорение, 
сообщенное этой силой телу т в инерциальной системе отсчета. Бо­
лее общее определение имеет вид: ^ = dp/dt. В ньютоновской дина­
мике оба определения эквивалентны, но в динамике теории относи­
тельности определение импульса изменяется, и оказывается верным 
только второе определение. В системе СИ сила измеряется в ньюто­
нах (Н = кг • м/с2).

Изменение импульса точки за время t под действием силы ^ рав­
но интегралу от силы: Ар = p(t) — р(0) = f* Fdt. Эту величину назы­
вают импульсом силы. Средняя (по времени) сила равна ?ср = Ар/At. 

► Второй закон Ньютона. Если на материальную точку одно­
временно действуют N тел с силами 7^, ..., FN, то ускорение тела а 
определяется векторной суммой этих сил:

Силу ? называют равнодействующей (или результирующей) сил 
^, ..., F^N. Второй закон Ньютона называют уравнением движения 
тела, так как он позволяет (в принципе) рассчитать движение тела 
или системы тел, но только в том случае, если известна зависимость 
сил взаимодействия между телами от их взаимного расположения 
и скоростей. Ниже мы кратко напомним свойства сил, которые 
возникают при решении механических задач.
► Третий закон Ньютона утверждает, что силы ^АВ и ^ВА’ с 

которыми действуют друг на друга два взаимодействующих тела А 
и В, направлены вдоль одной прямой в противоположные стороны и 
равны между собой по модулю:

^АВ = " ^ВА'
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► Дальнодействие и причинность. Поле. В ньютоновской меха- 
' нике третий закон Ньютона выполняется для любых взаимодействую­

щих тел независимо от природы взаимодействия и от того, находятся 
ли тела в непосредственном контакте или взаимодействуют на рас­
стоянии с помощью гравитационных или электромагнитных сил. Од­
нако выполнение этого закона для дальнодействующих сил означает 
мгновенную передачу информации об изменении положения тел. Са­
мо понятие дальнодействия противоречит постулатам теории отно­
сительности, запрещающим передачу информации со скоростью, пре­
вышающей скорость света. Современная физика отказалась от даль­
нодействия, введя нового участника взаимодействия — материальное 
силовое поле (электрическое, гравитационное и др.), заполняющее все 
пространство. На тело в данной точке пространства действуют не 
удаленные тела, а поле в окрестности этой же точки; в свою очередь 
это поле создается удаленными телами (истопниками поля). Измене­
ние поля передается от точки к точке и распространяется с конечной 
скоростью (скоростью света). В ньютоновской механике (при малых 
скоростях v ^ с) можно пользоваться как дальнодействующими си­
лами, так и полем; удобно изучать движение точки (или системы то­
чек) во внешнем стационарном поле, создаваемом неподвижными ис­
точниками (пример: поле тяжести Земли). Силовое поле называется 
центральным, если сила, действующая со стороны поля на помещен­
ную в него материальную точку, зависит только от расстояния г от 
точки до силового центра и направлена в сторону центра:

?(f) = F(r)^, 
Г

где F(r) = Fr(r) — проекция силы на радиальное направление. Поле 
называется однородным в области пространства, если сила одинакова 
во всех точках этой области: ^ = const.

► Силы природы. Все разнообразие действующих в природе сил 
можно свести к нескольким фундаментальным взаимодействиям (гра­
витационному, слабому, электромагнитному и сильному). Однако для 
практических целей такой подход непригоден, и кроме фундамен­
тальных дальнодействующих сил (в механике это сила тяготения), 
надо знать свойства различных сил, возникающих при контакте ма­
кроскопических тел. Перечислим кратко силы, возникающие при ре­
шении механических задач (их свойства изучают в курсе элементар­
ной физики в школе).

1. Сила тяжести mg (сила тяготения у поверхности Земли).
2. Сила упругости при продольной деформации пропорциональна 

деформации: Fynp = —kx, где к — жесткость (закон ГУка). В пределе 
бесконечной жесткости возникают сила (нормальной) реакции N или
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сила натяжения нити Т, которые определяются из самих уравнений 
движения. (Силы такого типа называют реакциями связей.)

3. Сила сухого трения. Сила трения скольжения: FTp = p^N, где 
р^ — коэффициент трения скольжения. Сила трения покоя FTp ^. p2N, 
где р2 —коэффициент трения покоя (при решении задач считают, что 
Mi = Мг)- Сила трения покоя также относится к типу реакции связей.

4. Сила сопротивления движению в жидкости или газе зависит 
от скорости и поперечных размеров тела. При малых скоростях и ма­
лых размерах сила пропорциональна скорости (сила вязкого трения), 
при больших скоростях сила пропорциональна площади поперечного 
сечения и квадрату скорости (сила лобового сопротивления).

► Принцип относительности Галилея. Принцип относительно­
сти Галилея утверждает, что все законы механики имеют одинако­
вый вид во всех инерциальных системах отсчета. Пусть система К1 
движется относительно системы К с постоянной скоростью ^. Вы­
берем системы координат с параллельными осями, причем оси х и х' 
направим вдоль ^; время будем отсчитывать от момента полного 
совмещения осей. Тогда координаты и время события в системе К1 
будут выражаться через координаты и время в К с помощью пре­
образований Галилея:

х' = х — Vt, у' = у, z' = z, t' = t. (7)

При преобразованиях Галилея остаются неизменными разность ско­
ростей двух точек и расстояние между ними; значит, не меняются 
силы взаимодействия между материальными точками. Кроме того, 
преобразования Галилея не меняют ускорения точки. Значит, не ме­
няются обе части равенства, выражающего второй закон Ньютона, 
т.е. уравнение движения имеет одинаковый вид в разных системах 
отсчета (инвариантно относительно преобразований Галилея).

Преобразования Галилея основаны на утверждениях о независи­
мости хода времени и длины отрезков от системы отсчета, которые 
считались неотъемлемыми свойствами пространства и времени. Тео­
рия относительности пересматривает представления о пространстве 
и времени и показывает, что преобразования Галилея верны только 
при V <с; их заменяют преобразования Лоренца, верные при любых 
скоростях V < с.

1.4. Закон сохранения импульса
► Система материальных точек. Центр масс. Пусть систе­
ма состоит из N материальных точек. Силы, действующие на j-ю 
точку, подразделяются на внутренние J^, действующие со сторо­
ны остальных точек системы, и внешние, результирующую которых
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обозначим* ?Д В соответствии с третьим законом Ньютона сум­
ма внутренних сил равна нулю, т.е. сумма всех сил, действующих на 
точки системы, равна сумме внешних сил. Если тела системы не вза­
имодействуют с внешними телами, то систему называют замкнутой 
(или изолированной).

Центром масс (центром инерции) системы материальных то­
чек т^, ..., mN называют точку, положение которой определяется 
радиусом-вектором

- _ т/1 ^---------- Ь mN^N /g\

ц т1-\------ F mN ’

Связанную с центром масс поступательно движущуюся систему от­
счета будем называть системой центра масс.

Если масса распределена непрерывно (в пространстве, по плоско­
сти, вдоль линии), то составляющие систему материальные точки по­
лучаются при мысленном разделении объема тела на маленькие обла­
сти. Распределение массы по объему задают с помощью плотности: 
dm = p(r)dV. Например, определение (1) для непрерывно распреде­
ленной массы принимает вид

- _ £rp(r)dV 
ц fp^dV •

Тело с постоянной плотностью называют однородным.

► Импульс. Импульс системы определяется как сумма импульсов 
составляющих его частиц:

Р = Е^

Продифференцировав уравнение (8) по времени, найдем, что импульс 
системы выражается через скорость центра масс:

Р=тИц, (9)

где т — масса системы. Значит, в системе центра масс импульс 
системы точек равен нулю.

Просуммируем уравнение второго закона Ньютона dp/dt = ? по 
всем точкам системы и учтем, что все внутренние силы уничтожа­
ются:

f=E^' и»)

(скорость изменения импульса системы равна результирующей внеш­
ней силе).

* Верхние индексы tit и *е» у сил происходят от латинских слов externus — 
внешний и internus— внутренний.
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► Закон сохранения импульса. Из уравнения (10) следует, что 
импульс замкнутой системы сохраняется. Закон сохранения импуль­
са является следствием однородности пространства (равноправия 
всех его точек) и поэтому носит универсальный характер. Область 
действия этого закона выходит за пределы ньютоновской механики, 
в рамках которой мы его вывели. Даже при учете конечной скорости 
распространения сигнала (явление запаздывания), которое приводит 
к нарушению третьего закона Ньютона, закон сохранения импульса 
выполняется точно, если учесть импульс передатчика сигнала — си­
лового поля.

Импульс незамкнутой системы сохраняется в следующих слу­
чаях:

1. Если сумма внешних сил равна нулю.
2. Если результирующая внешняя сила перпендикулярна некото­

рому направлению, то сохраняется не вектор импульса системы, а 
проекция импульса системы на это направление.

3. Если взаимодействие продолжается очень короткое время Д/, 
а внешние силы ^е ограничены*, то изменением импульса системы 
^еД/ можно пренебречь (считать, что Д/ —> 0).

► Движение центра масс. Продифференцировав по времени 
уравнение (9), с учетом (10) получим уравнение движения центра 
масс:

тац = £ ^е (п)

(центр масс движется так, как двигалась бы воображаемая матери­
альная точка с массой, равной массе системы, если к ней приложить 
результирующую внешнюю силу).

Пример 1. Рассмотрим тонкий стержень длиной I и массой т, вращающий­
ся в горизонтальной плоскости вокруг одного из своих концов с угловой скоро­
стью w. Найти силу натяжения в середине стержня.

Решение. Центр масс внешней половины стержня движется по окружности 
радиусом |/ под действием только одной внешней силы — искомой силы натяже­
ния. Из уравнения (11) получим: FH = (^jw^f^) = -^ ты21.

Отметим, что центр масс замкнутой системы движется равно­
мерно, следовательно, система центра масс является инерциальной.

► Реактивное движение. Изменение скорости корабля в глубо­
ком космосе возможно только за счет выбрасывания наружу части 
массы — ракетного топлива. Уравнение движения космолета при на­
личии внешней силы ^ и реактивной струи легко получить, записав

* При этом импульсы частиц системы могут заметно измениться под действием 
очень больших внутренних сил (взрыв, удар).
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закон изменения импульса (3) в инерциальной системе отсчета, свя­
занной в данный момент с кораблем:

mAv + АМи = ^ At,

где и — скорость струи относительно корабля, а ДМ — масса выбро­
шенного за время Д/ топлива. Разделив на At, получим уравнение 
Мещерского:

та _ ^ — рй,

где р = AM/At = —Am/At — расход топлива в струе. Второй член в 
правой части называют реактивной силой.

Запишем уравнение Мещерского для движения по прямой в 
отсутствие внешней силы: m(dv/dt) = — (dm/dt)u. Считая и по­
стоянной, найдем зависимость скорости корабля от его массы: 
v/и = — ln(m/m0) (уравнение Циолковского).

1.5. Закон сохранения энергии
► Работа — скалярная величина, являющаяся мерой изменения 
энергии. Работа внешних сил равна изменению энергии

A = E2-Ev (12)

Определение работы (через интеграл от скалярного произведения):

А = / (^ dr) = / FT\dr\ = j F\df\cosa,

где FT — проекция силы на направление движения точки ее приложе­
ния, а о — угол между силой и этим направлением. Работа и энергия 
измеряются в джоулях (Дж = Н • м).

Пример 1. Работа постоянной силы ^

А = J (? ■ di>) = ^ ■ J di^ = ^ ■ (f>2 - Гi)

равна скалярному произведению силы на полное перемещение и не зависит от 
траектории точки приложения.

Пример 2. Работа центральной силы (силы со стороны центрального поля, 
см. разд. 1.3) равна

А= / (F-dr) = I F(r)dr 
Jr!

(проекция dr на радиальное направление равна изменению расстояния г до 
центра). Она зависит только от начального гх и конечного г2 расстояний до 
силового центра и не зависит от траектории.
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► Мощность. Средняя мощность — отношение работы к интервалу 
времени. Мгновенная механическая мощность равна

n dA ^dr) г
Р = ~^~ =---- In = (F -^ = Рт^- dt dt

Мощность измеряется в ваттах (Вт = Дж/с).

► Кинетической энергией называется энергия, связанная с дви­
жением точки и зависящая от ее скорости. Скорость тела изменяется 
под действием результирующей силы ^, работа которой равна

/*2 f2 dy [^
А= / FT\df\ = m I arvdt = m -^-vdt = m v dv = ^mv^ —-^mv2.

(13) 
Видно, что в соответствии с общим принципом (12) кинетическую 
энергию надо определить как Ек = mv2/2. Полученное тождество, 
утверждающее, что изменение кинетической энергии равно работе 
результирующей силы, называют теоремой о кинетической энергии.

Кинетическая энергия системы точек определяется как сумма 
кинетических энергий всех точек системы. Изменение кинетической 
энергии системы равно работе всех сил, действующих на ее точки. 
Кинетическая энергия системы равна:

mv2 / х
Як = ^ + £оТН) (14)

где т — масса системы, иц — скорость ее центра масс, ^отн — 
кинетическая энергия в системе центра масс (теорема Кёнига).

► Консервативные силы. Потенциальное поле. Сила взаимо­
действия между точками называется консервативной, если работа 
этой силы зависит только от начального и конечного положения то­
чек, но не зависит от траектории их перемещения. Внеп/нее стацио­
нарное поле называется потенциальным, если работа поля при пере­
мещении точки зависит только от ее начального и конечного положе­
ния, но не зависит от ее траектории. (Эквивалентное утверждение — 
работа поля при перемещении точки по замкнутой траектории рав­
на нулю.) Потенциальное поле — это поле консервативных сил взаи­
модействия, создаваемое неподвижными внешними источниками. Из 
примера 1 следует, что однородное поле потенциально (пример — по­
ле тяжести). Из примера 2 следует, что любое центральное поле по­
тенциально. Потенциальным будет также поле, являющееся суперпо­
зицией нескольких центральных полей (создаваемое несколькими ис­
точниками). Значит, электростатическое поле и стационарное поле 
тяготения являются потенциальными. Из примера 2 также следует, 
что сила упругости, создаваемая легкой пружиной, является консер­
вативной. Система точек, между которыми действуют только кон­
сервативные силы, называется консервативной системой.
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► Потенциальная энергия. Потенциальная энергия характеризу­
ет взаимодействие между точками и зависит от их взаимного распо­
ложения. Потенциальная энергия точки во внешнем потенциальном 
поле определяется следующим образом. Сначала определим разность 
потенциальных энергий для двух положений точки как работу поля 
по ее переносу из одного положения в другое:

Яп(Л)-Яп(г2) = А2 (15)

(эта работа не зависит от траектории). Значит, изменение потенци­
альной энергии Е2 — Ех равно работе сил поля, взятой с обратным 
знаком. Если перемещение частицы в поле осуществляется очень мед­
ленно с помощью внешней силы, то работа внешней силы будет равна 
по величине и противоположна по знаку работе поля, т.е. Л®2 = Е2—Е1 
в соответствии с общим принципом (12). Равенство (15) определяет 
потенциальную энергию с точностью до константы. Чтобы сделать 
определение однозначным, надо задать значение потенциальной энер­
гии в какой-то точке пространства (обычно задают точку, в которой 
потенциальная энергия равна нулю).

Пример 3. Работа силы тяжести т^ при перемещении точки массой т с 
высоты h^ на высоту h2 равна mgh^ — mgh2. Значит, потенциальная энергия 
точки в поле тяжести равна Еа = mgh, где высота отсчитывается от оговоренного 
нулевого уровня. Потенциальная энергия системы точек в поле тяжести равна

m^gh.Е„ = ^J j = mg^^L = mgh

где т — масса системы, h^ — высота ее центра масс.

Пример 4. Работа силы упругости равна J( — kx)dx = ybj — ^kx2^ где

Гр s2 — начальная и конечная деформация пружины. Значит, потенциальная 
энергия упругой пружины равна Еи = уЛя2, где за нуль принята энергия 
недеформированной пружины.

Пример 5. Работа сил трения, сопротивления отрицательна как на каждом 
участке пути, так и вдоль замкнутой траектории. Значит, эти силы не являются 
консервативными.

Потенциальную энергию консервативного взаимодействия двух 
частиц можно определить как потенциальную энергию одной части­
цы в поле другой частицы. Ответ не зависит от того, какую из частиц 
выбрать в качестве источника поля.

► Связь силы с потенциальной энергией. Записав равен­
ство (15) для двух близких точек, лежащих на некоторой оси I, полу­
чим ЕП(1) — En(l + dl) = Ft dl. Значит, проекция силы на произвольное 
направление выражается через производную от потенциальной энер­
гии:
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(частная производная означает, что Еп рассматривается как функция 
одной переменной /). Вектор силы получается равным градиенту 
потенциальной энергии:

^ = - (^i + ^-j + ^к} = -grad Еп. (17) 
\ № оу dz / п

Для центрального поля формула (16) принимает вид 

р _ dEn(r)

► Механическая энергия системы определяется как сумма ее 
кинетической энергии, потенциальной энергии взаимодействия меж­
ду ее частицами и потенциальной энергии во внешнем поле:

2
Ямех = Е + Е ^n + Е El П9)

3 З^п j

Первые две суммы образуют собственную механическую энергию 
системы.

► Изменение механической энергии. Изменение кинетической 
энергии равно работе всех сил, приложенных к точкам системы 
(уравнение (13)). Изменение потенциальной энергии равно работе 
всех консервативных сил (внутренних и внешних, включая работу 
потенциальных полей), взятой с обратным знаком. Значит, изменение 
механической энергии равно работе всех неконсервативных сил, как 
внешних, так и внутренних:

△^мех = ^неконс- (20)

► Закон сохранения механической энергии: механическая 
энергия замкнутой консервативной системы остается постоянной.

Это утверждение является частным проявлением общего фунда­
ментального принципа сохранения энергии: полная энергия замкну­
той системы сохраняется. Полная энергия, кроме механической, 
включает в себя также различные виды внутренней энергии: тепло­
вую, химическую, ядерную. Общий принцип сохранения энергии вы­
ходит далеко за пределы ньютоновской механики, в рамках которой 
мы получили закон сохранения механической энергии. Этот прин­
цип тесно связан с фундаментальным условием однородности време­
ни (равноправием всех моментов времени), он является основанием 
всего здания современной физики.

Условие консервативности эквивалентно требованию независимо­
го сохранения двух слагаемых полной энергии: механической и вну­
тренней. Если, например, внутри системы действуют силы трения,
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работа которых отрицательна, то механическая энергия уменьшает­
ся (уравнение (20)), переходя во внутреннюю (в этом случае говорят, 
что в системе выделяется тепло). Механическая энергия может также 
изменяться в том случае, если в системе присутствует какой-нибудь 
механизм, способный производить работу за счет внутренней энер­
гии (топлива): двигатель внутреннего сгорания, человек.

Пример 6. Упругий удар. При центральном ударе упругих шаров сохра­
няется и импульс системы, и ее механическая энергия:

mlvls + m2v2x - mlulx + m2u2x’ --- 2---- + ---- 2---- " ----2----  + ---- 2---- ’

Вместо второго уравнения удобно использовать условие, что относительная ско­
рость шаров не меняется по величине, но изменяет свой знак: vlx — v2j = u2x — ulx. 
Это уравнение можно вывести из первых двух, но оно становится очевидным при 
переходе в инерциальную систему центра масс (относительная скорость при та­
ком переходе не меняется). В этой системе отсчета полный импульс системы ра­
вен нулю, и после удара скорости шаров просто меняются на противоположные 
(оба закона сохранения при этом выполняются). Решая два линейных уравнения, 
находим конечные скорости шаров:

(mi -m2)vll + 2m2v2l (m2 - тп, )v2l + 2m,

11 “ ------------------» --------------------- ’ 2x - -------------------_ ----------------------•
771 j 7712 7711 "Г 7712

При упругом ударе о движущуюся стенку (ттг2 )> mj) получим

“2х * ^2х> ulx * -^ + 2^2®'

Пример 7. Неупругий удар. После абсолютно неупругого удара шары 
движутся поступательно с одинаковой скоростью, т.е. как одно составное тело 
(вращения не возникнет, если в системе центра масс удар центральный). Скорости 
сравниваются в результате действия неконсервативных сил, т.е. при неупругом 
ударе обязательно выделяется тепло. Чтобы убедиться в этом, найдем с помощью 
закона сохранения импульса конечную скорость шаров: тт^ ^ +?n2tf2 = (тт^ +?712)й, 
после чего вычислим уменьшение механической энергии:

тп^2 , ^2v2 (774 + m2)u2

2 + ~2 2
”1”2 (W 

т1 +^2 2

Еще проще получить этот ответ в системе координат, связанной с центром масс, 
где шары после удара покоятся.

► Потенциальные кривые. Устойчивость. Если известна

Рис. 5.

потенциальная энергия одномерно­
го движения в потенциальном по­
ле Еп(г) (рис. 5), то, опираясь на со­
отношение (16) между силой и энер­
гией, можно выяснить:

а) Направление силы (F > 0 при 
о < г < rmin и при г > rmax).

б) Точки равновесия (F = 0 при 
г = ’’min и г = ’’max)'
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в) Устойчивость равновесия. В окрестности точки rmin сила на­
правлена в сторону этой точки, т.е. равновесие устойчиво. В точ- 
ке rmax равновесие неустойчиво. Устойчивое равновесие соответству­
ет минимуму потенциальной энергии.

г) По значению механической энергии Е можно установить ха­
рактер движения. Движение может происходить только в области, 
где Е > Еп (кинетическая энергия неотрицательна). При Е < ^(оо) 
(для рис. 5 ^(оо) = 0) движение финитное, т.е. происходит в огра­
ниченной области г. На рис. 5 движение происходит между точка­
ми поворота г2, г3. При Е > 0 движение либо инфинитно, т.е. точ­
ка после отражения от точки поворота г5 уходит на бесконечность 
с кинетической энергией Е, либо заперто потенциальным барьером 
и движется между точками поворота гр г4. В классической меха­
нике потенциальный барьер непреодолим; в квантовой механике су­
ществует вероятность проникновения сквозь потенциальный барьер 
(туннельный эффект).

1.6. Закон сохранения момента импульса
► Момент силы. Равнодействующая. Момент силы ? относи- 
тельно точки О определяется равенством

Й = гх Ё, (21)

где г — радиус-вектор точки приложения силы. Момент силы не ме­
няется при перемещении силы вдоль линии ее действия. Модуль мо­
мента равен М = Fr sin а = Fd, где а — 
угол между силой и радиусом-вектором, -►
d — расстояние между точкой О и ли­
нией действия силы, которое называют । f
плечом силы (рис. 6). Важнейшее свойст- ;
во момента силы заключается в том, что d\ xF^ 
для любой системы точек сумма момен- !
тов внутренних сил равна нулю. Спра-
ведливость этого утверждения основана О
на том, что по третьему закону Ньютона Рис. 6.
(см. разд. 1.3) силы взаимодействия между точками не только рав­
ны по величине и противоположны по направлению, но и направлены 
вдоль соединяющей эти точки прямой. Отметим еще одно свойства 
момента сил: если сумма сил равна нулю, то они создают одинаковый 
суммарный момент относительно любой точки пространства.

Равнодействующей системы сил называют силу, равную их век­
торной сумме и приложенную таким образом, что ее момент относи­
тельно любой точки пространства равен суммарному моменту этой
системы сил.
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Пример 1. Вычислим суммарный момент сил тяжести, действующих на 
точки системы:

Л? = y^j X ™^ = (у m/j^ х £ = ?ц х (т^),

где т — масса системы, ^ц — радиус-вектор центра масс. Видно, что равнодей­
ствующая сил тяжести проходит через центр масс, т.е. центр масс является 
также центром тяжести.

Моментом сиды относительно оси z называют проекцию Mz на 
эту ось момента сил относительно любой точки на этой оси. Если 
разложить как г, так и ? в (21) на две составляющих, параллельную 
оси и перпендикулярную к ней, f = fj| + г±, 7^ = ?у + fj., то соста­
вляющие, параллельные оси, не дадут вклада в проекцию момента на 
ось. Следовательно, Mz = (г± х ?1)г В плоскости, перпендикуляр­
ной оси, получим такую же картинку, как на рис. 6, только вместо 
ги^ надо обозначить г± и F±. Соответственно модуль момента 
относительно оси также равен произведению силы на плечо, а выбор 
положительного направления вдоль оси можно заменить выбором бо­
лее наглядного положительного направления вращения вокруг оси.

► Моментом импульса материальной точки относительно точ­
ки О называют величину

ZT = г х р, (22)

где г — радиус-вектор материальной точки, проведенный из точки О, 
р— ее импульс. При движении с постоянной скоростью момент им­
пульса не меняется. Модуль момента импульса равен произведению 
импульса на плечо. Моментом импульса относительно оси z называет­
ся проекция Lz на эту ось момента импульса L относительно любой 
точки на этой оси. Момент импульса относительно оси определяется 
проекцией движения точки на плоскость, перпендикулярную к оси: 
Lz = (rL х Pi_)2. Все эти свойства абсолютно аналогичны соответ­
ствующим свойствам момента силы.

Производная по времени от момента импульса материальной 
точки относительно точки О

dL dr _ _ dp ч н—г— = — xp+rx — = vxp+rx F = м (23) dt dt dt
равна моменту результирующей силы относительно точки О (член 
v х р = 0 в силу параллельности векторов v и р.)

Пример 2. Движение в центральном поле. Так как на частицу в цен­
тральном поле действует сила, направленная в сторону центра поля, то момент 
этой силы относительно центра тождественно равен нулю. Значит, вектор L мо­
мента импульса относительно центра сохраняется. Из определения (22) следует, 
что движение происходит в одной плоскости, перпендикулярной L , и что сохра­
няется величина L = mvr sin а. Эта величина пропорциональна скорости «заме­
тания* площади радиусом-вектором г: ds/dt = ^r(vdt) sin a/dt = L/2m, так что
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утверждение о сохранении момента импульса при движении в центральном поле 
оказывается эквивалентным знаменитому второму закону Кеплера.

Моментом импульса системы относительно точки О называется 
сумма моментов импульса материальных точек, составляющих эту 
систему. Момент импульса системы равен

^ = Гц X р+ tOTH. (24)

Одно из следствий этого равенства: если импульс системы равен ну­
лю, то L не зависит от выбора точки О. Суммируя уравнение (23) по 
всем точкам системы и учитывая, что суммарный момент внутрен­
них сил равен нулю, получим

^г = ^е> (25)

т.е. производная по времени от момента импульса системы равна 
суммарному моменту внешних сил.

► Закон сохранения момента импульса. Из уравнения (25) сле­
дует, что момент импульса замкнутой системы сохраняется. Закон 
сохранения момента импульса является фундаментальным законом, 
отражающим изотропность пространства, т.е. равноправие всех его 
направлений. Как и в случае законов сохранения импульса и энергии, 
действие закона сохранения момента импульса выходит за пределы 
ньютоновской механики, в рамках которой он был выведен.

Момент импульса незамкнутой системы сохраняется в следую­
щих случаях:

1. Если суммарный момент внешних сил Ме равен нулю. (Пример: 
движение частицы в центральном поле.)

2. Если равен нулю момент импульса внешних сил относительно 
некоторой оси, то сохраняется момент импульса относительно этой 
оси.

Пример 3. Если грузик на конце невесомой нити движется по горизонталь­
ной окружности, то момент импульса относительно любой точки на оси вращения 
(кроме центра окружности) не сохраняется, а момент импульса относительно оси 
вращения сохраняется, так как моменты сил тяжести и натяжения нити относи­
тельно этой оси равны нулю.

3. Если^ внешние силы ограничены, то изменением момента им­
пульса △ L = Й*№ за время удара △/ можно пренебречь.

1.7. Задача двух тел и движение 
в центральном поле

► Приведенная масса. Рассмотрим замкнутую систему двух вза­
имодействующих между собой частиц. Решить задачу об их движе­
нии (задачу двух тел) — значит определить положение точек во все
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моменты времени исходя из заданных начальных условий. Положение 
точек выражается через положение центра масс гц(<) (см. (8)) и их 
относительное расположение г12 = ^ -г2:

f = f 1 шзГ12 = f _ т1^12

1 ц т^ + т2 ’ 2 ц ^ + т2 '

Движение центра масс является равномерным, а его начальные поло­
жение и скорость определяются из начальных условий (см. уравнения 
(8), (9)). Получаем, что решение задачи двух тел сводится к опреде­
лению г12.

Из условия однородности и изотропности пространства и одно­
родности времени следует, что частицы должны взаимодействовать 
центральными силами, т.е. Мг = “Mi = А где ^ параллельна г12, 
а ее модуль F зависит только от |г12|. Запишем уравнения движения 
каждой точки:

F 1 dt ' ^т2 dt'

Разделим первое уравнение на т1} второе на т2, а затем вычтем 
второе уравнение из первого. В результате получим:

Я - ¥12
F dt или $ = 

dt
где приведенная масса /2 определяется равенством

(26)

Видно, что поведение вектора г12 определяется решением задачи о 
движении частицы массой р в центральном поле.

► Эффективная потенциальная энергия. Применение законов
сохранения энергии и момента импульса позволяет установить,

как зависит от времени расстояние 
до центра г, точнее, свести эту зада­
чу к одномерному движению. Для это­
го надо разложить скорость частицы 
на две компоненты (рис. 7): радиаль­
ную vr = dr/dt и перпендикулярную к 
ней азимутальную v^. Момент импуль­
са выражается через азимутальную ско­

рость: L = mrv^. Значит, механическую энергию точки можно пред­
ставить в виде:

Е =
т№ +

2
dr \ 2 L2 

2тг2 + Еп(г)
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Видно, что зависимость r(t) такая же, как при одномерном движе-
нии с эффективной потенци­
альной энергией, определяе­
мой равенством

Е‘'=Еп+^. та 

Вид эффективной потенци­
альной кривой определяется 
значением L, которое мож­
но вычислить из начальных 
условий.

На рис. 8 качественно 
изображена зависимость эф­
фективной потенциальной 
энергии Е^ от расстоя­
ния г для разных значений L Рис. 8.

(Lo = 0, Lr < L2 < L3) в случае Еп = —b/г. Видно, что при любом L 
условие финитности движения остается одним и тем же: Е < 0.

1.8. Поле тяготения
► Закон всемирного тяготения. Две точечные массы mli т2) 
находящиеся на расстоянии г друг от друга, притягиваются с силой 
тяготения (гравитационной силой), равной

F = 7M1 (28)
г2

где 7 » 6,67 • 10"11 Н • м2/кг2 — гравитационная постоянная. Сила 
тяготения — центральная сила, т.е. она действует вдоль линии, 
соединяющей частицы.

Силу, действующую на материальную точку массой т в централь­
ном поле тяготения (гравитационном поле), создаваемым неподвиж­
ной точечной массой М, можно записать в виде (см. разд. 1.3):

■=>■ тМ г . тМ
г = ~7"г2 ^ или ^(^) = -7—2-» (29) 

Тем самым роль «заряда» для поля тяготения играет инертная мас­
са т. Иногда это свойство формулируют как равенство гравитаци­
онной и инертной масс. Потенциальную энергию точки в централь­
ном поле тяготения можно найти, используя соотношение между си­
лой и потенциальной энергией (формула (18)): —^тМ/г2 = —dEn/dr, 
т.е. Еп = —утМ/г+ const. Константу обычно полагают равной нулю, 
т.е. принимают за нуль потенциальную энергию на бесконечности:
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► Принцип суперпозиции. Если поле тяготения создается не­
сколькими точечными массами Mv ..., MN, то сила, действующая 
на материальную точку массой т, и ее потенциальная энергия вычи­
сляются по формулам:

где г — радиус-вектор точки массой т, fj —радиус-вектор точки 
массой Mj. Если источник поля представляет собой непрерывно рас­
пределенную массу, то суммирование в (31) надо заменить интегри­
рованием.

► Напряженность и потенциал поля тяготения. Из уравне­
ний (31) видно, что как сила, действующая на материальную точку 
массой т в поле тяготения, так и ее потенциальная энергия пропор­
циональны т. Значит, удельные значения массы и энергии (отноше­
ния ^/т и Еп/т) не зависят от величины т, т.е. представляют со­
бой характеристики поля. Их называют, соответственно, напряжен­
ностью и потенциалом поля тяготения:

9=т
9?= А 

т
Напряженность поля имеет простой физический смысл: она предста­
вляет собой ускорение свободного падения любой точечной массы, 
помещенной в данную точку поля. Напряженность и потенциал поля 
тяготения, создаваемого точечной массой М, имеют вид:

_ М г М
9 = -7~л-> ^ = “7—• (32)

Напряженность и потенциал поля, создаваемого несколькими масса­
ми, вычисляются с помощью принципа суперпозиции. Запись урав­
нения аналогична (31), для разнообразия запишем ответ для случая 
распределенной массы:

i^dr, ^ = - ^-^bdV. (33) 
I г — г | J | г — г |

Пример 1. Показать, что напряженность поля 
тяготения внутри тонкого сферического слоя равна 
нулю.

Решение. Для доказательства рассмотрим вклад 
в напряженность поля в точке А небольших участков 
В и С сферы, отсекаемых от нее тонким конусом с 
вершиной в точке А (рис. 9). Отношение площадей 
этих участков, а значит, и отношение их масс, равно 
отношению квадратов расстояний от этих участков 
до точки А. Следовательно, напряженности, создава­
емые этими участками в точке А, равны по величине.
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Напряженность поля, создаваемого тонкой сферой массой М вне ее, оказы­
вается равной напряженности, создаваемой точечной массой М, помещенной в 
центр сферы. Доказательство этого результата требует громоздкого интегриро­
вания (первым его проделал Ньютон). В гл. 3 это утверждение будет доказано 
с помощью теоремы Гаусса. Такой же ответ годится для любой сферически рас­
пределенной массы, в частности, для любой сферической планеты.

Пример 2. Пусть масса М распределена по отрезку длиной I. Вычислить 
напряженность и потенциал на продолжении отрезка, на расстоянии х от его 
центра.

Решение. Масса dm, заключенная на отрезке длиной dy, равна Mdy/l. 
Интегрируя, получим

х+1/2 х+1/2
, ч [ Mdy М z ч Г Mdy М . x + l/2

x-l/2 x-l/2

Видно, что симметричное, но несферическое тело нельзя заменить точечной 
массой, помещенной в ее центр. Этот пример является также иллюстрацией 
того, что напряженность и потенциал связаны соотношением дх = — ду/Эх, 
аналогичным соотношению (16).

► Движение в центральном поле тяготения. Законы Кеп­
лера. Движение в центральном поле тяготения подчиняется общим 
законам движения в центральном поле. Однако оно обладает некото­
рыми особенностями, отраженными в первом и третьем из законов 
Кеплера, сформулированных им для планет Солнечной системы.

Первый закон Кеплера утверждает, что финитное движение 
(Е < 0) материальной точки в центральном поле тяготения проис­
ходит по замкнутой траектории — эллипсу, в одном из фокусов кото­
рого находится центр силы притяжения (Солнце).

Второй закон Кеплера фиксирует постоянство секторной скоро­
сти, т.е. скорости «заметания» площади радиусом-вектором движу­
щейся точки. Он относится к любому центральному полю и является 
прямым следствием закона сохранения момента импульса (см. при­
мер 2 из разд. 1.6).

Третий закон Кеплера утверждает, что квадраты периодов дви­
жения относятся как кубы больших полуосей эллиптических орбит: 
ПШ = а?/4

Дополним первый закон Кеплера утверждением, что инфинитное 
движение в центральном поле тяготения происходит либо по параболе 
(Е = 0), либо по гиперболе (Е > 0). В качестве дополнения к третьему 
закону Кеплера приведем связь между удельной энергией движения 
и большой полуосью: \Е\/т = уМ/(2а). Видно, что период движения 
однозначно определяется удельной энергией движущегося тела.

► Космические скорости. Первой космической скоростью на­
зывают скорость движения по круговой орбите вблизи поверхно­
сти планеты. Она определяется изуравнения движения спутника 
mg = mvl/R и равна vT = y/gR = у/^М/ R. (Для Земли vT « 7,9 км/с.)
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Вторая космическая скорость — минимальная скорость, которую 
надо сообщить телу на поверхности планеты, чтобы оно преодолело 
силу тяготения и ушло на бесконечность. Как видно из разд. 1.7, усло­
вием инфинитности движения является неравенство £^0, т.е. вторая 
космическая скорость находится из уравнения mv^/2 — ^тМ/R = О 
и равна vn = \/2^MjR = y/2gR. (Для Земли vn « 11,2 км/с.)

1.9. Неинерциальные системы отсчета
► Определение сил инерции. Во многих случаях удобно решать 
задачу динамики непосредственно в неинерциальной системе отсчета 
(НСО), а не пересчитывать ответ, полученный сначала в инерциаль­
ной системе отсчета. Для этого вводят силы инерции, определенные 
следующим образом. Во втором законе Ньютона выделяют из ускоре­
ния точки а в виде отдельного слагаемого ее ускорение относительно 
НСО аотн, а все остальное переносят в другую часть равенства и на­
зывают силой инерции:

^2^ = та => К = m(%™ + г’) =>

=> S + (~mS") = т“оти => S^+ 4 = Чтн-

Приходим к следующему определению сил инерции:

^н = -т?. (34)

где а* определяется кинематическим соотношением

“ = %тн + а* (35)

и зависит от параметров НСО и положения и скорости частицы в 
НСО. Разберем конкретные случаи.

► Поступательно движущиеся НСО. В этом случае а* равняет­
ся ускорению системы отсчета (см. формулу (1)), т.е. для силы инер­
ции получим выражение

^ин = ~т^К‘

Видно, что сила инерции полностью эквивалентна силе тяжести. 
При решении задач их удобно объединять вместе, т.е. введение 
силы инерции оказывается эквивалентным замене напряженности 
поля тяготения (т.е. ускорения свободного падения, см. разд. 1.8): 
9 => д* =д + а* =д-ак.

Пример 1. Сосуд с жидкостью движется с постоянным горизонтальным 
ускорением а. Найти угол /3 между поверхностью жидкости и горизонталью.
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Решение. Перейдем в систему отсчета, связанную с сосудом, где неподвиж­
ная поверхность жидкости должна быть ♦горизонтальна», т.е. перпендикулярна 
вектору д* = д + а* = д — а. Отсюда следует, что tg/? = а/д.

Принцип эквивалентности сил инерции и сил тяготения был 
положен Эйнштейном в основу общей теории относительности, 
которая является релятивистской теорией гравитации и объясняет 
возникновение гравитационных сил искривлением пространственно- 
временного континуума в присутствии внешних масс.

► Равномерно вращающаяся система отсчета. В этом слу­
чае кинематическое соотношение для ускорения (35) имеет вид: 
° = %н+^хРх^+^х?отн (см. разд. 1.2). Второй член связан с пово­
ротом вектора переносной скорости ш хг вместе с системой отсчета, 
направлен в сторону оси вращения и равен w2R (R— расстояние до 
оси), т.е. представляет собой центростремительное ускорение данной 
точки системы отсчета. Третий член (ускорение Кориолиса) связан, 
во-первых, с поворотом относительной скорости частицы вместе с 
системой отсчета и, во-вторых, с изменением переносной скорости 
за счет перемещения частицы из одной точки вращающейся НСО в 
другую. Соответственно сила инерции (34) представляет собой сум­
му двух членов, первый из которых называют центробежной силой, 
а второй— силой Кориолиса:

Кн = ^цб + Яор = ^^ + 2п™отн Х Д- (36)

Центробежная сила инерции направлена от оси вращения (R напра­
влен от оси вращения перпендикулярно к ней). Так как она не зави­
сит от скорости частицы, то ее действие неотличимо от (неоднород­
ного) поля тяготения. Например, на поверхности Земли измеряемая 
сила тяжести представляет собой сумму силы тяготения и центро­
бежной силы инерции. Сила Кориолиса направлена перпендикулярно 
скорости. В северном полушарии для движения вдоль поверхности 
горизонтальная составляющая силы Кориолиса направлена вправо, 
что проявляется в образовании циклонов, размывании правого бере­
га рек и др.

Пример 2. Требуется найти отклоняющее действие силы Кориолиса на тело, 
свободно падающее с высоты h на экваторе Земли.

Решение. Так как отклонение маленькое, то в первом приближении можно 
подставлять в силу Кориолиса (36) скорость ♦невозмущенного» падения v = ^t. Так 
как вектор w перпендикулярен Г, то сила Кориолиса направлена в сторону восто­
ка, равна 2mvo/ и сообщает горизонтальное ускорение авост = 2wgt. Интегрируя, 
находим горизонтальную скорость vBOCT = gut2 и горизонтальное перемещение 
sBOCT = ^д^3 • Подставив сюда время падения t = \^2Н/д, найдем конечное от­
клонение. Например, для h = 300 м отклонение составляет й 10 см.
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1.10. Динамика твердого тела
► Вращение вокруг неподвижной оси. Момент импульса твер­
дого тела относительно неподвижной оси вращения z (см. разд. 1.6) 
равен

\Lz\ = YlRjmjVj =Ш^т^1 = ^Ш> (37)

где Rj —расстояние от точки т^ до оси вращения, и мы использова­
ли соотношение Vj = uRj> Направление проекции совпадает с напра­
влением Д, т.е. определяется по правилу буравчика. Величина

1г=^™^ = j R2dm (38)

называется моментом инерции твердого тела относительно оси z. 
Продифференцировав (37) по времени и учтя, что dL2/dt = Mz, 
где Mz — момент внешних сил относительно оси вращения (уравне­
ние (25)), получим

М2 = 12е, (39)

где е = du/dt— угловое ускорение. Это уравнение называют основ- 
ным уравнением динамики вращательного движения твердого тела 
вокруг неподвижной оси. Вычислим еще кинетическую энергию вра­
щающегося твердого тела:

2
^к = L ^~ = i"2 S nrf = Т7^ (40)

и работу внешней силы при повороте тела:

А = J dr ^ = J {J dt х г) • ^ = J (ш dt) • (г х ^) = J $ ' ^) ’

где d<p = £ dt.
Пример 1. К концу нити, намотанной на блок с моментом инерции I и 

радиусом R, привязали тело массой т и отпустили. Найти угловое ускорение 
тела.

Решение. Запишем второй закон Ньютона для тела: mg — Т = та и 
уравнение (39) для блока: TR = 1е. Учтем также кинематическое соотношение 
а = eR. Решая эти уравнения, получим а = ^/(1 4- I/mR2).

► Свойства момента инерции. Момент инерции (38) — скаляр­
ная аддитивная величина, характеризующая распределение массы те­
ла по отношению к оси. Из уравнений (39), (40) видно, что момент 
инерции является мерой инертности твердого тела по отношению к 
вращательному движению, т.е. играет ту же роль, что масса для по­
ступательного движения.

Пример 2. Вычислить момент инерции однородного диска массой т и 
радиусом R относительно оси симметрии.
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Решение. Разбив диск на тонкие круговые полоски и интегрируя, получим

Такой же ответ верен и для сплошного однородного цилиндра.
Теорема Штейнера связывает момент инерции I относительно 

произвольной оси с моментом инерции /0 относительно параллельной 
ей оси, проходящей через центр масс твердого тела:

/ = /0 + та2, (41)

где т — масса тела, а — расстояние между осями. Например, момент 
инерции диска относительно оси, перпендикулярной плоскости дис­
ка и проходящей через его край, равен ^mR2. Минимальный момент 
инерции среди всех параллельных осей получается для оси, проходя­
щей через центр масс.

Теорема о взаимно перпендикулярных осях: момент инерции плос­
кого тела относительно произвольной оси z, перпендикулярной его 
плоскости, равен сумме моментов инерции относительно двух взаим­
но перпендикулярных осей х и у, лежащих в плоскости тела и пере­
секающихся с осью z:

Ц=Ц + 1у

Например, момент инерции тонкого диска относительно оси симме­
трии, лежащей в его плоскости, равен 1Х = 1у = ^-Ц = ^mR2.

Приведем моменты инерции некоторых тел различной формы.
1) Тонкий обруч (относительно оси симметрии): I = mR2. Такой 

же момент инерции имеет тонкостенный цилиндр (без торцов).
2) Тонкий стержень длиной I (относительно перпендикулярной к 

стержню оси, проходящей через его середину): I = -^ml2. Такой 
же момент инерции имеет плоский прямоугольник относительно 
оси, проходящей через середины противоположных сторон длиной I. 
Относительно края стержня момент инерции равен I = -j-mZ2.

3) Плоский прямоугольник относительно оси, перпендикулярной 
его плоскости и проходящей через его центр: I = -^т^а2 + Ь2). 
Такой же момент инерции имеет прямоугольный параллелепипед 
относительно оси, проходящей через середины противоположных 
граней.

4) Тонкая сфера относительно оси симметрии: I = ^mR2.
5) Однородный шар относительно оси симметрии: / = ^mR2.
6) Цилиндрический слой с внутренним радиусом Rr и внеш­

ним R2: 1 = -^m(R2 + R2).
6 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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► Плоское движение твердого тела. Плоское движение есть су­
перпозиция поступательного движения центра масс и вращательно­
го движения в системе центра масс (см. разд. 1.2). Движение цен­
тра масс описывается вторым законом Ньютона и определяется ре­
зультирующей внешней силой (уравнение (И)). Вращательное дви­
жение в системе центра масс подчиняется уравнению (39), в кото­
ром надо учитывать только реальные внешние силы, так как момент 
сил инерции относительно центра масс равен нулю (аналогично мо­
менту сил тяжести, пример 1 из разд. 1.6). Кинетическая энергия 
плоского движения равна Ек = ymvj 4- y/wg (см. уравнение (14)). 
Момент импульса относительно неподвижной оси, перпендикулярной 
плоскости движения, вычисляется по формуле (см. уравнение (24)): 
Lz = ±туцс1 ± IqW, где d — плечо скорости центра масс относитель­
но оси, а знаки определяются выбором положительного направления
вращения.

Пример 3. Требуется наити ускорение круглого тела, которое скатыва­
ется без проскальзывания по наклонной плоскости (рис. 10).

Решение. Уравнения движения име­
ют вид: mg sin/3 - FTp = та, FrpR = Ie. 
Условие отсутствия проскальзывания 
(v = tvF) приводит к уравнению а = eR (см. 
пример 1 из разд. 1.2). Решая уравнения, 
находим ускорение: а — д sin/3/(l-^I/mR2). 
Так как сила трения покоя работы не со­
вершает, то механическая энергия сохра­
няется.

Пример 4. При упругом ударе шари­
ка массой т о край неподвижного стерж­
ня длиной I и массой М, расположенного
перпендикулярно его скорости, конечные

Рис. 10. скорости шарика и, центра стержня V и
угловую скорость его вращения ш определяют из трех уравнений:

1) закона сохранения импульса: mv = mu 4- MV,
2) закона сохранения энергии: mv2/2 = ти2/2 4- MV2/2 4- (Ml2/12)w2/2,
3) закона сохранения момента импульса (например, относительно точки 

удара): 0 = MV(l/2) - (М12/12)ш.

к Движение с неподвижной точкой. Угловая скорость враще­
ния, направленная вдоль оси вращения, ме­
няет свое направление как в пространстве, 
так и по отношению к самому твердому те­
лу. Уравнение движения

которое называют основным уравнением 
движения твердого тела с неподвижной 
точкой, позволяет узнать, как изменяется 
момент импульса L . Так как вектор L в об­
щем случае не параллелен вектору £, то для
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замыкания уравнений движения надо научиться связывать эти вели­
чины друг с другом.

Пример 5. При вращении наклонной гантельки вокруг вертикальной оси 
(рис. 11) момент импульса L = f j X ^ + г2 X р2 направлен перпендикулярно 
гантельке, он направлен под углом к оси вращения и сам вращается с угловой 
скоростью ш.

Проблему связи между L и J решает теорема о главных осях 
инерции, утверждающая, что для любой точки тела существуют три 
взаимно дерпендикулярные оси, при врдцении относительно которых 
вектор L параллелен оси вращения: L{ = I& (i = 1,2,3). Момен­
ты инерции относительно этих осей называют главными моментами 
инерции. Если вращение происходит вокруг произвольной оси враще­
ния, то, разложив угловую скорость по главным осям 3 = ^ +(32+^з> 
мы сможем вычислить момент импульса: L = Цй^ + ^^ + ^з^з- (Ана­
логично, разложив вектор L , мы найдем вектор ал) Если главные оси 
проведены через центр масс (центр инерции) тела, то их называют 
свободными осями. При вращении вокруг любой из свободных осей 
сохраняются как импульс, так и момент импульса тела, т.е. для под­
держания вращения к телу не надо прикладывать ни внешнюю силу, 
ни внешний момент сил. (В примере 5 результирующая сила равна 
нулю, но в точках крепления оси возникает пара сил, момент кото­
рых обеспечивает изменение L со временем.) При свободном вра­
щении устойчивым оказывается только вращение относительно двух 
свободных осей — с минимальным и максимальным главными момен­
тами инерции.

► Гироскопы. Гироскопом называют твердое тело, быстро враща­
ющееся относительно своей оси симметрии. Задачу о движении оси 
гироскопа можно решать в гироскопическом приближении: L = U,
оба вектора направлены вдоль
оси симметрии. Уравновешенный 
гироскоп (закрепленный в центре 
масс) обладает свойством безы- 
нерционности: его ось переста­
ет двигаться, как только исчеза­
ет внешнее воздействие (Й обра­
щается в нуль). Это позволяет ис­
пользовать гироскоп для сохране­
ния ориентации в пространстве. 
На тяжелый гироскоп (рис. 12), 
у которого центр масс смещен на 
расстояние d от точки закрепле­
ния действует момент силы тяжести, направленный перпендикуляр­
но L . Так как dL /dt L L , то L и ось гироскопа совершают ре­
гулярное вращение вокруг вертикальной оси (прецессия гироскопа).
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Конец вектора L вращается по горизонтальной окружности радиу­
сом L sin а с угловой скоростью

q _ |^М1 _ mgdsina _ mgd
L sin а 1ш sin а lu

Угловая скорость прецессии не зависит от угла наклона оси а.

1.11. Специальная теория относительности
Специальная теория относительности Эйнштейна (СТО) рас­

ширяет границы классической ньютоновской физики, действующей в 
области нерелятивистских скоростей, малых по сравнению со скоро­
стью света с, на любые, в том числе релятивистские, т.е. сравнимые 
с с, скорости. Все результаты релятивистской теории при v/c-+0 пе­
реходят в результаты классической нерелятивистской физики (прин­
цип соответствия).

► Постулаты СТО. Специальная теория относительности опира­
ется на два постулата:

Первый постулат (принцип относительности Эйнштейна): все 
физические законы — как механические, так и электромагнит­
ные — имеют одинаковый вид во всех инерциальных системах от­
счета (ИСО). Иными словами, никакими опытами нельзя выделить 
какую-то одну систему отсчета и назвать именно ее покоящейся. 
Этот постулат является расширением принципа относительности Га­
лилея (см. разд. 1.3) на электромагнитные»процессы.

Второй постулат Эйнштейна: скорость света в вакууме одина­
кова для всех ИСО и равна с « 3108м/с. Этот постулат содержит 
сразу два утверждения:

а) скорость света не зависит от скорости источника,
б) скорость света не зависит от того, в какой ИСО находится 

наблюдатель с приборами, т.е. не зависит от скорости приемника.
Постоянство скорости света и независимость ее от движения источника сле­

дуют из уравнений электромагнитного поля Максвелла. Казалось очевидным, что 
такое утверждение может быть верным только в одной системе отсчета. С точ­
ки зрения классических представлений о пространстве — времени, любой другой 
наблюдатель, двигаясь со скоростью v, должен для встречного луча получить ско­
рость с + v, а для испущенного вперед луча — скорость с — v. Такой результат 
означал бы, что уравнения Максвелла выполняются только в одной ИСО, запол­
ненной неподвижным «эфиром*, относительно которого и распространяются све­
товые волны. Однако попытка обнаружить изменение скорости света, связанное 
с движением Земли относительно эфира, дала отрицательный результат (опыт 
Майкельсона— Морли). Эйнштейн предположил, что уравнения Максвелла, как 
и все законы физики, имеют один и тот же вид во всех ИСО, т.е. что скорость 
света в любой ИСО равна с (второй постулат). Это предположение привело к 
пересмотру основных представлений о пространстве— времени.
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► Преобразования Лоренца. Преобразования Лоренца связыва­
ют между собой координаты и время события, измеренные в двух 
ИСО, одна из которых (7</) движется относительно другой (/<) с 
постоянной скоростью 7. При таком же выборе осей координат и 
отсчета времени, как в преобразованиях Галилея (формула (7)), пре­
образования Лоренца имеют вид:

x-Vt
у' = у, z' - z, t1

t - (V/c2)x
(42)

Часто удобно пользоваться преобразованиями для разности ко­
ординат и времен двух событий:

A? = 7(Az-VA/), Ау' = Ау, &z' = £z, Д/' = 7[Д/-(У/с2)Дх]) 
(43) 

где для краткости введено обозначение

7° 0-v^ ’ 7>1 14,1
Преобразования Лоренца переходят в преобразования Галилея при 
V ^ с. Они выводятся из второго постулата СТО и из требования 
линейности преобразований, выражающего условие однородности 
пространства. Обратные преобразования из К' в К можно получить 
из (42), (43) заменой V на -V:

Дя = 7(ДхЧ7Д/'), ^у = ^у\ Az = А/, А/ = 7[Д/'+(^/с2)Д?] .
(45)

► Сокращение длины. Длина движущегося отрезка определяется 
как расстояние между точками, где концы отрезка находились одно­
временно (т.е. А/ = 0). Рассмотрим твердое тело, которое движется 
поступательно со скоростью v, и свяжем с ним систему отсчета К'. 
Из уравнения (43) (в котором надо положить V = v. А/ = 0) получим, 
что продольные размеры движущегося тела сокращаются:

/ = /0/7 = Zox/1 - v2/C2, (46)

где /0 — собственный продольный размер, т.е. измеренный в системе 
отсчета К1, в которой тело неподвижно. Поперечные размеры дви­
жущегося тела не изменяются.

Пример 1. Если квадрат движется со скоростью v = 0,8с вдоль одной из 
своих сторон, то он превращается в прямоугольник с углом между диагоналями, 
равным arcctg \/1 — г»2/с2 = arcctg0,6 » 59°.

► Относительность хода времени. Из преобразований Лоренца 
видно, что время протекает по-разному в разных ИСО. В частно­
сти, события, происходящие в системе К одновременно (А/ = 0), но
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в разных точках пространства, в К' могут быть не одновременны­
ми: Д/' = —yV Ах/с2 может быть как положительным, так и отрица­
тельным (относительность одновременности). Часы, движущиеся 
вместе с системой отсчета (т.е. неподвижные относительно К', или 
Ах' = 0), показывают собственное время этой ИСО. С точки зре­
ния наблюдателя в системе К, эти часы отстают от его собственных 
(замедление хода времени). Рассматривая два отсчета движущихся 
часов как два события, из (45) получим:

△* = 7Дт = , (47) 
yl - Vyc2

где Ar = At' — собственное время движущихся часов (точнее, свя­
занной с ними ИСО). Равноправие всех ИСО проявляется в том, что 
с точки зрения наблюдателя К' часы, неподвижные относительно К, 
будут отставать от его собственных. (Заметим, что для контроля за 
движущимися часами неподвижный наблюдатель в разные моменты 
времени использует разные часы.) Парадокс близнецов заключается 
в том, что СТО предсказывает различие в возрасте двух близнецов, 
один из которых оставался на Земле, а другой путешествовал в глу­
боком космосе (космонавт будет моложе); казалось бы, это нарушает 
равноправие их систем отсчета. На самом деле, только земной близ­
нец все время находился в одной ИСО, космонавт же поменял ИСО 
для возвращения на Землю (его же собственная система отсчета не- 
инерциальна).

Пример 2. Среднее собственное время жизни нестабильного мюона 
т = 2,2 • 10”6 с, т.е. ст ~ 660 м. Благодаря эффекту замедления времени, с точки 
зрения земного наблюдателя космический мюон, летящий со скоростью и, близ­
кой к скорости света (7^1), живет в среднем 7т, пролетает от места рождения в 
верхних слоях атмосферы расстояние порядка сут, что позволяет регистрировать 
его на поверхности Земли.

► Сложение скоростей в СТО. Если частица движется со ско­
ростью v' относительно ИСО К', то ее скорость относительно К 
можно найти, выразив dx, dy, dz, dt из (45) и подставив в vx = dx/dt, 
vy = dy/dt, vz = dz/dt:

Vx 1 + ^V/c2’ Vy l + ^/c2 ’ Vl~ l + v^V/c* ’ (48) 

При vx,V <^ с происходит переход к нерелятивистскому закону 
сложения скоростей (формула (1)). Важное свойство формулы (48) 
состоит в том, что если V п v' меньше с, то и v будет меньше с. 
Например, если мы разгоним частицу до V = 0,9с, а затем, перейдя в 
ее систему отсчета, снова разгоним ее до v' = 0,9с, то результирующая 
скорость окажется не 1,8с, а (1,8с)/1,81 < с. Видно, что превзойти 
скорость света не удается. Скорость света является максимально 
возможной скоростью передачи взаимодействий в природе.
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► Интервал. Причинность. Преобразования Лоренца не сохра­
няют ни величину интервала времени, ни длину пространственного 
отрезка. Однако можно показать, что при преобразованиях Лоренца 
сохраняется величина

$22 = (сД/)2 - (Дя)2 - (Д</)2 - (Дг)2 = (сД/)2 - (Дг)2, (49)

где s12 называется интервалом между событиями 1 и 2 (Д/ = /2 —/15 
Дг = Г2"^1)' Если $22 >0, то интервал между событиями называют 
времениподобным, так как в этом случае существует ИСО, в которой 
Дг = 0, т.е. события происходят в одном месте, но в разное время. 
Ъжие события могут быть причинно связанными. Если, наоборот, 
$22 < 0, то интервал между событиями называют пространственно­
подобным, так как в этом случае существует ИСО, в которой Д/ = 0, 
т.е. события происходят одновременно в разных точках простран­
ства. Между такими событиями не может существовать причинной 
связи. Условие с|Д/| < |Дг] означает, что луч света, испущенный в мо­
мент более раннего события (например, /х) из точки г^ не успевает 
достигнуть точки г2 к моменту времени /2. События, отделенные от 
события 1 времениподобным интервалом, представляют по отноше­
нию к нему или абсолютное прошлое (/2 — tr < 0), или абсолютное 
будущее (t2 —^ > 0); порядок следования этих событий одинаковый во 
всех ИСО. Порядок следования событий, отделенных пространствен­
ноподобным интервалом, может быть разным в разных ИСО.

► Лоренцовы 4-векторы. Четверка величин (Ах, Ау, Az, АТ)= 
=(А, Ат), которые при переходе из системы К в систему К' пре­
образуются так же, как (х, у, z, ct), т.е. (см. (42)):

А^-(У/с^

(50)
* yrn72/c2 ’ Ау' = Ау, Аг' = Аг,

называется лоренцовым четырехмерным вектором (или, коротко, ло- 
ренцовым 4-вектором). Величины Ах, Ау, Az называются простран­
ственными компонентами 4-вектора, Аг — его временной компонен­
той. Сумма двух 4-векторов и произведение 4-вектора на число —
тоже 4-векторы. При изменении ИСО сохраняется величина, анало­
гичная интервалу: А2 = А2 — (А)2, а также скалярное произведение 
(АТВТ — А • В). Физическое равенство, записанное в виде равенства 
двух 4-векторов, остается верным во всех ИСО.

► Импульс и энергия в СТО. Компоненты скорости преобра­
зуются не так, как компоненты 4-вектора (сравните уравнения (48) 
и (50)), потому что в выражении v = dr/dt преобразуются как числи­
тель, так и знаменатель. Поэтому величина ^тп^, соответствую­
щая классическому определению импульса, не может сохраняться во
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всех ИСО. Релятивистский 4-вектор импульса определяют как

_ dr т df d(ct) с
Р т dr У1 - v2/c2 dt ' Рт m dr ^/1 - v2/c2 ’

где dr = dt yl — v2/c2 — бесконечно малое изменение собственного 
времени частицы (см. (47)), т.е. измеренное в ИСО, скорость кото­
рой равна скорости частицы в данный момент (dr не зависит от того, 
из какой ИСО мы наблюдаем за частицей.) Пространственные ком­
поненты 4-вектора образуют релятивистский импульс

_ mv
Р ^/1 — v2/c2 ’ (51)

а временная компонента рТ оказывается равной Е/с, где Е — реля­
тивистская энергия частицы:

Е =
тс2

0- v2/c2 ’ (52)

поэтому 4-вектор (р, Е/с) называют J-вектором энергии — импульса. 
Отметим, что релятивистские энергия и импульс связаны простым 
соотношением:

_ Ev

В соответствии с (50), энергия и импульс при переходе в другую ИСО 
преобразуются по закону

P^VE/^ _£-_^_ ^
Рх у/V^V^' Ру Ру' Рг Pz' 0 - V^ '

Релятивистская энергия частицы не равна нулю при и = 0, т.е. 
она состоит из энергии покоя тс2 и кинетической энергии:

_ тс2 а
Е = Л 2/ 2 = тС + Е*> (55)

причем релятивистская кинетическая энергия при и/с<&1 переходит 
в классическую кинетическую энергию Ек = mv2/2. Так как величина 
(Е/с)2 — р2 сохраняется, ее можно вычислить в системе отсчета, где 
частица в данный момент покоится:

^---- р2 = т2с2 или Е2 — р2с2 = т2с4. (56)

Для частиц с массой, равной нулю (фотоны), связь между энергией и 
импульсом принимает вид:

Е = рс (57)
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(см. также (53)). Подставляя в (56) Е = тс2 4- Ек, получим удобное 
соотношение между импульсом и кинетической энергией:

Р2 = Ек(Ек + 2тс2).

► Неупругий удар. Взаимосвязь энергии и массы. Запишем 
закон сохранения релятивистской энергии для неупругого удара двух 
тел массой т каждое, летевших навстречу друг другу с одинаковой 
скоростью v:

тс2 тс2 9
—/" • -J- —. • • — М с .
0 - v2/c2 У1 — v2/c2

Видно, что масса составной частицы больше суммы масс начальных 
частиц. Увеличение внутренней энергии при неупругом ударе на ^Е 
привело к увеличению массы на SE/c2. Этот пример иллюстрирует 
общее соотношение Эйнштейна между релятивистской энергией по­
коящегося тела и его массой:

Е = тс2. (58)

Релятивистская энергия включает в себя все виды внутренней 
энергии.

Пример 3. Пусть энергия покоящегося тела увеличилась на ^Е. Найти 
импульс этого тела в системе отсчета, движущейся со скоростью —V (V <& с).

Решение. В соответствии с формулами релятивистского преобразова­
ния (54) импульс равен р = (E/c2)V = (m + &E/c2)V. Видно, что увеличение 
массы соответствует формуле (58).

► Основной закон релятивистской динамики. Приложенная к 
частице сила равна, как и в классической механике, производной от 
импульса:

(59)

но релятивистский импульс (51) отличается от классического. Под 
действием приложенной силы импульс может неограниченно возра­
стать, но из определения (51) видно, что скорость будет меньше с. 
Работа силы (59)

= / vT^TV? -^-^ = / уп^7? ^f = [ dE 
J mJ me* J

равна изменению релятивистской энергии. Здесь были использо­
ваны формулы mv = p\J\ — v2/c2, р dp = EdE/c2 (см. (56)) и 
Е = тс2/ 0- v2/c2 .
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2. Молекулярная физика
и термодинамика

2.1. Основные положения и определения
► Два подхода к изучению вещества. Термодинамический под­
ход заключается в том, чтобы установить связи и соотношения меж­
ду экспериментально определяемыми (феноменологическими) пара­
метрами (их называют термодинамическими параметрами), опира­
ясь на несколько постулатов {начал термодинамики).

Статистический подход опирается на молекулярно-кинетиче­
ские представления о строении вещества {основные положения мо­
лекулярно-кинетической теории):

1. Все тела состоят из огромного числа мельчайших частичек — 
атомов и молекул.

2. Молекулы вещества находятся в непрерывном хаотическом 
движении.

3. Молекулы взаимодействуют между собой: на больших рассто­
яниях притягиваются, на малых отталкиваются.

Термодинамические параметры вычисляются в рамках конкрет­
ной модели внутреннего строения вещества (т.е. модели движения 
и взаимодействия атомов и молекул), посредством усреднения по 
огромному числу состояний системы. Статистическая физика исполь­
зует методы теории вероятностей и математической статистики. 
Классическая теория опирается на классические законы движения 
молекул, квантовая статистика — на законы квантовой механики.

► Количество вещества. Моль. Количество вещества в систе­
ме, т.е. число содержащихся в ней структурных единиц — атомов или 
молекул, измеряется в молях. Моль любого вещества содержит опре­
деленное число молекул, называемое числом Авогадро, равное числу 
атомов в 12 г углерода: Nk « 6,02 • Ю^моль"1. Для числа молей по­
лучим:

N т 
у =-----= —,

где N — число молекул в системе, т = m^N — масса системы (т0 — 
масса одной молекулы), р = m^Nk — молярная масса вещества.

► Равновесные и неравновесные состояния. Уравнение со­
стояния. Термодинамическая система, находящаяся при неизменных 
внешних условиях, приходит в равновесное состояние, в котором от­
сутствуют потоки любого типа (например, потоки массы и энергии). 
Термодинамические параметры равновесного состояния (давление р, 
температура Т, объем V или плотность р, молярная масса р и др.)
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связаны уравнением состояния. Уравнение состояния идеального га­
за (уравнение Клапейрона — Менделеева)

pV = uRT. (2)

где Я « 8,31 Дж/(кмоль • К) —универсальная газовая постоянная, 
было получено эмпирически и хорошо выполняется для разреженных 
газов (см. разд. 2.5). Уравнение Ван-дер-Ваальса

2
(у -yb^p^^^vRT (3)

является одним из приближенных уравнений состояния реальных 
плотных газов (см. разд. 2.8). Процесс изменения состояния называ­
ют равновесным (квазиравновесным), если он происходит столь мед­
ленно, что каждое промежуточное состояние можно считать равно­
весным. Равновесные процессы являются обратимыми.

Равновесная термодинамика рассматривает равновесные состо­
яния и процессы. Она позволяет сделать ряд выводов о характере 
и направлении протекания неравновесных процессов, происходящих 
между начальным и конечным равновесными состояниями, но не да­
ет количественного описания этих процессов. Неравновесные систе­
мы— предмет физической кинетики и неравновесной термодинами­
ки. Отметим, что время прихода в равновесие (время релаксации) 
уменьшается вместе с размерами системы, поэтому можно говорить 
о локальном равновесии в маленькой части неравновесной системы 
(например, вводить температуру, меняющуюся от точки к точке).

► Простые термодинамические системы. Однородная и изо­
тропная термодинамическая система, химический состав которой не 
меняется, называется (термодинамически) простой. К простым си­
стемам относятся, в частности, однокомпонентные (чистые) газы и 
жидкости. Простая система обладает двумя степенями свободы, т.е. 
только два ее термодинамических параметра можно считать неза­
висимыми. Равновесные состояния простой системы можно изобра­
жать точками на плоскости (например, в координатах (р, V)), равно­
весные процессы — линиями на этой плоскости. Работа, совершаемая 
простой системой против внешних сил, равна

6A = pdV, А = [ ' p(V)dV, (4)

где p(V) называется уравнением процесса. Так как работа не являет­
ся функцией состояния, то бесконечно малая работа обозначена 6А, 
чтобы отличить ее от бесконечно малого изменения функции (диф­
ференциала).
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Наличие связи между любыми тремя параметрами простой системы, налага­
емой уравнением состояния, приводит также к связи между их производными.

f дТ \ ( ^Т\
Выразив изменение Т через изменения р и V: dT = I ) dV + I ) dp 

\ dV }p \ dp J у
и применив это выражение к изотермическому процессу (dT = 0), получим

dT / р \ dp / у \ dV ) т

Это соотношение связывает между собой три коэффициента:

(температурный коэффициент объемного расширения),

(температурный коэффициент давления),

(изотермический модуль всестороннего сжатия).

2.2. Первое начало термодинамики
► Внутренняя энергия. Теплообмен. Температура. В отличие 
от механической энергии, которая может изменяться только за счет 
работы, внутренняя энергия может изменяться как за счет работы, 
так и при контакте с телами, имеющими другую температуру, т.е. 
в процессе теплообмена. Энергия, переданная при теплообмене (под­
ведении тепла), называется количеством теплоты или теплотой и 
обозначается Q. Теплота считается положительной, если система по­
лучает энергию, и отрицательной, если отдает.

При теплообмене энергия переходит от тела с большей темпера­
турой к телу с меньшей температурой. Любая температурная шкала 
должна удовлетворять этому свойству. Эмпирические температур­
ные шкалы основаны на косвенных измерениях, т.е. на измерениях 
параметров, монотонно зависящих от температуры. Газовая шкала 
температур опирается на уравнение состояния идеального газа (2). 
Термодинамическая, или абсолютная шкала температур определяется 
на основе второго начала термодинамики.

С точки зрения Классической молекулярно-кинетической теории, 
внутренняя энергия термодинамической системы равна сумме кине­
тической энергии движения ее молекул и потенциальной энергии их 
взаимодействия. Внутренняя энергия U = U(V, Т, ...) —функция со­
стояния термодинамической системы* является важнейшей характе­
ристикой термодинамической системы.

* Зависимость U = U(V,T, ...) называют калорическим уравнением состоя­
ния, в отличие от термического уравнения состояния р = p(V, Т).
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Термодинамика должна определять любую величину феноменологически, вне 
зависимости от представлений о внутреннем устройстве вещества. Принципиаль­
ную возможность такого определения дает представление о гибкой адиабатиче­
ской оболочке, которая позволяет изменять форму системы и совершать над ней 
работу, но исключает ее теплообмен с внешними телами. Работа внешних сил Ае 
при переходе системы из состояния 1 в состояние 2 оказывается не зависящей от 
процесса перехода, а зависит только от начального и конечного состояний систе­
мы, что позволяет определить разность внутренних энергий следующим образом: 
U2-U1= Ас(1 -► 2).

► Первое начало термодинамики. Общий закон сохранения 
энергии с учетом процесса теплообмена и внутренней энергии имеет 
вид:

^Euex + ^U = Ae + Q, 
т.е. изменение полной (механической+внутренней) энергии системы 
равно работе внешних сил и теплоте, полученной при теплообмене 
с внешними телами. Иногда закон сохранения энергии формулируют 
как невозможность создания вечного двигателя первого рода (кото­
рый производил бы работу из ничего). Первым началом термодина­
мики называют обычно применение этого закона к термодинамиче­
ской системе, механическая энергия которой не меняется. Кроме то­
го, в термодинамике удобнее использовать работу системы против 
внешних сил: А = —Ае. Получаем

Q = MJ + A .(5)

(подведенная к термодинамической системе теплота идет на измене­
ние ее внутренней энергии и на совершение системой работы против 
внешних сил).

► Первое начало для простой системы. Теплоемкость. Ис­
пользуя уравнение (4), запишем первое начало термодинамики для 
простой системы, получившей бесконечно малое количества теплоты:

6Q = dU + pdV. (6)

Отношение 6Q к изменению температуры dT называют теплоем­
костью системы С в данном равновесном процессе (измеряется в 
Дж/К):

CdT = dU + pdV. (7)
Считая U в (7) функцией двух переменных (V, Т), запишем

dU=(^\ dT+(^} dV = CvdT+(^) dv, (8) 
\ дТ /v \ dV /т \ dV /т

где Cv = \~dT~/v — теплоемкость при постоянном объеме (см. 
уравнение (7)). Отсюда получим:

CdT=CvdT+[p+ (^ J dV. (9)
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Видно, что теплоемкость для процесса V(T) зависит от значения про­
изводной dV/dT. Так как параметры (V, Т) можно менять независимо, 
то эта производная, а значит, и теплоемкость в данной точке может 
иметь любое значение.

► Энтальпия. Процесс Джоуля — Томсона. Если равновесный 
процесс изменения состояния происходит при постоянном давлении, 
то подведенная теплота

Q = ^U + pAV = S(U + pV) = △/ (р = const) (10)

равна разности энтальпий I = U +pV в конечном и начальном состо­
яниях. Энтальпия используется также для описания процесса Джо­
уля — Томсона — стационарного просачивания вещества сквозь по­
ристую перегородку (дросселирования). Этот процесс применяется 
для получения сверхнизких температур. В процессе Джоуля — Томсо­
на сохраняется энтальпия вещества, прошедшего сквозь перегородку: 
^1 +Р1^1 = ^2 + ^2^2-

► Внутренняя энергия идеального газа. Внутренняя энергия 
идеального газа зависит только от его температуры. Эксперимен­
тальные подтверждения этому факту:

1. При расширении газа в пустоту внутри Жесткой адиабатиче­
ской оболочки равны нулю как работа газа А, так и полученная те­
плота Q, а следовательно, и Д(/; было обнаружено, что в этом нерав­
новесном процессе температура идеального газа не меняется (опыты 
Гей-Люссака и Джоуля).

2. Температура идеального газа не меняется в процессе Джоуля — 
Томсона.

Второе начало термодинамики позволяет доказать уравнение 
/ ди \( —) = 0, исходя из термического уравнения состояния (2).
\ ОУ / т
к Процессы в идеальном газе. Из уравнений (7), (8) получим 
изменение внутренней энергии и первое начало термодинамики для 
идеального газа:

dU = Cv dT, 6Q = Cv dT + pdV. (11)

Эксперименты показывают, что в широких пределах изменения 
температуры Су от Т не зависит, и можно записать U = C^T-l-const.

Рассмотрим конкретные процессы.
1) Изотермический процесс (dT = 0). В этом случае dU = 0, т.е.

6Q=pdV, Q = A-I pW)dV = vRT\n(-2-). (12)
JVi \ /
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Теплоемкость данного процесса можно считать равной бесконеч­
ности.

2) Изобарный процесс (dp = 0). Вводя теплоемкость при посто­
янном давлении, с учетом уравнения состояния (2) получим

Ср dT = CvdT + pdV = Cv dT + vRdT.

Сокращая на dT, получим соотношения между теплоемкостями (урав­
нение Майера):

Cp = Cv + vR, Cp = cv + ^, Cpp = Cpv+R, (13) 

где с = С/т— удельная теплоемкость, а Ср = С/р — молярная те­
плоемкость газа (измеряются в Дж/(кг • К) и Дж/(моль • К) соответ­
ственно) .

3) Адиабатический процесс. Если равновесный процесс происхо­
дит без подвода тепла (6Q = 0), то

CvdT=-pdV => vCpydT =-----^-dV => dT _ R dV
T ~ cPV v

Интегрируя, получим уравнение адиабатического процесса (уравне­
ние Пуассона):

TV^ 1 = const или pV^ = const, (14)

где безразмерный параметр 7 = Cp/Cv = 1 + (R/Cpy) называется 
показателем рдиабаты. Через 7, с учетом уравнения Майера (13), 
можно выразить теплоемкости газа:

с = д с = 7Д
7 _ 1 > 7 - Г

4) Политропный процесс. Политропным называется процесс, те­
плоемкость которого постоянна (С = const):

CdT = CvdT + pdV => (Cv -C)dT + pdV.

Проведя такие же вычисления, как для адиабатического процесса, 
получим уравнение политропного процесса:

pVn = const,

где n = 1 + —------ —— = —-----— — показатель политропы.
^/лу “ Cv - С

5) Цикл Карно. Циклом Карно называется замкнутый цикл, со­
стоящий из двух изотерм (при температурах 7^ и Т2, 7^ > Т2) и двух
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адиабат. Коэффициентом полезного действия замкнутого цикла на­
зывают величину

п = А = ^т ~ ^2 = 1 - ^2 
Qi Qi Qi ’

где А — работа за цикл, Qx — теплота, полученная от нагревателя, 
Q2 — теплота, отданная холодильнику. В замкнутом цикле AU = О, 
поэтому Qi — Q? = А.

Для цикла Карно (рис. 13) из уравнения (12) имеем:

Q1 = «/ЯГ, In (-£?-), Q^x/B^ln^-).

Из уравнения Пуассона (14) нахо- ^ 
дим: 

ад-^ад-1, ад-^ад-1. 

Отсюда следует, что V2/Vx = V3/V4. 
Поэтому для КПД цикла Карно полу­
чим:

(16)

Видно, что в данном случае КПД заь 
температур холодильника и нагревателя.

V
Рис. 13

только от отношения

2.3. Второе начало термодинамики
► Формулировка второго начала. Приведем две наиболее из­
вестные формулировки:

1. Невозможен процесс, единственным результатом которого бы­
ло бы совершение работы за счет теплоты, взятой у теплового резер­
вуара при постоянной температуре (формулировка Томсона). Эта же 
формулировка, но выраженная другими словами, утверждает невоз­
можность создания вечного двигателя второго рода (т.е. произво­
дящего работу за счет внутренней энергии теплового резервуара).

2. Невозможен процесс, единственным результатом которого бы­
ла бы передача энергии от более холодного тела к более горячему 
(формулировка Клаузиуса).

Формулировки Томсона и Клаузиуса эквивалентны.

► Теорема Карно. Циклом Карно называют цикл, в котором ра­
бочее тело получает теплоту только от резервуара при постоянной 
температуре Тг (нагревателя), а отдает — только резервуару при по­
стоянной температуре Т2 (холодильнику). Теорема Карно утвержда­
ет, что КПД произвольного цикла Карно не может превышать КПД
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обратимого цикла Карно, работающего при тех же 7^ и Т2. Из это­
го немедленно следует, что КПД обратимого цикла Карно зависит 
только от ^ и Т2 и не зависит от природы рабочего тела.

Покажем в общих чертах, как можно доказать теорему Карно. Предполо­
жим, что КПД обратимой машины меньше, чем необратимой. Подберем объем 
рабочего тела обратимой машины так, чтобы она совершала за цикл такую же 
работу, как необратимая. С учетом (15) неравенство для КПД приобретает вид 
^/Q?6 < ^/Qieo6> откуда имеем Q°6 > Q"eo6. Пустим обратимую машину в 
обратную сторону так, чтобы работа необратимой машины потреблялась обра­
тимой. За цикл объединенной машины ее работа будет равна нулю, а нагреватель 
получит энергию Q°6 — Q“eo6 > 0, целиком взятую у холодильника. Мы пришли 
к противоречию с формулировкой Клаузиуса.

Так как нам известен КПД одной из машин Карно — газовой (16), 
то теорему Карно можно записать так:

Q1 ^2 < ^2
ИЛИ

^1 _ ^2 < Q
(17)

причем равенство соответствует обратимому циклу Карно.
Термодинамическая шкала температур. Теорема Карно позволяет опре­

делить шкгшу температур, не зависящую от свойств конкретных тел. Отношение 
температур двух тел определяют, присоединив к ним обратимую машину Карно; 
так как отношение Qj/Q2 зависит только от их температур, то его можно при­
нять равным отношению термодинамических температур: ^/^ = Q\/Q2- ^ак 
видно из (17), отношение термодинг1мических температур равно отношению га­
зовых температур (в той области, где газовая шкала определена).

► Второе начало: вычисление внутренней энергии. Второе 
начало термодинамики позволяет вывести важное соотношение для 
внутренней энергии простой системы, которое не может быть полу­
чено в рамках первого начала:

dV )т \dTjy Р (18)

Рис. 14.

Покажем, как можно получить (18) из теоремы Карно. Рассмотрим (беско­
нечно) малый обратимый цикл Карно и изобразим его в координатах (р, V). Ра­
бота системы за цикл, равная площади маленького параллелограмма (рис. 14), не 
изменится при замене кусочков адиабат вертикальными отрезками, длина кото- 

(др \ ( др \-— ) АТ. Умножив на высоту ДУ, получим 8А = I ) AT AV.

Теплота, полученная на верхней изотерме, рав­
на ^Qj = AU + р dV = (&V + Р AV, где 

\ dV / р 
для приращения AU при постоянной температу­
ре использовано (8). Из теоремы Карно и урав­
нения (17) имеем

SA _ ^Т _ (»/гду ДТ

^ Т [Wt+p]^~t’
откуда получим (18).
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Приведем несколько применений формулы (18).
1) Внутренняя энергия идеального газа. Подставим в (18) урав­

нение состояния р = —vRT. В результате получим dU \ 
дУ )т = 0, т.е.

внутренняя энергия идеального газа не зависит от объема.
2) Внутренняя энергия газа Ван-дер-Ваальса. Выразив давление 

из уравнения состояния (3) и подставив в (18), приходим к формуле 
f dU \ аи2

= “г^"-Значит,
\ dV /т V2

аи2 
dU = Cv dT+ — dV.

Кроме того, имеем
(dCv\ _ д Г/ dU \ 1 _ д \ _ д / ^2 \
\ дУ )т~ dv дт” дт |дdv)т\ ~ дт\У2 ’ 

т.е. Су не зависит от объема. В области температур, где Су слабо 
зависит от Т} можно записать

2
U = CVT-^-. (19)

3) Общая формула для Ср — Cv. Подставляя (18) в уравнение (9) 
и фиксируя давление (р = const), получим:

ср - cv = т др \ 
дт)у

дУ \ 
dTjp

т(^ ffi\0 
W )т\^)Р

(здесь использовано соотношение между производными, рассмотрен­
ное в конце разд. 2.1). Неотрицательность полученного выражения 

/ др \следует из условия механической устойчивости: — ) ^0.
\ иУ /т

► Неравенство Клаузиуса. Неравенство (17) является частным 
случаем неравенства Клаузиуса, относящегося к любому замкнутому 
циклу. Если в замкнутом цикле система получает теплоты Q^ • , Qn 
от внешних резервуаров, имеющих температуры Т*, .. ^Т^то удо­
влетворяется неравенство»

^^0 или /-^-<0. (20)

Для обратимого процесса неравенство превращается в равенство, 
а температура резервуара, с которым система в данной точке цикла 
обменивается теплом, равна температуре системы: Те = Т. В этом
случае получим

обр

(21)

Равенство (21) служит основой для определения еще одной функ­
ции состояния — энтропии (см. разд. 2.4).
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2.4. Энтропия. Свободная энергия
► Определение энтропии. Уравнение Клаузиуса для обратимого 
цикла (21) можно переформулировать как условие независимости 
интеграла

от пути равновесного перехода из состояния А в состояние В. 
Это позволяет определить функцию состояния — энтропию, точнее, 
разность энтропий в двух состояниях:

SB-SA=[B^ dS=^) (22)
Ja 1 X 7 /обр

При равновесном процессе без подвода тепла энтропия не меняется 
(адиабатический процесс можно называть изоэнтропным). Первое 
начало термодинамики (6) для равновесного процесса в простой 
системе приобретает вид:

TdS = dU + pdV. (23)

► Примеры вычисления энтропии.
1. Процесс с постоянной теплоемкостью. Изменение энтропии 

при изменении температуры от TY до Т2 равно

CdT 
Т (24)

2. Энтропия идеального газа. Подставляя в (23) выражение для 
внутренней энергии идеального газа (11), с учетом уравнения состо­
яния pV = vRT получим

dS = vC^ + vR^-, 

^-S^i/kln^+flln
VI /

Yi
V1

(25)

Иногда условно записывают S = ^{С^у In Т+Я In V), имея в виду, что 
в приложениях всегда возникает разность энтропий.

3. Энтропия газа Ван-дер-Ваальса. Подставляя в (23) зависи­
мость (19), с учетом уравнения состояния (3) имеем

dS — vC^v ~т~ +
ai/2 dV + ^dV = vCliV— + vRdV

V-vb’
S = "[^v 1пТ+ Я1п(У - i/6)].

► Направление неравновесных процессов в теплоизолиро­
ванной системе. Рассмотрим неравновесный процесс, переводящий
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систему из равновесного состояния 1 в равновесное состояние 2. Те­
перь вернемся из 2 в 1 при помощи любого равновесного процесса, 
запишем для получившегося циклического процесса неравенство Кла­
узиуса (20) и учтем определение энтропии (22):

(26)

Если неравновесный процесс происходит в адиабатической оболочке, 
то левая часть равенства обращается в нуль, что дает

$2 ^ ^, (27)

т.е. в любом процессе без подвода тепла энтропия не убывает. 
Равновесное состояние теплоизолированной системы соответствует 
максимуму энтропии.

► Примеры неравновесных процессов.
1. Теплообмен. Рассмотрим простейший пример теплообмена — 

между двумя телами с одинаковой теплоемкостью С и начальными 
температурами Тг и Т2. Из уравнения теплового баланса следует, что 
в результате теплообмена оба тела достигнут одинаковой темпера­
туры Тк = |(Ti +Т2). При этом согласно (24) изменение энтропии 
системы будет положительным:

f Т \ f Т \ / Т^ \ 
AS=Cln ^ +Cln =С1п —>0,

(аргумент логарифма больше единицы, так как среднее арифметиче­
ское больше среднего геометрического).

2. Расширение идеального газа в пустоту. Внутренняя энергия 
и, следовательно, температура идеального газа при расширении его 
в пустоту остаются постоянными. Изменение энтропии находим из 
формулы (25):

S2-Sj = 1/Я1п(^-). (28)

Возрастание энтропии при адиабатическом расширении в пустоту 
(увеличении V при постоянной U) можно доказать для любой простой 
системы. Если рассматривать S в (23) как функцию переменных 
(U, V), то получим (—^ = у > 0.

3. Смешение газов. Рассмотрим теплоизолированный сосуд, раз­
деленный перегородкой на две равные части, в каждой из которых 
содержится по одному молю идеального газа при одинаковых темпе­
ратурах и давлениях. При убирании перегородки газы смешивают­
ся; из формулы (28) следует, что энтропия системы увеличивается



2.4. Энтропия. Свободная энергия 181

на 2Я1п2 (энтропия смешения). В случае различных газов началь­
ное состояние отличается от конечного; газы можно снова разделить, 
совершая работу над специальными поршнями, пропускающими мо­
лекулы только одного сорта. Однако для одинаковых газов начальное 
и конечное состояния системы тождественны, и энтропия не должна 
меняться. Отсутствие непрерывного перехода от почти одинаковых к 
полностью тождественным молекулам называют парадоксом Гиббса.

► Статистический смысл энтропии. Формула Больцмана

S = k\n^ (29)

(к — постоянная Больцмана) связывает энтропию макроскопическо­
го состояния со статистическим весом этого состояния, т.е. чис­
лом различных микроскопических состояний, которые его реализу­
ют. Чем больше Q, тем больше вероятность состояния; при неравно­
весных процессах система переходит от менее вероятных к более ве­
роятным состояниям. Логарифм обеспечивает аддитивность энтро­
пии: статистический вес системы, состоящей из двух независимых 
подсистем, равен произведению их статистических весов.

Чтобы проиллюстрировать формулу (29), вычислим пространственную часть 
энтропии газа. Разобьем объем на маленькие ячейки объемом v. Каждая моле­
кула может быть помещена в любую из V/v ячеек, т.е. число независимых со­
стояний равно П = (V/v)^, где N — число молекул газа. Для энтропии получим 
S = /clnQ = ^ln(V/v) = i/Hln(V/v). Квантовая статистика утверждает, что оди­
наковые частицы принципиально неразличимы, т.е. П надо разделить на число пе­
рестановок между ними Н\. В результате для пространственной части энтропии 
получим выражение S = kN\n(V/Nv). Нетрудно убедиться, что таким образом 
удается разрешить парадокс Гйббса.

► Третье начало термодинамики. Третье начало термодинами­
ки (теорема Нернста) утверждает, что при приближении темпе­
ратуры к абсолютному нулю энтропия любой системы стремится 
к определенному конечному значению, не зависящему от значения 
остальных термодинамических параметров. Энтропию системы при 
Т = 0 принимают равной нулю. Статистическое объяснение: при 
Т = 0 система находится в наинизшем энергетическом состоянии, 
кратность которого (равная статистическому весу системы Q при 
Т = 0) невелика. Значит, в соответствии с формулой Больцмана (29) 
энтропия пренебрежимо мала. Следствия третьего начала: при Т ^ 0 
теплоемкости Су и Ср системы, а также ее температурные коэффи­
циенты объемного расширения а и давления 0 стремятся к нулю.

► Система в термостате. Свободная энергия. Рассмотрим из­
менение состояния системы, находящейся в тепловом контакте с тер­
мостатом, имеющим постоянную температуру Т. Такую же темпе­
ратуру будет иметь сама система в начальном и конечном равновес­
ных состояниях. Неравенство (26) после «цепочки» преобразований
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■ Q/T^S^ =► (U2-U1)+A^TS2-TS1 => ^-TS^^-TS^^A 
принимает вид:

Ф1 - Ф2 ^ А, (30)

где У = U — TS — новая функция состояния, называемая свободной 
энергией. Если объем системы не меняется, то в рассматриваемом 
неравновесном процессе

Ф2^Ф1,

т.е. свободная энергия не возрастает. Другими словами, равновесное 
состояние системы постоянного объема, находящейся в тепловом кон­
такте с термостатом, соответствует минимуму свободной энергии. 
Для равновесного процесса неравенство в этих уравнениях превра­
щается в равенство. Из формулы (23) следует, что

d^ = -SdT-pdV. (31)

Поэтому естественными переменными для свободной энергии явля­
ются объем и температура: Ф = Ф(У, Т).

Если у системы в термостате есть механический контакт (лёгкий 
поршень, гибкая оболочка) с внешней средой, имеющей фиксирован­
ное давление р (такое же давление будет у самой системы в равновес­
ном состоянии), то работа против внешних сил равна А = p(V2 — VJ. 
Из (30) получим

Ф1+Р^ > Ф2+pV2 или Ф1^Ф2> (32)

где Ф = Ф -I- pV = U — TS 4- pV — термодинамический потенциал 
Гиббса (при обратимом процессе Ф = const). Равновесному состо­
янию для системы в термостате и гибкой оболочке соответствует 
минимум Ф(р, Т). Так как dФ = —S dT +V dp, то естественными пе­
ременными для термодинамического потенциала являются давление 
и температура: Ф = Ф(р, Г). При постоянных давлении и температу­
ре термодинамический потенциал пропорционален количеству веще­
ства: Ф(р, Т, т) = тф (ф — удельный термодинамический потенциал) 
или Ф(р, Т, N) = Np (р — термодинамический потенциал в расчете на 
одну частицу, или химический потенциал).

Канонические уравнения состояния. Естественные переменные. Хо­
тя функции U, I, S, ^!, ^ могут рассматриваться в любых независимых перемен­
ных, для каждой из них существуют естественные переменные. Для энтропии 
это переменные (Г, V), для энтальпии— (U, р), для свободной энергии— (V, Т), 
для потенциала Гйббса— (р, Т). Функция в естественных переменных называ­
ется каноническим уравнением состояния. Зная любое каноническое уравнение, 
можно получить как термическое, так и калорическое уравнения состояния. На-

/ Эф \ / ЭФ \
пример, — I ) дает выражение для р(У,Т), а выразив S(V,T) = — I —— ) ,

\ dv /т \ ЭТ /у
найдем U(V,T) = ^ + TS.
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2.5. Кинетическая теория идеального газа
к Основное уравнением кинетической теории идеального 
газа. С точки зрения молекулярно-кинетической теории, газ счи­
тается идеальным, если можно пренебречь потенциальной энергией 
взаимодействия его молекул (по сравнению с кинетической энергией) 
и размерами молекул (по сравнению со средним расстоянием между 
ними). Давление газа на стенку возникает в результате многочислен­
ных упругих соударений молекул между собой и со стенками сосуда. 
(Удары можно считать в среднем упругими, так как газ находится со 
стенкой в тепловом равновесии.) Основное уравнение кинетической 
теории идеального газа выражает давление через средний квадрат
скорости молекул:

Р = ^Р^ = Tnm0^2) = l^nocr). (33- 
где п = N/V — концентрация молекул, mQ —масса одной молекулы, 
р = mQv — ее импульс, (бпост) = (|^0^2) — средняя кинетическая 
энергия поступательного движения молекулы.

Если связь энергии и импульса отличается от классической, то 
последнее равенство в (33) приобретает иной вид. Для газа фотонов 
имеем р = е/с (см. разд. 1.11). В результате получим

Р=^{е). (34)
► Число ударов о стенку. Число молекул △^, попадающих за 
время △/ на плоский участок поверхности площадью Д5, равно

△^ _ n{v)
△SAt ” ~4~ (35)

Формулы для вычислений. Формулы для переноса через площадку числа 
частиц, импульса, энергии и т.д. получают разбиением молекул на удобные груп­
пы и вычислением их вклада в вычисля­
емую величину. Наиболее общий под­
ход — разбиение на группы, имеющие 
почти одинаковую скорость V. Выде­
лим группу молекул, имеющих величи­
ну скорости от v до v 4- dv, а направле­
ние в телесном угле dQ,.Число молекул 
данной группы в единице объема равно 
dn(v, v 4- dv; dQ) = dn(v, v 4- dv)dQ/47r. 
Чтобы найти, сколько молекул дан­
ной группы попадает на плоский уча­
сток площадью AS за время At, на­
до построить на этом участке косой 
цилиндр (рис. 15), направляющая ко­
торого имеет длину vAt и составляет 
угол 9 с осью х. Все молекулы выде­
ленной группы, находящиеся в этом ци­
линдре (и только они!), попадут на площадку AS за время At. Производя по­
следовательные интегрирования, можно вывести (35) и многие другие формулы, 
например для проносимой через площадку энергии:

АЕ _ 7n07l(v3)

^S^t
(36)

8
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► Определение температуры в кинетической теории газов. 
В кинетической теории газов доказывается, что если две подсистемы 
(из одинаковых или разных молекул) могут обмениваться энергией, 
то в состоянии равновесия оказываются равными средние кинетиче­
ские энергии поступательного движения их молекул. Исходя из этого, 
кинетическая теория газов определяет температуру как величину, 
пропорциональную средней кинетической энергии поступательного 
движения молекул:

(^пост) = ^Т, (37)

где к — постоянная Больцмана, которая выражается через уни­
версальную газовую постоянную и число Авогадро (см. разд. 2.1): 
к = R/Nk « 1,32 • 10“23 Дж/К. Коэффициент пропорциональности вы­
бран так, чтобы уравнение состояния идеального газа

N
р = пкТ = —кТ (38)

(оно получается из основного уравнения (33) и определения темпера­
туры (37)) совпадало с уравнением (2), в котором используется газо­
вая шкала температур.

Средняя квадратичная скорость поступательного движения мо­
лекул с учетом (33) и (37) вычисляется по формулам

д I ЗкТ 13RT , .
^в = V^2) = V — = \ ~Z— = V ПмГ’ (39>

V р V ° V м
где р = mQn — плотность газа.

► Внутренняя энергия идеального газа. Важной характери­
стикой идеального газа является число степеней свободы его моле­
кулы г. У одноатомной молекулы есть только три степени свободы, 
соответствующих поступательному движению: г = гп = 3. У жесткой 
двухатомной молекулы, кроме поступательных, есть еще две враща­
тельные степени свободы (полярные углы, задающие ее направление 
в пространстве): г = гп + гвр = 3-1-2 = 5. У жесткой многоатомной (не­
линейной) молекулы — три вращательные степени свободы, поэтому 
г = 6. В классической статистической физике доказывается теорема 
о равнораспределении энергии по степеням свободы: на любую сте­
пень свободы, которой в выражении для энергии молекулы соответ­
ствует член ах2 или ^х2, приходится средняя энергия ^кТ в расчете 
на одну молекулу. Формула (37) находится в полном соответствии 
с утверждением этой теоремы. Средняя энергия одной молекулы и 
внутренняя энергия всего газа принимают вид:

<е) = ^фкТ, U = ^(e) = ^RT. (40)
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Физическое число степеней свободы гф в случае жестких молекул 
совпадает с математическим. Однако, когда оказываются возбужден­
ными колебательные степени свободы (при Г ~ 103 К), то на ка­
ждую колебательную степень свободы будет приходиться (с учетом 
потенциальной энергии колебаний) средняя энергия кТ. В результа­
те получим гф = гп + гвр 4- 2гкол, где гкол обозначает математиче­
ское число колебательных степеней свободы. Для ^-aтoмнoй молеку­
лы гкол = 3N — гп — гвр (например, для мягкой двухатомной молекулы 
гф = 3 + 2 + 2(6-5) = 7).

Из (40) получим выражения для теплоемкостей идеального газа и 
его показателя адиабаты (см. разд. 2.2):

C^ = -±RT, C„ = ^-RT, у=-^- = ^—. (41)

При комнатных температурах измеряемая теплоемкость соответствует мо­
дели жестких молекул— колебательные степени свободы оказываются невозбу- 
жденными или, как говорят, «замороженными». Однако при повышении темпера­
туры до ~ 103 К теплоемкость начинает возрастать, т.е. колебательные степе­
ни свободы «размораживаются». Наоборот, при понижении температуры до не­
скольких десятков кельвинов происходит «вымораживание» вращательных степе­
ней свободы, сопровождающееся соответствующим уменьшением теплоемкостей. 
Объяснение явлению вымораживания степеней свободы дает квантовая механи­
ка: если средняя энергия теплового движения кТ мала по сравнению с расстоянием 
до ближайшего дискретного уровня, то данный вид движения не возбуждается.

► Смесь идеальных газов. Закон Дальтона', давление смеси двух 
идеальных газов равно сумме их парциальных давлений:

Р = Pi + Р2 = (ni + п2)кТ = (^ + v2)RT.

Внутренняя энергия смеси равна сумме внутренних энергий 
U = ^i^RT 4- -^izVyRT. Эта формула позволяет ввести:

эффективное число степеней свободы: 1(ух 4-^2) = г^ 4- «2p2j 
эффективные молярные теплоемкости: (^4-^)^ = ^1С*д1 4-^2^2j 
эффективную молярную массу: (uY 4- ^2)М = ^iMi 4- ^2М2.

► Распределение Максвелла. Распределение молекул по скоро­
стям описывается следующими функциями:

/ dn(vx, vx + dvx) dn(v,v + dv)fM dvx = —^—^------^-, f(v)dv = —*----------- S
n n (42)

A A dn(yx,vx + dvx-, V v +dv , vltv2+dv2) 
$(v)dvx dvydv2 = ----------------------- -— ---------------------------- .

Определение любой функции распределения основано на утвержде­
нии, что доля молекул, попадающих (в среднем) в очень маленький ин­
тервал данной переменной (скорости, проекции скорости, энергии), 
пропорциональна ширине этого интервала (dv обозначает физиче­
ски, а не математически, бесконечно малый интервал — он должен
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содержать большое число молекул.) Среднюю долю молекул, обла­
дающих некоторым признаком (например, попадающих в заданный 
интервал скоростей), можно трактовать как вероятность того, что 
произвольная молекула обладает данным признаком. Поэтому функ­
цию распределения иногда называют плотностью вероятности:

Перечислим свойства функции распределения (на примере f(v)): 
1) Доля частиц (вероятность) в конечном интервале (^d^):

Anfop у2) 
п

V.

2) Нормированность: 

Г f(v)dv = 1. (43)
Jo

3) Вычисление среднего от любой функции скорости x(v): 

(х(^)) = / x(v}f(v)dv. (44)
Jo

Между тремя функциями распределения, определенными в (42), 
существуют следующие связи:

f(v) = Ф(и)4™2, Ф(^,^,гг) = <р^х)<р(уу)(р(уг).

Функция 9? является четной функцией, т.е. можно написать: ^^^(v^Y 
Функция Ф(#) зависит только от v2 = v% + v^ + vj. Связь между Ф и 
(р удовлетворяется только функцией <p{vx) = Aexp(-(vJ). Коэффици­
енты А и С определяются из двух условий: а) нормировки функции 9?, 
б) требования, чтобы (v2) = |(v2) = кТ/т^, см. (39). Ответ выглядит
так:

ехр ^о^ \ 
2кТ 7’

™0 \
2лкТ /

1/2
^(^) =

т^ 
2кТ

4тгг?2.
(45)

Рис. 16.

Обычно именно последнюю 
формулу называют распределе­
нием Максвелла (рис. 16). Функ­
ция f(v) достигает максимума 
при скорости vB = (2kT/mQy/2, 
которую называют наиболее ве­
роятной скоростью. Значение 
функции f(v) в этой точке рав­
но /(vB) = 4(2е2йТ/т0)"1/2. На­

пример, при увеличении Г в 4 раза максимальная скорость ста­
нет в 2 раза больше, а соответствующее значение функции /(гв) —
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в 2 раза меньше; напомним, что площадь под кривой f(v) равна еди­
нице.

Средняя (или среднеарифметическая) скорость молекул вычисля­
ется в соответствии с правилом (44):

8RT 
7гМ

Приведем также распределение молекул по энергиям поступательного 
движения:

dn(e, е + de} 
Ще) de = —------------ - 

п
Интегралы для вычислений. Для вычисления средних с распределением 

Максвелла нужно умёть вычислять интегралы типа In = JQ хп exp(—0x2) dx. 
Приведем два первых результата: /0 = yv/тгД”1/2, Л = у^-1- Дальнейшие ин­
тегралы получим дифференцированием по 0. Например, Z2 = ” ”^“ = ^У^^”3^2*

► Распределение Больцмана. Если газ находится во внешнем 
силовом поле, то концентрация молекул зависит от координат. Из 
условия механического равновесия газа можно получить:

n(r) = п(г0) ехр ^пй - Мп))
кТ (46)

где еп(г) —потенциальная энергия молекулы во внешнем поле (рас­
пределение Больцмана). Частным случаем распределения Больцмана 
является барометрическая формула:

nW = поехр^---- j^- pW = n(h)kT = роехр(- m°^

Поясним на примере барометрической формулы, как выводится распределе­
ние Больцмана. Условие равновесия в поле тяжести вертикального цилиндра с 
площадью основания з и высотой dh имеет вид: s dp = — р(з dh)g. Отсюда с уче-

том уравнении р = пкГ и р = топ получим---- =---------- п. Интегрируя, приходим 
dh кТ

к барометрической формуле.

► Распределение Максвелла — Больцмана. Оба распреде­
ления — Максвелла (45) и Больцмана (46) — содержат выра­
жение ехр(-е/кТ). Распределение Максвелла — Больцмана вы­
ражает вероятность того, что произвольная молекула из сосу­
да, содержащего N молекул, находится в области пространства 
(я, х -F dx; у, у + dy; z, z + dz) и имеет скорость в интервале 
К> Vx + dvx; vy, vy + dvy, Vx, Vz+ dv^:

dN dn(r)d3r п(г)Ф(у) j3-j3_ . / E \.з-.з-— = -^----- = ^ d3rd3v = Лехр(—JdWv. (47)
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Здесь d3f = dxdydz, d3v = dvxdvydvz, e = ^rnQv2 +en(r) — механи­
ческая энергия молекулы, A — коэффициент, который можно найти 
из условия нормировки. Общее распределение Максвелла — Больцма­
на применимо к любым видам энергии молекулы: энергии вращения, 
энергии колебаний, потенциальной энергии, зависящей от ориента­
ции молекул, и т.д.

2.6. Реальные газы.
Уравнение Ван-дер-Ваальса

► Изотермы реального газа. Если температура газа меньше 
критической (см. ниже), то при равновесном изотермическом умень-

Рис. 17.

шении его объема наблюдаются 
следующие процессы (рис. 17):

1. До точки А давление воз­
растает. Если температура да­
лека от критической, то вплоть 
до точки А хорошо выполняется 
уравнение состояния идеального 
газа.

2. На участке АВ давление в 
системе не меняется. В сосуде 
появляется жидкость, отделенная 
от газа четкой границей (поверх­
ностью раздела). Газ, находящий­

ся в равновесии с жидкостью, называют насыщенным паром. От­
ношение масс жидкости и пара в произвольной точке равно отно­
шению горизонтальных отрезков, на которые эта точка делит АВ\ 
тж/ти = АС/СВ. Участки изотерм ALX и L2B соответствуют ме- 
тастабилъным состояниям, т.е. состояниям, в которых система мо­
жет существовать некоторое время, но потом быстро переходит в 
устойчивое состояние на линии АВ. (Имея в виду процессы при по­
стоянном давлении или объеме, их называют переохлажденным па­
ром или перегретой жидкостью.) Существование метастабильных 
состояний объясняется тем, что образование маленьких зародышей 
новой фазы (жидкости в паре или пара в жидкости) невыгодно из-за 
поверхностной энергии (см. разд. 2.8).

3. После точки В давление резко возрастает. В сосуде находится
только жидкость.

Чем выше температура, тем короче горизонтальный участок изо­
термы. Наконец, при критической температуре Т* от горизонталь­
ного участка остается только точка перегиба К (рис. 17). Давле­
ние в этой точке называют критическим давлением рк, а объем од­
ного моля газа в этом состоянии — критическим объемом VK. При
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Т >ТК изотерма представляет собой плавную монотонную функцию. 
Область выше критической изотермы называют (истинным) газом 
(его нельзя изотермически перевести в состояние «жидкость + пар»), 
а область под критической изотермой делится на три: жидкость, не­
насыщенный пар и жидкость + насыщенный пар. Из области «П» в 
область «Ж» можно перейти плавно, обойдя область «П + Ж», т.е. 
газ и жидкость отличаются только количественными показателями.

► Уравнение Ван-дер-Ваальса для одного моля идеального газа 
имеет вид

^~b>)(p+-U2}=RT- (48) 
\ V J

(Уравнение (3) из разд. 1.1 для v молей получается подстановкой 
V^ = V/y.) Постоянная b учитывает уменьшение свободного объема 
для движения молекул за счет их собственного объема; она считается 
равной учетверенному объему всех молекул: b = 4NA • -^-тгс/3. Член 
а/^ учитывает уменьшение давления за счет взаимного притяжения 
молекул; это особенно ясно видно из выражения для внутренней 
энергии газа Ван-дер-Ваальса: и = С^Т-а/Уц.

Среднее взаимодействие между молекулами описывают модельным выраже­
нием для потенциальной энергии, содержащим два члена: первый соответствует 
сильному отталкиванию на малых расстояниях (~ 10-10 м), второй— ван-дер- 
ваальсовским силам притяжения на больших расстояниях (рис. 18):

Минимум Еа соответствует среднему расстоянию между молекулами в отсут­
ствие теплового движения. При кТ <^i Emin движение молекул сводится к коле­
баниям возле дна ямы (твердое тело), случай кТ ~ £?min соответствует жидкому 
состоянию, а случай кТ ^> Emin — газообразному. Ввиду крутого наклона ♦от­
талкивательной» ветви положение точки поворота при сближении молекул газа 
слабо зависит от их средней энергии (см. также разд. 1.5).

► Изотермы газа Ван-дер-Ваальса. Вычисление критиче­
ских параметров. На рис. 19 изображены изотермы газа, описы­
ваемого уравнением (48). На участке KiK2 не выполняется условие

Рис. 18. Рис. 19.
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механической устойчивости (— ) ^0, переход между правой и 
\ oV /т

левой ветвями происходит по горизонтальному участку АВ. Прави­
ло Максвелла: положение отрезка АВ определяется условием равен­
ства заштрихованных площадей. (В противном случае изотермиче­
ский цикл АК^К^ВА производил бы работу, что противоречит вто­
рому началу термодинамики.) Участки АКг и К2В соответствуют
метастабильным состояниям.

n \ кВ критическом точке выполняются сразу два условия: I — = 0
\ OV /т

и ~Qy2 = О’ выразив р из (48) и подставив в эти уравнения, найдем:

у- = 36, рк = ^-^-, тк = ^--^-. 
к к 27 62 к 27 bR

Критические параметры удовлетворяют соотношению: pKVK = ^RTK. Если 
ввести относительные переменные v = V/VK, тг = р/рк и ^ = Т/Тк, то (48) 
принимает вид:

(v-f)(» + 3v’2) = f«.
единый для всех газов. Значит, уравнение Ван-дер-Ваальса удовлетворяет уста­
новленному экспериментально принципу соответственных состояний, который 
утверждает, что если две относительные переменные двух газов совпадают, то 
совпадает и третья. Этот закон хорошо выполняется для большинства газов.

2.7. Равновесие фаз. Фазовые переходы
► Условия равновесия фаз. Фазой называется часть системы, 
однородная по физическим и химическим свойствам. Одно и то же 
по химическому составу вещество может находиться в разных фазах. 
Примерами двухфазной системы являются: (жидкость+насыщенный 
пар), (твердое тело+жидкость) и (твердое тело-|-пар).

Условия равновесия фаз: 1) равенство давлений — механическое 
равновесие; 2) равенство температур — тепловое равновесие; 3) ра­
венство химических потенциалов (или удельных потенциалов Гибб­
са) — равновесие по отношению переходу вещества из одной фазы в 
другую. Последнее условие соответствует минимуму термодинамиче­
ского потенциала Гиббса Ф = p1N1 А р2(П — ^) (см- Р^Д- 2 4) по от­
ношению к числу частиц в одной из фаз ^1. Условие р^р, Т) = р2(р, ^) 
дает (для простой системы) уравнение для кривой сосуществования 
фаз р(Т)\ двухфазная простая система имеет только одну степень 
свободы. Так, давление насыщенного пара (положение горизонталь­
ного участка изотермы, см. разд. 2.6) является однозначной функци­
ей температуры; то же самое относится к зависимости температуры 
плавления от внешнего давления (кривая плавления) и к зависимости 
от температуры давления пара над твердой поверхностью (кривая 
возгонки).
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На рис. 20 приведены все три 
кривые (существования, плавления и 
возгонки) для воды. Точка пересече­
ния этих кривых называется трой­
ной точкой (для воды /3 = —0,15°С). 
Для существования трехфазной си­
стемы должны выполняться сразу 
два условия: рп(р,Т) = рж(р,Т) и 
рж(р, Т) = ртв(р, Т), которые однознач­
но определяют ее давление и темпе­
ратуру.

► Фазовый переход первого рода. Теплота и энтропия пе­
рехода. Чтобы в двухфазной системе перевести часть вещества мас­
сой m из одной фазы в другую, не меняя при этом давления и темпе­
ратуры, надо сообщить системе теплоту Q = mq, которую называют 
(скрытой) теплотой фазового перехода (q — удельная теплота пе­
рехода). При переходе вещества в новую фазу ее энтропия изменилась 
на AS = Q/T = mq/T, а внутренняя энергия на AU = mq — mpAv 
(и = V/m— удельный объем). Величину As = q/T называют удельной 
энтропией перехода, а Ди = q — pAv — изменением удельной энергии 
при переходе. Переход вещества между фазами двухфазной системы, 
связанный с поглощением (выделением) теплоты перехода и сопро­
вождающийся скачкообразным изменением внутренней энергии, эн­
тропии, плотности (объема) и др., называется фазовым переходом 
первого рода.

► Уравнение Клапейрона — Клаузиуса. Если изменить темпе­
ратуру двухфазной системы, то ее давление изменится таким обра­
зом, что химические потенциалы (или удельные потенциалы Гиббса) 
фаз останутся равными: dф1 = dф2) или —^ dT + vrdp = —s2 dT + v2 dp 
(см. разд. 2.4). Получаем, что наклон кривой фазового равновесия
равен

dp _ As _ q 
dT Av TAv (49)

(уравнение Клапейрона — Клаузиуса). Например, для перехода 
лед — вода при атмосферном давлении температура плавления рав­
на 273 К, g = 3,34 • 105 Дж/кг, vB — ил = —0,91 • 10“4 м3/кг, и мы 

dp 7получим —7 = — 1Д • 10 Па/К. Знак минус объясняется аномальным di
свойством воды: при плавлении (таянии) ее плотность увеличивается.

Пример 1. Если непрерывно подводить к жидкости теплоту, то в тот мо­
мент, когда ее температура достигает значения, при котором давление насыщен­
ного пара равно внешнему давлению, наступает интенсивное парообразование во 
всем объеме жидкости, которое называют кипением. Уравнение (49) определяет 
зависимость температуры кипения от внешнего давления. Пренебрегая удель­
ным объемом жидкости и выражая удельный объем пара из уравнения состояния
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RT dp
идеального газа: v =-----, получим приближенное уравнение —- = ———. Напри-

цр di RT2
мер, для воды (д = 18 г/моль) при атмосферном давлении р = 105 Па температура 
кипения равна Т = 373 К, удельная теплота q = 2,26 • 106 Дж/кг, и мы получим 
^ = 3,5 • 103 Па/К.
al

► Фазовый переход второго рода. При фазовом переходе вто­
рого рода (точка Кюри перехода в ферромагнитное состояние, точка 
перехода жидкого гелия в сверхтекучее состояние и др.) плотность, 
внутренняя энергия, энтропия изменяются непрерывно, а различного 
вида производные этих термодинамических функций (восприимчиво­
сти) — теплоемкость, сжимаемость, диэлектрическая или магнитная 
проницаемость и т.д. — изменяются скачком или проявляют критиче­
ское поведение (стремятся к бесконечности при приближении к точке 
перехода). Фазовый переход второго рода происходит сразу во всем 
объеме. В результате перехода происходит качественное изменение 
внутреннего строения — появляется (или исчезает) дополнительная 
симметрия.

2.8. Поверхностное натяжение
► Коэффициент поверхностного натяжения. Молекулы в по­
верхностном слое жидкости обладают большей потенциальной энер­
гией по сравнению с молекулами в объеме (меньше «соседей», энер­
гия взаимодействия с которыми отрицательна, — см. рис. 18). При 
постоянной температуре дополнительная энергия пропорциональна 
площади поверхности Е:

Фпов = <т(Т)^ (50)

где удельную свободную энергию поверхности а называют коэффи­
циентом поверхностного натяжения. При равновесном изотермиче­
ском изменении площади прямоугольного участка поверхности рабо­
та внешней силы равна изменению свободной энергии (30). Поэтому 
А = ДФПОВ = &&£ = o’Lx, где L — длина прямолинейного отрезка 
границы, х — его перемещение. Отсюда следует, что на отрезок гра­
ницы действует сила поверхностного натяжения, перпендикулярная 
к этому отрезку и направленная вдоль поверхности жидкости:

^пов = ^ (51)

Равновесие соответствует минимуму свободной энергии, следова­
тельно, жидкость или жидкая пленка стремятся уменьшить свою по­
верхность: в невесомости жидкая капля принимает форму шара.
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► Термодинамика поверхностного слоя. Так как Фпов является

функцией (Т, Г), то d^ = a dU 4- ^“^ dT. Отсюда с учетом (31) по- dl
лучим выражения для энтропии поверхностного слоя, его внутренней 
энергии и теплоты, поглощаемой поверхностным слоем при изотер­
мическом увеличении площади:

S = -^S, U = 4+TS=(a-^\s, Q = TdS=-^dS. 
al \ al / al

При увеличении температуры T коэффициент поверхностного натя­
жения а уменьшается и при критической температуре обращается в 
нуль.

► Добавочное давление под искривленной поверхностью. Из 
условия механического равновесия поверхностного слоя следует, что 
давление внутри выпуклой поверхности должно быть больше, чем 
снаружи. Добавочное давление Ар в случае сферической поверхности 
найдем, увеличив (мысленно) радиус шара на dR и приравняв работу 
внешних сил над поверхностным слоем к изменению его свободной 
энергии: ApdV = a dE => Apd(±7rR3) = ad^nR2). В результате 
получим

ДР=^- (52)

Обобщением этой формулы является формула Лапласа:

л < 1 1 А
Др = а \ "р~ + ~Р/’ 

\ ^2 /

где Я15 R2 — главные радиусы кривизны (радиусы кривизны в сече­
нии поверхности взаимно перпендикулярными плоскостями, проходя­
щими через нормаль к поверхности в данной точке).

► Краевой угол. Смачивание. Поверхность жидкости образу­
ет с твердой поверхностью угол, который называют краевым. Вели­
чина краевого угла зависит от со­
отношения между коэффициентами 
поверхностного натяжения на гра­
ницах жидкость — воздух (^ж_в), 
жидкость — твердое тело (^ж_т) и 
твердое тело — воздух (сгт_в). Из 
условия механического равновесия Рис. 21.

элемента жидкости на линии пересечения трех сред (рис. 21) имеем 
crT_BL = аж_тЬ 4- аж_вЬсоБ0. Отсюда получим

cos 0 =

7 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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Если cos0 > 0, то говорят, что жидкость смачивает поверхность. 
Если правая часть последнего равенства больше или равна +1, то 
на поверхности твердого тела образуется молекулярная пленка жид­
кости {полное смачивание жидкостью твердого тела); в сосуде жид­
кость образует со стенкой нулевой угол. Если правая часть равенства 
меньше или равна —1, то имеет место полное несмачивание.

► Капиллярные явления. Если жидкость смачивает поверхность 
тонкого капилляра, то она поднимется по нему на высоту Л, опреде­
ляемую условием механического равновесия.

В случае капилляра круглого сечения радиуса г радиус кривизны 
мениска равен R = r/cos0, и давление под мениском (см. (52)) 
должно быть меньше атмосферного на величину 2а/R = 2а cos 0/г.

_ . 2а cos 0
Приравнивая к pgh, находим высоту подъема жидкости: п =-----------.

Р9Г

2.9. Явления переноса в газах
► Средняя длина свободного пробега. Среднее число столкно­
вений в единицу времени выделенной молекулы с другими молекулами 
газа:

z = na{v)V2) (53)

где п — концентрация молекул, (v) —средняя скорость движения мо­
лекул, а а — эффективное сечение для упругих соударений молекул. 
В модели твердых шариков а = 7vd2, где d — диаметр шарика. Мно­
житель у^ учитывает движение встречных молекул; в качественной 
теории явлений переноса его обычно опускают.

Для определения числа столкновений траекторию молекулы, имеющую вид 
ломаной линии, окружают цилиндрической поверхностью радиуса d. Движущаяся 
молекула столкнется с любой неподвижной молекулой, центр которой окажется 
внутри этого цилиндра. За единицу времени молекула проходит расстояние (v), 
объем цилиндра равен 7rd2(v), число попавших в него молекул равно z = 7rd2(v)n.

Полное число соударений между молекулами в единице объема в 
единицу времени равно:

_ zn _ n?<r{v)>/2 
2 '

Средняя длина свободного пробега молекулы равна

a = # = -L.
z п<ту/2

(54)

(55)

Эффективное сечение некоторого процесса взаимодействия между сталкива­
ющимися частицами (по отношению к выделенному результату этого взаимодей­
ствия) определяют следующим образом. Рассмотрим неподвижную молекулу (ми­
шень) и налетающий на нее пучок молекул интенсивности I = nv (интенсивность
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пучка — число частиц, проходящих через единичную площадку, перпендикуляр­
ную скорости молекул). Эффективным сечением процесса называют отношение 
числа столкновений в единицу времени, приведших к выделенному результату, к 
интенсивности пучка:

а = &N/I. (56)

Ослабление пучка молекул, распространяющихся в газе, на пути dx равно

di = —Ian dx = —(I/X) dx,

где a — сечение упругого рассеяния молекул, ndx — число рассеивающих центров 
на пути dx (на единицу площади), А = 1/(па). Интегрируя, получим зависимость 
интенсивности пучка от пройденного им расстояния:

I = Iq ехр(-пах) = IQ ехр(—х/А), (57)

т.е. вероятность того, что молекула испытает соударение на интервале (х, x+dx), 
равна dl/lo = exp(—x/X)d(x/X). Среднее расстояние, пройденное молекулой до
столкновения, равно

I х х dxW = J яехр^-у)— = А.

► Качественная модель явлений переноса в газах. Явления 
вязкости, теплопроводности и диффузии объясняются переносом
импульса, энергии, концентрации за счет хаотического теплового
движения. Вязкостью называют возникнове­
ние силы трения между параллельно движу­
щимися слоями, если скорости слоев различны. 
Если скорость направленного движения й па­
раллельна оси х и меняется только в направле­
нии оси у (рис. 22), то между слоями жидкости 
возникает сила, пропорциональная площади и 
градиенту скорости и:

du
1^1 = ^^7’dy Рис. 22.

(58)

где т] — коэффициент вязкости (или просто вязкость). Возникновение 
силы объясняется переносом вдоль оси у импульса рх молекулами, 
пересекающими площадку за счет теплового движения.

Если в направлении у меняется не скорость направленного дви­
жения молекул, а температура газа, то поток теплоты в направлении 
оси у равен

(59)

где х — коэффициент теплопроводности (или просто теплопровод­
ность).

Если вдоль оси у меняется концентрация меченых молекул газа п^ 
(полная концентрация п должна быть постоянной), то поток меченых
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молекул в направлении оси у (самодиффузия) определяется законом 
Фика:

i = -D^, (60)
dy

где D — коэффициент диффузии.
Обозначим за д(у) величину, поток которой вдоль оси у нас ин­

тересует. В случае вязкости это — импульс направленного движения 
молекул: д(у) = тои(у), в случае теплопроводности — средняя энер­
гия теплового движения: д(у) = (б) = cvm0T (cv —удельная тепло­
емкость), в случае диффузии: д(у) = пг(у)/п. Будем считать, что 
каждая молекула газа переносит через площадку то значение пара­
метра д, которое имеют (в среднем) молекулы газа в том месте, где 
произошло ее последнее соударение. Тогда для потока величины д в 
направлении оси у можно получить выражение

G = -^n(v)X-^-. (61)
О dy

Для качественной оценки можно считать, что после соударения молекула ле­
тит в одном из шести направлений, задаваемых осями координат. С расстояния у 
прилетят молекулы, испытавшие соударение в цилиндре объемом S dy, полетев­
шие в направлении —у и не испытавшие более соударений на пути у. С учетом 
(54), (55), (57) получим д(у) dN = L(O) + j/-y-] “^-exp(-y)(5dy). Интегри-

L dy J \ A /
руя по у, получим вклад молекул, летящих со стороны положительных у. Вычитая 
вклад противоположно летящих молекул, приходим к формуле (61).

к Формулы для коэффициентов переноса.
1. Подставляя д = movx в формулу (61), получим поток импульса, 

который равен силе трения (58) для единичной площади. Для вязкости 
имеем:

г) = ±nm0{v)X = yp(v)A. (62)
2. Подставляя д = cvm0T в формулу (61) и сравнивая с (59), 

находим коэффициент теплопроводности:

х = -^nm0(v)cvX = ^p{v)cvX. (63)

3. Подставляя д = п1/п в формулу (61) и сравнивая с (60), получим 
выражение для коэффициента диффузии:

^=|(0А. (64)

Из формул (62) — (64) следуют два важных факта:
1) Длина свободного пробега обратно пропорциональна р, что 

видно из уравнения (55); поэтому вязкость и теплопроводность газов 
не зависят от давления (закон Максвелла). Этот вывод остается вер­
ным до тех пор, пока длина свободного пробега мала по сравнению 
с размерами сосуда.
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2) Отношение вязкости и теплопроводности не зависит от темпе­
ратуры.

Если длина пробега становится сравнимой с размерами сосуда 
(разреженный газ), то вязкость и теплопроводность начинают зави­
сеть от плотности. Например, при вычислении потока теплоты меж­
ду стенками, расположенными на расстоянии d <^ X (улътраразре- 
женный газ), можно считать, что после удара о стенку, имеющую 
температуру 7^, каждая молекула приобретает (в среднем) энергию 
Сут^Т^, летит без соударений к противоположной стенке и отда­
ет ей энергию cvm0(T2 — TJ. Из формулы (35) следует, что число 
попадающих на стенку молекул равно ^-n(v)SSt. Отсюда получим: 
Ч ^ ^Р^)су^Т-

3. Электродинамика
3.1. Электрический заряд. Закон Кулона
► Электрический заряд — физическая величина, определяющая 
интенсивность электромагнитного взаимодействия.

Свойства заряда:
1. Носителями электрического заряда являются заряженные эле­

ментарные частицы — протон и электрон (а также их античасти­
цы— антипротон и позитрон — и некоторые нестабильные частицы: 
7г-мезоны, /i-мезоны и т.д.). Заряженные частицы взаимодействуют 
между собой с силами, убывающими с расстоянием так же медленно, 
как гравитационные, но во много раз превышающими их по величине.

2. Все заряженные элементарные частицы обладают одним и тем 
же по величине зарядом, который называют элементарным зарядом 
и обозначают буквой е. Опыт показывает, что заряд элементарных 
частиц не зависит от их скорости.

3. Заряд элементарных частиц может быть положительным или 
отрицательным. Одноименные частицы отталкиваются, разноимен­
ные— притягиваются. За положительный заряд принят заряд прото­
на +е. Заряд электрона — отрицательный (—е).

Если в состав макроскопического тела входит различное количе­
ство электронов Ne и протонов Np, то оно оказывается заряженным. 
Заряд тела всегда представляется числом, кратным величине элемен­
тарного заряда: у = e(Np — Ne)..

Закон сохранения электрического заряда: полный заряд замкну­
той системы, т.е. алгебраическая сумма зарядов всех тел, постоянен. 
Это утверждение очевидно, если в системе не происходит превраще­
ний элементарных частиц. Но закон сохранения заряда имеет более 
фундаментальный характер — он выполняется в любых процессах ро­
ждения и уничтожения элементарных частиц.
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► Закон Кулона описывает взаимодействие покоящихся точечных 
зарядов, т.е. элементарных частиц или заряженных тел, размеры ко­
торых малы по сравнению с расстоянием между ними. Сила взаимо­
действия двух точечных зарядов в вакууме (кулоновская сила) прямо 
пропорциональна произведению зарядов и обратно пропорциональна 
квадрату расстояния между ними:

= (1)
где А: — коэффициент пропорциональности, зависящий от системы 
единиц. Сила взаимодействия направлена вдоль прямой, соединяю­
щей заряды; одноименные заряды отталкиваются, разноименные — 
притягиваются.

В системе СИ единица заряда кулон (Кл) определяется через 
единицу силы тока ампер, а коэффициент в формуле (1) равен 
А = 9)0 -109 Н • м2/Кл2, или к = 1/(4тг£0), где б0 = 8,85 • 10~12 Ф/м — 
электрическая постоянная. В гауссовой системе (СГС) к принимает­
ся равным единице, и единица заряда определяется законом Кулона.

Сила, действующая на заряд q со стороны нескольких зарядов 
Qu Q?, • • • равняется суперпозиции сил:

• (r — riY \r ~ ri\ V 7

Распределение заряда по пространству задается пространствен­
ной плотностью заряда р(г), по поверхности — поверхностной плот­
ностью заряда а^г), по линии — линейной плотностью заряда А(г):

dq = pdV, dq = adS, dq = Xdl. (3)
Система зарядов называется электронейтралъной, если ее пол­

ный заряд равен нулю. Простейший пример электр©нейтральной си­
стемы — электрический диполь, состоящий из двух точечных заря- 
дов q и —q. Дипольным моментом электрического диполя называется 
вектор

Р = ^, (4)
где I = г^ — г _ —вектор, проведенный от заряда —q к заряду q.

Обобщением на произвольную электронейтральную систему является опреде­
ление ___

р- 52 зЛ = g(r+ -г_),

где q = ^ qt — сумма всех положительных зарядов, г^ = 41*11 Я — центр
<7i>0 <К>0

положительных зарядов, г_ = ^ 41*1!4 — центр отрицательных зарядов.
ч.<о

► О системах единиц в электростатике. Все формулы будут 
приводиться в системе СИ. Для перехода к гауссовой системе (СГС) 
в большинстве случаев достаточно положить А: = 1. Если формула 
записана через е0, то надо сначала заменить е0 на 1/(4тгА:).
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3.2. Электрическое поле. 
Напряженность поля

► Электромагнитное поле. Взаимодействие заряженных частиц 
друг с другом осуществляется посредством электромагнитного по­
ля. Это означает, что: а) заряженные частицы создают в окружаю­
щем пространстве электромагнитное поле, б) на заряженную части­
цу действует электромагнитное поле, существующее в данной точке 
пространства в данный момент времени. Поле, создаваемое точеч­
ным источником, пропорционально его заряду; воздействие поля на 
заряженную частицу пропорционально заряду этой частицы.
► Электрическое поле. Электромагнитное поле представляет со­
бой совокупность двух взаимосвязанных полей — электрического и 
магнитного. Действие электрического поля на заряженную частицу 
не зависит от ее скорости, а действие магнитного поля пропорцио­
нально скорости частицы. Источниками электрического поля служат 
любые заряженные частицы, магнитное поле создается движущими­
ся зарядами. Соотношение между электрическим и магнитным поля­
ми меняется при переходе в другую инерциальную систему отсчета. 
Свойства полей полностью описываются системой четырех уравне­
ний Максвелла (см. разд. 3.15). Уравнения Максвелла релятивистски 
инвариантны.
► Пробный заряд. Напряженность электрического поля. 
Для определения характеристик электромагнитного поля используют 
понятие точечного пробного заряда, внесение которого в исследуе­
мое поле его не искажает (т.е. не приводит к смещению источников 
поля). Для этого величина пробного заряда должна быть достаточно 
малой. Сила, действующая на неподвижный пробный заряд q, пропор­
циональна его величине и определяется только электрическим полем: 

^q = ^- (5)
Эта формула определяет напряженность электрического поля. Она 
же дает ответ на вопрос, какая сила действует на любой заряд q, 
движущийся или неподвижный, со стороны электрического поля. 
В СИ напряженность измеряется в Н/Кл или в В/м.

3.3. Электростатическое поле.
Принцип суперпозиции
для напряженности и потенциала

► Электростатическое поле. Стационарное электрическое по­
ле, создаваемое системой неподвижных зарядов, называется электро­
статическим полем. Напряженность электростатического поля мо­
жет быть определена с помощью закона Кулона (2).
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1. Поле точечного заряда. Если внести пробный заряд q в поле 
точечного заряда Q, то из (2) и (5) получим:

у£ф* fp (6)

где Е (или Ег) — проекция ^ на радиальное направление.
2. Поле системы зарядов. Используя принцип суперпозиции по-

лей, имеем:

(7)

В случае непрерывного распределения заряда суммирование надо 
заменить интегрированием, см. (3). (Сравните с формулами для поля 
тяготения в разд. 1.8.)

Пример 1. Заряд равномерно распределен по дуге окружности радиусом Я 
с линейной плотностью А (рис. 23). Угловой размер дуги равен 2а0. Вычислить 
напряженность в центре окружности.

Решение. Напряженность направлена по оси х, проходящей через середину 
дуги и центр окружности. Напряженность поля, создаваемого в точке О элемен­
том дуги с угловым размером da, равна dE = к dq/R2, где dq = AR da. Проектируя 
на т и интегрируя, находим:

n ARda 2Asina0Е^ = k-^cosa = k—^.^
J —ао

Пример 2. Поле отрезка. Заряд равномерно распределен по отрезку 
прямой с линейной плотностью А. Вычислить напряженность поля в точке А, 
положение которой по отношению к отрезку задано расстоянием у до прямой и 
двумя углами ах и а2 (рис. 24).

Решение. Вклад в напряженность от элемента dx равен dE = kAdx/r2, его 
проекции на оси х и у равны dE cos а и dE sin а. Интегрировать удобно по углу а 
после подстановки г — у/ sin а и замены переменной: х = —у ctgo, dx = yda/sin2 a. 
Для проекций Ex и Ey получим:

Ex = к — (sino2 ~ sino^), Ey = к — (cosaj — cosa2).

Если Qj = тг — a2 = а (точка А лежит на перпендикуляре, проведенном через 
середину отрезка), то Ех = 0, Еу = 2kAcosa/y. Если в этом равенстве а -> О 
(прямая), то Еу = 2кА/у. Если aj = 0, а2 = тг/2 (полупрямая), то Ех = Еу = кА/у.
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► Потенциал электростатического поля. Как и любое стацио­
нарное центральное поле, электростатическое поле является потен­
циальным (см. разд. 1.5). Это означает, что работа поля при пере­
мещении пробного заряда из одной точки пространства в другую не 
зависит от траектории. Сказанное позволяет определить потенциал 
электростатического поля ^(г):

АД1 -> 2) = W^) - Wq(r2) = q^r^ - p(r2)], (8)

где Ag(l —> 2) — работа поля при переносе пробного заряда q 
из точки гг в точку r2, Wg(r) = g<^(r) — потенциальная энергия 
точечного заряда q во внешнем электростатическом поле (в этой 
главе энергия будет обозначаться буквой W). Величина ^(rj — ^{г^ 
называется разностью потенциалов между точками rY и г2. Для 
однозначного определения Wg(r) и ^(г) надо выбрать точку, где они 
обращаются в нуль. В СИ потенциал измеряется в вольтах (В).

Зная напряженность ^(г), можно вычислить разность потенциа­
лов и потенциал:

‘Р^) - <р(г2) = / ^dr, , ^^ = / ^dr, (9)
Jfl J Го

где f0 — точка, в которой потенциал принят равным нулю. Зная 
потенциал (р(г), можно найти проекцию напряженности на любое 
направление I (исходя из (9) для двух близких точек):

Е‘=-# <10)

и вектор напряженности:

g = ^v = -(^ + A + i^Y ни 
\ дх ду dz )

► Потенциал поля точечного заряда и системы зарядов.
Потенциал поля точечного заряда Q можно найти с помощью 

формулы (10):

dr dr г2 г
Обычно потенциал принимают равным нулю на бесконечности. В 
этом случае:

Р{г) = ^^-- (12)

Потенциал поля системы зарядов равен сумме потенциалов полей 
отдельных зарядов (принцип суперпозиции для потенциала):

У’(^) = ¥’1(И + ¥’2(’9+ " i ^t^ =^^1^.1 • (13)
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Если заряд распределен непрерывно, суммирование надо заменить
интегрированием.

Пример 3. Поле диска. Рассмотрим тонкий диск радиусом R, равномер­
но заряженный с поверхностной плотностью а. Вычислить потенциал в точке А, 
расположенной на оси диска на расстоянии х от его центра (рис. 25).

Решение. Вклад в потенциал тонкого коль­
ца, заключенного между окружностями радиусов 
г и г + dr, равен

d^p = к
dq 

у/х2 4- г^
_ а 2тгг dr 

у/х2 -|- г2

(все точки кольца расположены почти на одина­
ковом расстоянии от точки А). Интегрируя, на­
ходим потенциал кольца:

= 2ктга ( ^/а:2 4- Я2 — х^.

Затем с помощью (10) определим напряженность (она направлена вдоль я):

Е.
dtp / х
— = 2тгка ( 1-----

dx \ у/х2 + R2

В пределе R —^ оо получим поле бесконечной плоскости: Ех = 2тгка = а/(2е0).
Пример 4. Поле диполя. Требуется найти потенциал и напряженность

электростатического поля вдали от диполя, изображенного на рис. 26.
Решение. Потенциал в точке, задавае­

мой радиусом-вектором г, на большом рас­
стоянии от диполя (г = |г| > /) равен:

kq<ЛГ) = ---
kq ~ kq kq ~ (р ' ^) 
г2 г — s г + s • г3

где s = (у • у), р = дГ(см. разд. 3.1).
Чтобы найти напряженность, исполь-

V И 3 fзуем тождества: gradl ——■ I =---- ----- и
\ г3 / г4 г

grad (р г) = р. В результате имеем:

7? = —grad (р = к [ 3(p-r)r
L г*

Рис. 26. Отсюда для модуля напряженности получим
Е = крг~3 у/3со& ^4-1- Такие же выражения 

верны для поля любой электронейтральной системы с отличным от нуля диполь­
ным моментом (см? разд. 3.1) на большом от нее расстоянии.

► Диполь во внешнем поле. Маленький диполь с дипольным 
моментом р = ql во внешнем поле обладает потенциальной энергией 

^n = ^(rj - q<p(r_) = q^l = ~рЕ, = -(p • ^).

Эта энергия изменяется как при повороте диполя — на диполь со 
стороны поля действует вращательный момент:

М — I х {q^) = р х ^,
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так и при перемещении диполя в неоднородном поле — на диполь 
действует сила:

^ = q^ (r+) - q^ (r_) = q^-l = р^~ дЁ дЁ д!
Рх дх +Ру ду +Рг dz '

Равновесная ориентация с минимальной энергией соответствует по­
ложению р || ^, ориентированный таким образом диполь втягивается 
в область более сильного электрического поля.

3.4. Теорема Гаусса
► Поток вектора напряженности. Потоком вектора напряжен­
ности через маленький плоский участок площадью ds называется

dФ = {^ ds) = Ends = Е cos 0 ds, (14)

где ds = nds,n — вектор нормали к плоскости, 0 — угол между ^ и п, 
Еп = Ecosd— проекция Е на направление нормали. Знак с/Ф зави­
сит от выбора направления нормали. Поток вектора напряженности 
через поверхность S конечных размеров определяется как

Ф = У Ends. (15)

S

В случае замкнутой поверхности направление нормали выбирается в 
сторону внешнего пространства.

Аддитивность потока: если электростатическое поле является 
суперпозицией двух полей £(г) = ^(г) + ^2(г), то для любой 
поверхности Ф = Ф1 + Ф2.

Поток вектора напряженности, создаваемый точечным заря­
дом Q, через площадку ds равен

dФ = Er cos в ds — ^k^ dsL = ±kQ dQ,

где dsL — проекция ds на плоскость, перпендикулярную f; 
dQ = ds^/r2 —телесный угол, под которым площадка видна от заря­
да Q; знак «+» соответствует острому углу между п и г, а знак «—» — 
тупому углу. Поток через замкнутую поверхность равен ^kQ, если 
заряд Q находится внутри этой поверхности, и нулю — если снаружи.

► Теорема Гаусса. Поток вектора напряженности электростати­
ческого поля через замкнутую поверхность выражается через полный 
заряд внутри этой поверхности дохв (охватываемый поверхностью):

Ф = 4^охв=^. (16)
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Теорема Гаусса и силовые линии. Для графического изображения полей 
используют силовые линии (линии напряженности) поля, которые проводятся по 
следующим правилам: а) касательная к силовой линии направлена вдоль векто­
ра ^ в каждой точке пространства; б) густота силовых линий пропорциональна 
величине напряженности в данной области пространства. Поток вектора напря­
женности пропорционален числу силовых линий, пронизывающих поверхность. 
(По такому же правилу можно ввести линии любого векторного поля.) Теорема 
Гаусса означает, что силовые линии начинаются и заканчиваются на зарядах, а 
в пустом пространстве непрерывны. Отметим, что теорема Гаусса и непрерыв­
ность силовых линий являются следствием того, что кулоновская сила убывает с 
расстоянием как 1/г2.

Кроме силовых линий, используются также эквипотенциальные поверхно­
сти, которые перпендикулярны силовым линиям (работа поля при переносе проб­
ного заряда вдоль этой поверхности должна быть равна нулю).

► Вычисление напряженности с помощью теоремы Гаусса.
Если соображения симметрии позволяют построить замкнутую по­
верхность (ее называют гауссовой), на части которой вектор ^ пер­
пендикулярен поверхности и имеет постоянную величину Е, а на 
остальной части Ё направлен вдоль поверхности (^ ± п), то с по­
мощью теоремы Гаусса (16) для этой поверхности можно найти Е.

Пример 1. Поле заряженной нити. Найти напряженность поля, создава­
емого бесконечной равномерно заряженной нитью (рис. 27).

Решение. Напряженность в любой точке пространства направлена вдоль
перпендикуляра к нити, а значение Ег зависит только от расстояния г до 
нити. В качестве гауссовой поверхности можно выбрать цилиндр радиусом г

и образующей длиной I, ось которого находится 
на нити. Записав теорему Гаусса (15), найдем 
напряженность:

Е 2тгг1 = --  
со

Ег
_А_ _ 2кА 
2тге0г г

(сравните с примером 2 из разд. 3.3). Разность 
потенциалов двух точек равна

1 г2
*1 “ ^2 = ,п~'

^^0 Г1

Пример 2. Поле заряженной плоскости. Наити напряженность поля, со­
здаваемого бесконечной равномерно заряженной плоскостью (рис. 28).

Решение. Напряженность всюду пер­
пендикулярна плоскости, а Ех зави­
сит только от расстояния до плоско­
сти. В качестве гауссовой поверхно­
сти можно выбрать цилиндр, основа­
ния которого площадью S расположе­
ны симметрично относительно плоско­
сти. Поток через эту поверхность равен 
Ex(x)S — Ex(—x)S = 2EXS. Записав тео­
рему Гаусса, найдем напряженность:

2EXS= — => Ех(х) = -Ех(-х)= —

(см. пример 3 из разд. 3.3). Приняв 99 = О- 
при х = 0, получим <р(х) = ----- |i|.

2е0
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Пример 3. Поле заряженного шара. Найти поле равномерно заряженного 
шара радиусом R.

Решение. Поле равномерно заряженного шара является центральным. В 
качестве гауссовой поверхности можно выбрать сферу радиусом г. Если г > Я, то 
внутрь поверхности попадает весь шар (дохв = д),и мы имеем: Ег'4тгг2 = q/e0. Если 
г < R, то qOXB = qr3/R\ и теорема Гаусса принимает вид: Ег • 4'кг2 = qr3/(e0R3). 
Окончательно получим:

при г > R,

при г < R

(р — плотность заряда). Исходя из формулы для радиальной составляющей 
напряженности Ег = —dtp/dr (см. разд. 3.3), находим

к— при г >

qr2 qr2 3 q
— k---- — 4- const = —k---- — 4- —k— при r < R 

2R3 2Я3 2 H

(константа определяется из условия непрерывности потенциала на поверхности 
шара).

► Теорема Ирншоу. С помощью теоремы Гаусса можно убедить­
ся в справедливости теоремы Ирншоу, которая утверждает, что то­
чечный заряд в пустой области пространства не может находиться 
в состоянии устойчивого равновесия под действием электрических 
сил. Действительно, в этом случае напряженность поля остальных 
зарядов на маленькой сфере, окружающей заряд, должна быть всюду 
направлена внутрь сферы (если рассматриваемый заряд положитель­
ный), но это противоречит теореме Гаусса (все остальные заряды 
находятся вне сферы).

Уравнения Максвелла в электростатике. Условие потенциальности элек­
тростатического поля

^ S dr = 0 => rot ^ = О

представляет собой одно из уравнений Максвелла (в интегральной и дифферен­
циальной форме) для случая электростатики. Второе уравнение — теорема Гаусса 
(для объемного распределения заряда):

/
S ds=— pdV => div ^ = —.

£0 J е0

Подставив сюда S = —grades, получим уравнение Пуассона для потенциала:

Р Рdiv grade/? =------ , или Дс^ =------- .
£о е0
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3.5. Электростатика проводников
► Поле в проводнике. Потенциал проводника. Проводником 
называется вещество, способное проводить электрический ток (или 
тело из такого вещества). Для этого вещество должно содержать сво­
бодные заряды, способные перемещаться по объему проводника. В 
электростатике рассматривается состояние, в котором заряды при­
шли в равновесие (т.е. отсутствует направленное движение зарядов — 
электрический ток). Это значит, что всюду в объеме проводника на­
пряженность поля должна быть равна нулю. Отсюда следует, что:

1. Потенциал всех точек проводника имеет одинаковое значение, 
которое называют потенциалом проводника.

2. Для поля вне проводника поверхность проводника является 
эквипотенциальной. Линии напряженности перпендикулярны поверх­
ности проводника.

3. Объемная плотность заряда в проводнике равна нулю (из тео­
ремы Гаусса следует, что заряд в любом объеме внутри проводника 
равен нулю). Нескомпенсированные заряды распределены по поверх­
ности проводника.

4. Напряженность поля вблизи поверхности проводника связана с 
поверхностной плотностью заряда на этом участке поверхности:

Е=^- (17)

Эту формулу можно получить из теоремы Гаусса (16), если в качестве гауссо­
вой поверхности взять маленький цилиндр, одно основание которого проходит вне 
проводника вблизи его поверхности, а другое— внутри проводника: ES = pS/sq .
► Уединенный проводник. Потенциал уединенного проводника 
пропорционален его заряду:

1

где С — электроемкость проводника, зависящая от его формы 
и размеров (и от диэлектрической проницаемости среды вокруг 
проводника). Электроемкость измеряется в СИ в фарадах (Ф), а, в 
СГС — в см. Например, потенциал и электроемкость уединенного 
шара радиусом R равны

99=4^'r’ ^^оЯ.

► Соединение проводников. При соединении проводников с раз­
личными потенциалами проводящей проволокой их потенциалы вы­
равниваются. Если проводники расположены далеко друг от друга, 
то потенциал каждого из них можно рассчитывать как потенциал
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уединенного проводника, и закон сохранения заряда позволяет найти 
потенциал составного проводника у?':

с^ + с^^с^' + с^1 => ^ = 2^±^ 

(электроемкость проволоки можно считать пренебрежимо малой и ее 
заряд не учитывать). Если электроемкость одного из проводников 
очень велика, то его потенциал почти не меняется. Например, при 
соединении проводника с землей (заземлении) его потенциал стано­
вится равным постоянному потенциалу Земли, который принимают 
равным потенциалу на бесконечности (т.е. нулю).
► Проводник во внешнем поле. При внесении любого провод­
ника во внешнее поле свободные заряды перераспределяются таким 
образом, чтобы напряженность результирующего поля (суперпози­
ции внешнего поля и поля зарядов проводника) равнялась нулю вну­
три проводника. Например, если к незаряженному проводнику подне­
сти положительный точечный заряд, то на ближней поверхности про­
водника соберутся отрицательные заряды, а на дальней — положи­
тельные, и заряд с проводником будут притягиваться. (Это явление 
называется электростатической индукцией.) Так как распределение 
зарядов на проводнике обычно не известно, то расчет по принципу 
суперпозиции применить невозможно. В некоторых случаях задачу
удается решить косвенным путем.

Пример 1. Поднесем точечный заряд q > 0 к поверхности заземленного про­
водника на расстояние а, малое по сравнению с размерами проводника. В этом
случае конечный проводник можно заме­
нить бесконечным полупространством из 
проводника (рис. 29). Напряженность по­
ля отрицательных зарядов на поверхно­
сти проводника в каждой точке внутри 
проводящего полупространства компенси­
рует напряженность, создаваемую в этой 
же точке зарядом q. Значит, поле заря­
дов проводника точно совпадает (внутри 
проводника!) с полем воображаемого за­
ряда ( —q), помещенного в ту же точку, 
что и заряд q. Последний шаг: поле за­
рядов проводника вне проводника, сим­
метричное относительно плоскости полю 
внутри проводника, точно совпадает с по­
лем воображаемого заряда ( —q), но рас­
положенного симметрично заряду q. Этот 
воображаемый заряд называют «изобра­
жением* заряда q, а сам метод — мето­
дом электростатических изо бражений. 
Теперь можно найти: а) силу притяжения 
заряда и проводника F = kq2/(2a)2\ б) на­
пряженность поля во всем пространстве bi 
сти двух зарядов +q и — q); в) распределе!

Рис. 29.

проводника (она равна напряженно- 
е зарядов на поверхности проводни­

ка— зная напряженность поля возле поверхности, по формуле (17) можно опре­
делить а.
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► Принцип единственности. При решении задач с неизвестным 
распределением заряда помогает принцип единственности, который 
можно сформулировать следующим образом: существует единствен­
ное распределение зарядов по поверхности проводников и единствен­
ное поле Е(г) в пространстве между ними, при котором напряжен­
ность поля внутри проводников равна нулю, а потенциалы или заряды 
проводников имеют заданные значения. Поэтому, если удалось уга­
дать такое распределение зарядов или такую конфигурацию поля, при 
котором эти условия выполняются, то это решение и будет правиль­
ным. Например, заметив, что эквипотенциальная поверхность ^ = 0 
для поля двух зарядов q и —q совпадает с их плоскостью симметрии 
(см. рис. 29), можно сделать вывод, что их поле с той стороны от 
этой плоскости, где находится заряд q, совпадает с полем заряда q и 
проводящей плоскости (см. предыдущий пример).

Пример 2. Проводящий шар в однородном поле. Рассмотрим 
проводящий незаряженный шар в однородном поле Ео. Заряды на шаре распре­
делятся так, чтобы создать внутри шара поле (-^0). Чтобы подобрать такое 

два воображаемых шара такого же радиу­
са, но равномерно заряженных по объему, 
один — зарядом плотностью р, другой — 
плотностью —р. (Поле такого шара бы­
ло рассмотрено в примере 3 из разд. 3.4.) 
Если центр положительного шара смещен 
на малое расстояние I по отношению к цен­
тру отрицательного (рис. 30), то в обла­
сти их пересечения поле равно

^ = рг + р^~^ = ^ 

З^о Зе0 Зе0

т.е. является однородным. Плотность за­

распределение зарядов, рассмотрим

ряда внутри пересечения шаров равна нулю. Устремим теперь I к нулю, а р к 
бесконечности, так чтобы р//(Зе0) = ^0. В итоге получим правильное распреде­
ление зарядов: ст = а0 cos0, где v0 = pl = Зе0Е0, а также найдем поле, создаваемое 
зарядами проводящего шара вне шара: оно совпадает с полем точечного диполя 
с дипольным моментом р = (pV)l = 4тгс0Н3 ^0 (см. пример 4 из разд. 3.3).

3.6. Электростатика диэлектриков
► Поляризация диэлектрика. Поляризованность. Диэлектри­
ком называют вещество, которое не проводит электрический ток. 
Значит, в этом веществе отсутствуют свободные заряды (или их ни­
чтожно мало). Тем не менее, в присутствии диэлектрика происходит 
ослабление электрического поля. Это свидетельствует о том, что при 
помещении диэлектрика в электрическое поле в объеме и на поверх­
ности появляются макроскопические заряды. Указанные заряды воз­
никают в результате поляризации диэлектрика —смещении связан­
ных зарядов отдельных молекул или кристаллической решетки друг
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относительно друга. При поляризации средний дипольный момент 
молекул становится отличным от нуля, и возникает дипольный мо­
мент объема диэлектрика. Степень поляризации в данной точке ди­
электрика характеризуют поляризованностъю ?, определяемой как 
суммарный дипольный момент молекул в расчете на единицу объема:

где п — концентрация молекул. Для построения макроскопиче­
ских уравнений поля в диэлектрике можно упрощенно считать, что 
все молекулы в объеме ДУ имеют одинаковый дипольный момент 
(p^/n^iy

► Поляризованность и связанные заряды. Механизм образова­
ния макроскопических связанных зарядов проще всего представить 
в случае однородной поляризации (Р = const). В этом случае объем 
диэлектрика остается электронейтральным, а на его поверхности вы­
ступают заряды — на передней (по отношению к Р) положительные, 
на задней — отрицательные. Создаваемая ими напряженность будет 
направлена против поляризованности Р.

При поляризации через произвольную площадку As в объеме ди­
электрика (включая его границу) в направлении нормали к поверхно­
сти проходит заряд

Ag = n(Ss(l) cos 0)qQ = Pn^s = (Р • As), (18)

где As( I) cos 0 — объем тонкого цилиндрического слоя, молекулы ко­
торого при поляризации пересекают площадку (рис. 31). Проинтегри­
ровав по любой замкнутой поверхности, найдем полный связанный
заряд, вышедший из охватываемого ею объ­
ема, что означает появление внутри объема 
связанного заряда

?охв = ~ Ф Р - ds или div ? = -рсв. (19)

Здесь ds = nds направлен, как обычно, в 
сторону внешнего пространства. Для поверх­
ностной плотности связанного заряда из (18) 
получим:

^св = Рп (20)

► Электрическое смещение. Макроскопическая напряженность 
электрического поля в диэлектрике определяется как результат
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усреднения микроскопической напряженности Ё (сильно меняющей­
ся на межатомных расстояниях) по малому объему, содержащему до­
статочно много молекул: Ё (г) = ( ^микро). Напряженность поля опре­
деляется как связанными, так и сторонними, нанесенными на диэлек­
трик извне, зарядами:

^ ds^^^ + q^). (21)

Так как распределение связанных зарядов заранее не известно, 
удобно ввести новую величину, которую называют электрическим 
смещением:

^ = е0^+? (5=^+4^? в СГС). (22)

Из уравнений (19), (21) следует, что электрическое смещение опреде­
ляется только сторонними зарядами:

<f d ds = q%B (^ds = ^B в crc) (23)

(теорема Гаусса для электрического смещения). В дифференциаль­
ной форме это уравнение имеет вид

div Д = />ст (div 5 = 4тгрст в СГС).

► Изотропный диэлектрик. Поляризованность 1* в данной точ- 
ке диэлектрика возникает под воздействием электрического поля и 
определяется его напряженностью ^. В не очень сильных полях I* 
зависит от ^ линейно, а в изотропном диэлектрике, кроме того,

II
?=еояЙ (? = х^ в СГС), (24)

гд^ х — диэлектрическая восприимчивость вещества. Для электри­
ческого смещения в однородном диэлектрике получим:

Д=Е0Е^ (^ = е^ в СГС), (25)

где f= Ц-х (е = 1 + 4тгх в СГС) — диэлектрическая проницаемость 
вещества.

► Условия на границе раздела диэлектриков. На границе раз­
дела двух диэлектриков выполняются следующие условия для танген­
циальных (касательных) и нормальных компонент:

Е1т = Е2т, D2n-Dln = ^, P2n-Pln = -a“ (26)

(нормаль п проведена из первой среды во вторую). Если стороннего 
заряда на границе нет, то нормальные компоненты смещения равны
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друг другу. Первое условие получается из условия потенциальности 
поля Е (работа по замкнутому контуру равна нулю), второе — из 
формулы (23). В случае изотропного диэлектрика имеем:

ЕХт = Е2т> ехЕ1п = е2Е2п, Dln = D2n, ^ = ^. (27)

Видно, что на границе диэлектрических сред происходит преломление 
линий напряженности.

► Вычисление полей в присутствии диэлектриков. Уравнения 
для Ё и D вместе с условием связи между ними в данном веще­
стве (25) и граничными условиями (27) однозначно определяют поле 
во всем пространстве по известному расположению сторонних заря­
дов. Отметим некоторые свойства решения:

1. Из уравнений (19) и (23) и формулы Р = — —-D, которая 
является следствием (24) и (25), для однородного диэлектрика полу­
чим

рсв = -^-Рст (28)

Значит, в отсутствие стороннего объемного заряда в результате по­
ляризации будет возникать только поверхностный связанный заряд. 
(Если диэлектрик неоднородный, т.е. е зависит от координат, то объ­
емный связанный заряд возникает и в отсутствие объемного сторон­
него заряда.)

2. Если границы однородного диэлектрика совпадают с эквипо­
тенциальными поверхностями того поля ^0, которое создают сто­
ронние заряды в отсутствие диэлектрика, то все граничные условия 
удовлетворяются, если положить

^^ = . (29)

Пример 1. Если точечный заряд q окружить сферическим слоем из диэлек­
трика (внутренний радиус RY, внешний — R2), то вне диэлектрика напряженность 
поля не изменится, а внутри

Е= —- ------Ч—, 
47ГЕоЕ г2

Р = gQ(g “ !)£ =

^=рш=^-_^, .св

g -1 9
£ 47ГГ2 ’

g ~ 1 9

е 4irR?

Связанные заряды на поверхностях равны друг другу: д2в = —$jB = <7--------•
Е

Пример 2. Рассмотрим шар из однородного диэлектрика, равномерно за­
ряженный сторонним зарядом с объемной плотностью р. Напряженность поля в
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отсутствие диэлектрика определена в примере 3 из разд. 3.4. В присутствии ди­
электрика напряженность при г < R уменьшится в е раз:

Е=Т~’ P = e0(s-l)E=—-^, 
Зе0е е 3

^ = pW = i_LPLt
е 3

„св _ £ " 1 л 
р =---------- р€

Нетрудно проверить, что асв4тг/?2 = — рсву7гН3, т.е. полный связанный заряд, 
как и должно быть, равен нулю.

Пример 3. Если в однородное поле ^0 перпендикулярно напряженности 
поместить пластину диэлектрика, у которого е меняется от Ej на одном конце 
до е2 на другом, то получим

D = е0Е0 = const, Е=^~, P = D^-^-, рс" 
е(т) е

a^=P2=D^^-, а^ =-Рх =-D^^-. 
е2 С1

dP_ -
dx £2 dx ’

Легко проверить, что полный связанный заряд равен нулю.
Пример 4. Если в однородное поле ^0 внести шар из однородного диэлек­

трика, то он поляризуется однородно ( ? = const). Действительно, равномерная 
поляризация соответствует сдвигу двух равномерно заряженных шаров из при­
мера 2 в разд. 3.5; как было показано, при этом возникает однородное поле с 
напряженностью Е } = —3eQpT= —3e0(ql/V) = —Зе0 ?. Полное поле при этом рав­
но 2=2о + 21 = 20 — Зе0 2. Из этого уравнения и условия 2 = (в-1>0 2 
находим

2 = ^-, 

е + 2
^= зе^я^ 

е + 2 0

При этом выполняются все граничные условия.

► Механизмы поляризации. Различают три механизма поляри­
зации диэлектриков.

1. Ориентационный механизм поляризации полярных диэлектри­
ков. Молекулы полярного диэлектрика (полярные молекулы) облада­
ют постоянным дипольным моментом р0 в отсутствие поля (Н20, 
НС1 и др.). Вследствие теплового движения, в отсутствие поля все 
направления дипольного момента равноправны, и средний дипольный 
момент равен нулю. Внешнее поле стремится установить дипольные 
моменты молекул вдоль (см. разд. 3.3). В результате конкурен­
ции ориентирующего действия поля и теплового движения возникает 
средний дипольный момент (р), который в слабом поле (р^Е <^ kT) 
пропорционален ^ и убывает с ростом температуры.

В газообразных диэлектриках, в соответствии с распределением Больцмана

(см. разд. 2.5), вероятность ориентации р пропорциональна ехр , где

Wn = “(? ’ ^)- Видно, что во внешнем поле средний дипольный момент должен

—— 1, где f(x) — некоторая

функция, равная нулю при а; = 0 и единице при г —> оо (сильное поле, все диполи
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Р2
почти параллельны). При малых х (слабое поле) f(x) И ух, (р) й у——Е — 

средний дипольный момент пропорционален Е и обратно пропорционален Т. 
Расчет дает для 7 значение 1/3, т.е. X =----- — Ё. Поэтому для диэлектрической

3 кТпроницаемости получим

е= 1 + 1 "Ре
3 еокТ

(-^т# в сгс)
(формула Дебая — Ланжевена).

2. Электронный (деформационный) механизм поляризации непо­
лярных диэлектриков. В отсутствие внешнего поля дипольный мо-/ 
мент неполярной молекулы равен нулю (Н2, О2, N2 и т.д.), т.е. наи- ; 
меньшей потенциальной энергией обладает такое состояние молеку­
лы, при котором центр отрицательного заряда (электронного обла- • 
ка) совпадает с центром положительного. При включении внешнего 
поля центры положительного и отрицательного зарядов смещаются, 
и возникает сила, стремящаяся вернуть их в положение равновесия; 
при малом смещении I эта сила пропорциональна I: ^ = —/31 (квази- 
упругая сила). В положении равновесия q^ — /31, т.е. возникающий 
под действием поля (индуцированный) дипольный момент р = qQl ока­
зывается пропорциональным напряженности поля: р = ае^. Опре­
деленный таким образом коэффициент а называют поляризуемостью 
молекулы. Поляризуемость диэлектрика равна ^ = пр = пеоаЁ, где

— поле, действующее на одну молекулу. В газах это поле можно 
считать равные среднему полю в диэлектрике, и для диэлектрической 
проницаемости получим:

е = 1 + х=1 + ап.

В плотных газах и жидкостях надо учитывать отличие поля, действу­
ющего на молекулу, от среднего поля в диэлектрике (второе включает 
в себя поле самой молекулы, а первое — нет).

3. Ионная поляризация в твердых диэлектриках, обладающих 
кристаллической решеткой. Под действием поля подрешетка поло­
жительных ионов смещается целиком в одну сторону, подрешетка 
отрицательных ионов — в другую.

► Сегнетоэлектриками называют вещества (например, сегнето- 
ву соль), в которых ниже температуры Тс, называемой температу­
рой Кюри, небольшие области — домены — спонтанно поляризова­
ны до насыщения (все диполи ориентированы параллельно). Сегнето­
электрики по своим свойствам являются электрическими аналогами 
ферромагнетиков: они имеют аномально большую диэлектрическую 
проницаемость, зависящую от Е и Т, проявляют при поляризации 
гистерезисные свойства, превращаются в обычные диэлектрики при 
нагревании выше температуры Кюри (подробнее см. разд. 3.13).
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3.7. Конденсаторы
► Электроемкость конденсатора. Конденсатором называется 
система из двух изолированных друг от друга проводников, один 
из которых заряжен зарядом +д, другой — зарядом —q. Проводники 
называют обкладками конденсатора, заряд q — зарядом конденса­
тора, разность потенциалов между положительной и отрицательной 
обкладками U — напряжением на конденсаторе. Напряжение на кон­
денсаторе пропорционально его заряду:

9 = ^U, (30)

где С — электроемкость (или просто емкость) конденсатора (изме­
ряется в фарадах).

► Простые конденсаторы. Конденсатор называют простым, 
если: а) электрическое поле сосредоточено в ограниченной области 
пространства между его обкладками (т.е. можно считать, что все 
силовые линии начинаются на положительной обкладке и заканчива­
ются на отрицательной); б) все пространство, в котором сосредото­
чено поле, заполнено однородным диэлектриком.

Пример 1. Плоский конденсатор. Конденсатор называется плоским, если 
его обкладками служат две параллельные пластины площадью 5, расстояние меж­
ду которыми мало по сравнению с их размерами (d <£ y/S). Поле между пластинами 
можно считать однородным всюду, кроме самых краев. Напряженность поля най­
дем с помощью формулы (17): Е = q/(e0ES). Напряжение на конденсаторе U = Ed, 
а его емкость равна

С = -^Г- (31)а

Пример 2. Сферический конденсатор. Конденсатор называется сфери­
ческим, если его обкладками служат две концентрические сферы радиусов Rx 

q
и R2. Напряженность поля между обкладками: Е =-------- ~, где г — расстояние4тге0ег2
до центра. Напряжение вычисляется по формуле U = fR 2 E(r) dr, а емкость равна

с _ ^eqeRxR2
^2 - Ri

При R2 —► оо это выражение переходит в емкость уединенной сферы (см. разд. 3.5).

Пример 3. Цилиндрический конденсатор. Конденсатор называется 
цилиндрическим, если его обкладками служат два концентрических цилиндра 
радиусов RY и R2 и длиной l^ R2— R^ Напряженность между обкладками равна 
Е = -----—----- . Напряжение вычисляется по формуле U = f^2 E(r)dr, а емкость2тгеоег1
равна

с _ 2тгеое/
" M^/HJ ‘
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► Составные конденсаторы. Соединяя обкладки простых кон­
денсаторов, получим составной конденсатор. Емкость составного 
конденсатора определяется формулой (30) и выражается через емко­

сти его компонентов.
q 1- Параллельное соединение. Все об-
|l кладки соединены между собой и обра- 

зуют обкладки составного конденсатора 
^ (рис. 32, а). В этом случае имеем

рис. 32. U = Uit q^Y^’ C = YCi-

2. Последовательное соединение. Обкладками составного кон­
денсатора служат обкладки крайних конденсаторов (рис. 32, 5), пол­
ный заряд на каждой паре внутренних обкладок равен нулю. Имеем

,=,„ „=^, ±=Е±.

3. Во многих случаях можно рассчитать емкость составного кон­
денсатора, шаг за шагом заменяя последовательно и параллельно со­
единенные конденсаторы на эквивалентную емкость. Если же схе­
му нельзя свести к параллельным — последовательным элементам, то
можно воспользоваться методом узловых потенциалов.

Пример 4. Рассмотрим схему на рис. 33. 
Примем ^рА = 0, тогда <рв = U. Потенциалы с^ 
и <р2 найдем из системы уравнений, выражающих 
условие электронейтральности в узлах 1 и 2 (пол­
ный заряд трех обкладок, подходящих к каждому 
узлу, должен быть равен нулю):

(<£1 — U)C3 4- («^ — ^2)^5 + ^1^1 = О»

(^2 “ ^)^4 + {<р2 ~ 9^1 )^5 + ^2^2 = О-

Решив уравнения, найдем заряд составного кон­
денсатора q = С}^ + С2Ч>2 и емкость С = q/U. Рис. 33.

3.8. Энергия электростатического поля
► Энергия системы зарядов. Энергия взаимодействия системы 
зарядов определяется как работа внешних сил, необходимая для 
создания этой системы, или как работа, совершаемая силами поля 
при ее уничтожении. Энергия взаимодействия двух точечных зарядов 
равна энергии одного заряда в поле, создаваемом другим зарядом:

^12 = 91¥>2(fl) = 92^1 (Гг) = к^-- 
г

Энергия взаимодействия системы точечных зарядов равна

^ = Е wa = 7 Е wn = 7 Е ^)- (32)
i>j i^j i
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Здесь ^(rj) —потенциал, создаваемый всеми остальными зарядами 
в той точке, где находится г-й заряд. Если переписать эту формулу 
для заряда, непрерывно распределенного по поверхности или объему 
в ограниченной области пространства, то получим!

v s
(33)

Хотя формула (33) получена формальным обобщением (32), между ними 
есть принципиальные различия. В формуле (32) <д(г,) — потенциал, создаваемый 
остальными зарядами, а в (33) <^(г) — потенциал всех зарядов в точке г (вклад 
элемента объема или поверхности при уменьшении размеров стремится к нулю). 
Но самое главное — (32) учитывает только энергию взаимодействия, после 
разнесения точечных зарядов далеко друг от друга остается собственное поле 
каждого заряда; формула (33) позволяет вычислить полную энергию системы 
непрерывно распределенных зарядов (при разделении системы на всё более мелкие 
части энергия стремится к нулю).

Пример 1. Вычислить энергию равномерно заряженного шара радиусом R.
Решение. Подставляя в (33) потенциал поля шара (см. пример 3 из разд. 3.4), 

получим

w = ^ р«>™= 7 / 
J Jo

R / 2

\ 2Я3
47rr2dr = —к^—.

5 R

► Энергия уединенного проводника. Все заряды на проводнике
находятся при одинаковом потенциале, равном потенциалу проводни­
ка. Из формулы (33) имеем

w=W.= C^=_f_ 
2 2 2С ’

где С — электроемкость проводника (см. разд. 3.5). Это вы­
ражение получается и прямым расчетом работы электрического 
поля при постепенном удалении всего заряда на бесконечность: 

W = f v(q)dq = С f pdp = ^Су>2. Например, энергия уединенной 
о

проводящей сферы равна

8тгеоеЯ ’
где 6 — диэлектрическая проницаемость среды вокруг сферы.
► Энергия конденсатора. Из формулы (33) получим

w=^_^ = ^ = ^ = ±._ (35)
2 2 2 2 2С 1 ;

Поле в конденсаторе можно уничтожить, перенося заряд малыми пор- 
и

циями с одной обкладки на другую: W = f U(q) dq = C J U dU = ^CU2. 
о

Например, энергия плоского конденсатора равна
w = ^hEd? = ^^Sd- (36)
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► Плотность энергии электрического поля. При полевом под­
ходе надо говорить не об энергии взаимодействующих зарядов, а об 
энергии окружающего их электрического поля. Объемная плотность 
энергии электрического поля w = W/V в пустом пространстве зави­
сит только от напряженности поля:

w = ^е0Е2. (37)

Это выражение верно для любого распределения зарядов (его можно 
получить, рассмотрев однородное поле плоского конденсатора).

Исходя из уравнений поля (см. разд. 3.4), формулу (33) можно 
преобразовать к виду

W = ^ [e0E2dV, (38)

где интегрирование ведется по всему пространству.
Например, при вычислении энергии заряженного шара (пример 1) по форму­

ле (33) интегрирование производилось по объему шара, однако (38) показывает, 
что только часть энергии поля заключена внутри шара, а часть — в окружаю­
щем шар пустом пространстве. Формулы (33) и (38) позволяют вычислить пол­
ную энергию поля во всем пространстве только если: а) отсутствуют точечные 
заряды и заряды, распределенные по линии; б) заряды распределены по конечной 
области пространства. Однако (38) позволяет вычислять энергию, сосредоточен­
ную в конечной области пространства, даже если полная энергия бесконечна.

В случае диэлектрика плотность энергии оказывается в £ раз 
больше:

w = ±еоеЕ2 = ^ED = ±е0Е2 + |е0(е - 1)£2. (39)

Первый член в последнем выражении представляет собой непосред­
ственно энергию электрического поля в диэлектрике, а второй (рав­
ный ^1% Р) —работу, совершаемую полем над молекулами при 

его включении. Это выражение можно обобщить на случай, когда Р 
(и 3)не пропорциональны Ё (сегнетоэлектрики, сильные поля). Для 
этого надо рассмотреть зарядку плоского конденсатора, заполненно­
го таким диэлектриком:

W
V

j U dq= у j(Ed)d(DS) = j ^d^.

► Закон сохранения энергии и вычисление сил. Для вычисле­
ния сил, действующих на заряженное или поляризованное тело в элек­
трическом поле, надо рассмотреть медленное изотермическое изме­
нение его положения. При этом работа внешних сил плюс работа ис­
точников равна изменению энергии поля. Так как тело находится в 
механическом равновесии, то работа внешних сил равна работе силы, 
действующей со стороны поля, с обратным знаком.
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Пример 2. Рассмотрим плоский конденсатор (отключенный от источника), 
который заполнен жидким или газообразным диэлектриком. Требуется найти 
силу, действующую на обкладку конденсатора.

Решение. При увеличении расстояния между обкладками на dx энергия 
увеличится на ±-EDSdx, а работа равна F dx. Значит, сила притяжения равна 
F = ^-ED S = -^-Eq, где у £7 — напряженность в диэлектрике, создаваемая одной 
обкладкой. Если диэлектрик представляет собой твердую пластину, то между 
диэлектриком и обкладкой существует воздушный промежуток, изменение энер­
гии равно ^е$Е2 S dx, а сила F = ^eQE2S = ±-qE0, где уЕ0 — напряженность, 
создаваемая одной пластиной в воздушном промежутке.

Пример 3. Вычислить силу, которая втягивает пластину из диэлектрика в 
пространство между обкладками плоского конденсатора.

. Решение. Будем считать, что размеры пластины совпа-
^Х дают с размерами обкладок, а толщина пластины чуть мень- 

ше> чем расстояние между ними Ь. Будем также считать, 
к-йЖ что конденсатор подключен к источнику, который поддер-

живает на нем постоянное напряжение U. Уменьшим на dx 
'' расстояние, на которое пластина вдвинута в конденсатор
U 1 (рис. 34). Энергия поля в объеме dV = abdx изменится 

р на dW = (уе0Е2 — ^-€^еЕ2^аЬ dx (а — ширина пластины,
q Е = U/d — напряженность поля), заряд на пластинах изменится

х на, dq = Лега dx= (е0Е—€оеЕ)а dx, работа источника 5АИСТ = U dq
( \К ) в два раза больше изменения энергии поля. Записав закон сохра- 

нения энергии F dx + ^Лист =dW, получим F = уЕ0(Е-1)аЬЁ2.
I Заметим, что нам удалось вычислить силу, возникающую вслед­

ствие искривления поля у краев конденсатора, хотя расчет энер- 
Рис. 34. гии производился без учета краевых эффектов.

3.9. Постоянный ток
► Сила тока. Плотность тока. Электрическим током называ­
ется упорядоченное движение электрических зарядов. Конвекцион­
ным током называют движение зарядов, связанное с перемещением 
в пространстве заряженного тела. Ток проводимости в веществе осу­
ществляется свободными зарядами (носителями тока)—электрона­
ми в металлах, электронами и дырками в полупроводниках, ионами 
в электролитах. За направление тока" принимается направление дви­
жения положительных зарядов. Заряд, проходящий за время dt через 
площадку ds = nds внутри проводника в направлении нормали п, 
определяется средней скоростью свободных зарядов (v):

dq = qon(v)dsdt=jsdt, (40)
где q0 —заряд носителей тока, п — их концентрация, a j = qon(v) — 
плотность тока. Силой тока I называется заряд, проходящий через 
сечение проводника в единицу времени:

dq = I dt = dt J j • ds, (41)

где интегрирование производится попоперечному сечению. Для 
линейного (S = const) проводника} = const, и (41) приобретает вид: 
I = jS. Ток называется постоянным, если I = const.
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Уменьшение заряда внутри замкнутой поверхности равно dqOX3 = —dt $ j - ds. 
В дифференциальной форме закон сохранения заряда принимает вид: -^ = —div j. 
В случае постоянного тока ф j - ds = Q (div / = 0), т.е. линии тока непрерывны и 
идут вдоль проводника.

► Закон Ома в дифференциальной форме. Для поддержания 
тока в веществе на свободные заряды должна действовать постоян­
ная сила F электромагнитной природы, которую можно характери­
зовать напряженностью ^ = F /qQ. Как только эта сила исчезает, 
за ничтожно малое время средняя скорость свободных зарядов обра­
щается в нуль. При не очень больших значениях Е плотность тока в 
изотропном проводнике должна быть пропорциональна ^:

j = <T^ = ^, (42) 

где а — удельная проводимость вещества, р — удельное сопроти­
вление. Из закона сохранения заряда следует, что если р = const, то 
fl} ds = pfj ■ ds = 0 (div ^ = 0), т.е. в однородном проводнике 
линии напряженности непрерывны, а в проводё постоянного сечения 
они параллельны поверхности провода.

► Закон Джоуля — Ленца в дифференциальной форме. При 
протекании тока по проводнику работа, совершенная полем ^ над 
свободными зарядами, полностью переходит в энергию теплового 
движения при их соударениях с ионами. Объемная плотность тепло­
вой мощности тока равна работе поля над зарядами в единице объема 
за единицу времени:

^епл = ^ • ^ = Чоп{^ ■ ^ =J-^ - сгЕ7 = pf. (43) 

► Однородный участок цепи. Сопротивление. Если на участ­
ки цепи протекание тока обеспечивается только электростатическим 
(кулоновским) поле^ (т.е. pj = ^кул), то участок цепи называется од­
нородным. В однородном (р = const) проводнике / ^ • ds = р § j • ds = О, 
и в соответствии с теоремой Гаусса (см. разд. 3.4) заряд, создаю­
щий поле, расположен только на поверхности. В проводе постоянного 
сечения эквипотенциальные поверхности совпадают с поперечными 
сечениями провода. Сила тока, протекающего в направлении от се­
чения 1 к сечению 2, пропорциональна разности потенциалов (рг — <р2 
(закон Ома для однородного участка цепи):

/•2 dl
1J Р-g = / ^кул dl => Pl “ ^2 = IR- (44)

2
Если / < 0, то ток протекает от 2 к 1. Здесь R = f(p/S)dl — co- 

i
противление проводника, измеряется в омах (Ом). Для однородно­
го линейного проводника R = pl/S. Удельное сопротивление зависит



220 Электродинамика

от температуры; в широких пределах можно пользоваться линейной 
зависимостью р = р0(1 + at), где р0 —удельное сопротивление при 
0°С, а — температурный коэффициент сопротивления. Для метал­
лов а « 1/273 (т.е. р ~Т), для полупроводников а < 0.

► Сторонние силы. ЭДС. Хотя на отдельном участке цепи ток 
может поддерживаться электростатическими силами, полная рабо­
та этих сил в замкнутой цепи равна нулю. Значит, для компенса- 

+ + ции тепловых потерь в цепи долж-
1____ I -___ 2 1___ - I____ 2 ны действовать сторонние силы не-
° I ' ° ' I электростатической природы, пол-

^12=-^ . ^12= ^ нал работа которых отлична от ну-
рис 35 ля, т.е. должны присутствовать ис­

точники тока (рис. 35). Эти силы 
имеют электромагнитную природу: FCTOp = д0^стор, и их работа по 
переносу пробного заряда q пропорциональна q:

\(1 -> 2) = ? /2 ^стор • dl = ?У12 = ^, (45)

где У называют электродвижущей силой источника (ЭДС), знак «+» 
соответствует случаю, когда источник проходится в направлении 
действия сторонних сил (от отрицательной обкладки к положитель­
ной), знак «—» —противоположному случаю. Мощность сторонних 
сил (мощность источника) равна

О->2)
Лтор = ------ -- = ^12 (46)

(работа сторонних сил над всеми зарядами проводника за время dt 
равна работе по переносу заряда I dt с одного конца проводника на 
другой).
► Закон Ома для неоднородного участка цепи. На неоднород­
ном участке цепи действуют как электростатические, так и сторон­
ние силы. Дифференциальный закон Ома (42) принимает вид

i = у(^кул + ^стор)> (47)

а закон Ома для участка цепи записывается так:
/•2 Г^

1 Ji р^=л ^^+^^-d‘ ^ ™=(?i-^m12- (48) 

Если / < 0, то ток протекает от 2 к 1. Величину U12 = (^х -^2)+^i2) 
равную работе полной силы по переносу единичного заряда между 
сечениями 1 и 2, называют напряжением на участке цепи; для 
однородного участка напряжение равно разности потенциалов. Закон 
Ома утверждает, что на любом участке цепи IR = U12-
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► Закон Джоуля — Ленца для участка цепи. Тепловую мощ­
ность тока на участке цепи можно найти с помощью формулы (43):

/•2 dl
Ртепл = wSdl = p?Sdl = I2 p~s=I2R. (49)

► Закон Ома для неразветвленной цепи. В неразветвленной 
замкнутой цепи I = const; сложив уравнения (48) для всех участков 
цепи, получим:

^^ = ^а- (50)

В случае источника с внутренним сопротивлением г, замкнутого на 
внешнее сопротивление R, имеем: I = $/(R+r) \ разность потенциалов 
на клеммах источника равна ^ - ^_ = IR = ^ — 1г, ток короткого 
замыкания источника (R = 0) равен /к 3 — ^/г. Закон Ома (50) выра­
жает закон сохранения энергии для неразветвленной цепи: мощность 
сторонних сил равна мощности тепловых потерь на сопротивлениях 
цепи.

Полезная мощность источника тока. Если источник служит для пере­
дачи энергии во внешнюю цепь, то полная (затраченная) мощность равна мощ­
ности сторонних сил: Рполн = $1, потерянная мощность — тепловым потерям 
на внутреннем сопротивлении: Рпотер = 12г. Для полезной мощности получим: 
Рпал^и=^1-12г = 1^,где Дер — разность потенциалов на клеммах источника, 
^полезн максимальна при I = ^/(2г).

Если на участок цепи подается разность потенциалов (^ — у>2 и на 
участке включено устройство, совершающее работу против внешних сил 
(мотор), то полная мощность: Рполн = (с^ — </>2)Д потерянная мощность: 
^потер = ^2^ (Л — сопротивление обмотки мотора), полезная мощность: 
^полеэн = (^1 — ^г)^- ^2^ = “^121 = %!• Величины ^и / зависят от скорости вра­
щения ротора мотора; максимальная Рполезн достигается при I = (с^ — у>2)/(2Я).

► Расчет разветвленной цепи. Правила Кирхгофа. Для нахо­
ждения токов в различных участках разветвленной цепи надо произ­
вольным образом обозначить неизвестные токи и придать им произ­
вольные направления, после чего воспользоваться одним из следую­
щих методов:

1. Метод узловых потенциалов. В качестве неизвестных прини­
мают потенциалы узлов цепи (один из потенциалов принимают рав­
ным нулю). С помощью (48) выражают токи через потенциалы, затем 
для ^ — 1 узла записывают закон сохранения заряда: ^/, = 0 (алге­
браическая сумма токов, сходящихся в узле, равна нулю). Найдя <р{, 
из (48) находим токи.

2. Правила Кирхгофа. В этом методе неизвестными являются сами 
токи. Сначала записывают для N — 1 узла уравнения ^Ц =0 (пер­
вое правило Кирхгофа). Затем выбирают произвольный замкнутый 
контур, обходят его в произвольном направлении и, суммируя (48) 
для каждого участка, получают уравнение ^liRi = 52^0 (второе 
правило Кирхгофа). Повторяя эту процедуру необходимое число раз, 
получают систему уравнений для токов.
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► Эквивалентные сопротивления и источники. Несколько со­
единенных между собой сопротивлений R{ можно заменить одним 
эквивалентным сопротивлением R.

1) Последовательно соединенные сопротивления: R= Y^i-
2) Параллельно соединенные сопротивления: Я"1 = Y^T1 •
3) В общем случае для вычисления эквивалентного сопротивления 

надо использовать методы расчета разветвленных цепей.
Несколько соединенных источников с параметрами ^-, г\ можно 

заменить одним эквивалентным источником с параметрами %, г.
1) Последовательное соединение: $ =Y%i, r = Yri-
2) Параллельное соединение: $ = Y^i7*^1 / Y^1 r~1 = Z^i”1-
3) В общем случае для вычисления эквивалентных ^ и г надо 

использовать методы расчета разветвленных цепей.

► Классическая электронная теория металлов. Проводимость 
металлов осуществляется обобществленными валентными электрона­
ми. В классической электронной теории Друде — Лоренца газ элек­
тронов считается классическим газом, концентрация которого равна 
концентрации атомов металла, а температура — температуре метал­
ла. Ток проводимости рассчитывается в предположении, что электро­
ны приобретают скорость упорядоченного движения при свободном 
движении и полностью теряют ее при каждом столкновении. Кроме 
того, предполагается, что |(?)| <С (и) ~ кТ. Средняя скорость упоря­
доченного движения равна (?) ~ат/2 — е^тЦ2те\ где среднее время 
между столкновениями т выражается через среднюю длину свобод­
ного пробега и среднюю скорость теплового движения: т = X/ (v). С 
учетом (40) получим:

- e2nA -t 2me(v) 
е2пХ

(при более тщательном анализе получается такой же ответ, но без 
двойки в числителе; однако для оценочной модели это несущест­
венно).

Обсуждение результатов классической электронной теории.
1. Теория объясняет рост р при повышении температуры, но предсказывает 

зависимость р ~ у/Т, а наблюдается р ~ Т.
2. Теория успешно объясняет закон Видемана — Франца: для всех металлов 

произведение коэффициента теплопроводности х (см. разд. 2.9) и удельного 
сопротивления пропорционально Т (произведение хр содержит только (v)2).

3. Длина свободного пробега электронов, вычисленная из формул классиче­
ской электронной теории, оказывается на несколько порядков больше межатомно­
го расстояния, что противоречит основным представлениям теории.

4. Классическая электронная теория предсказывает электронный вклад в 
молярную теплоемкость у НТ (см. разд. 2.5). Экспериментально вклад электронов 
в теплоемкость оказывается ничтожно малым.
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3.10. Магнитное поле. Сила Лоренца 
и закон Ампера

► Магнитная индукция. Сила Лоренца. Магнитное поле — од­
на из двух составляющих электромагнитного поля (см. разд. 3.2). 
Магнитное поле действует на движущиеся частицы, токи и магнит­
ные моменты. Источниками магнитного поля являются движущие­
ся частицы, токи, магнитные моменты и переменные электрические 
поля. Характеристикой магнитного поля является вектор магнитной 
индукции В. Для определения В можно использовать выражение для 
силы, действующей на заряженную частицу в электромагнитном по­
ле:

^=q^ + qvx^ (^^q(^ + ^vx^) вСГС), (51)

где с « 3 • 1010 см/с — электродинамическая постоянная, равная 
скорости света в вакууме. Силу ^л = д vx ,̂ действующую на частицу 
со стороны магнитного поля, называют силой Лоренца.

Для определения магнитной индукции ^ с помощью формулы (51) надо:
1) измерить силу, действующую на неподвижную частицу, чтобы отделить 

действие электрического поля;
2) найти направление скорости v, для которого при постоянной v величина 

магнитной силы максимальна;
3) по величине силы найти модуль магнитной индукции: В = F^^/(qv)\
4) по направлению ?тах и v найти направление В с помощью правила 

буравчика.
Магнитную индукцию удобно также определять по вращательному моменту, 

с которым магнитное поле действует на маленький виток с током. На виток с 
током действует только магнитное поле.

В СИ магнитная индукция измеряется в тесла (Тл), в СГС — в гауссах (Гс).
Пример 1. Рассмотрим движение нерелятивистской частицы массой т с за­

рядом q в однородном магнитном поле с индукцией В . Пусть в некоторый момент 
времени скорость частицы v направлена под углом а к в . Сила Лоренца перпен­
дикулярна как к v (т.е. v = const), так и к В (т.е. сохраняются проекции скорости 
vy и v± на направление вектора индукции и на перпендикулярную к нему плос­
кость). В проекции на перпендикулярную плоскость частица движется по окруж­
ности, радиус которой можно найти из второго закона Ньютона: qv±В = mv^/R. 
Период вращения Т = 2ttR/v ± = 2^mlqB не зависит от скорости. Результирующее 
движение происходит по спирали радиусом R с шагом h = v^T = 2ттту cos a/(qB).

► Закон Ампера. Сила, действующая на элемент тока в магнитном 
поле, равна сумме сил Лоренца, действующих на движущиеся свобод­
ные заряды:

d^ =5о[^х S]dN = nq0[{v)x $]dV = j xfi dV = Id^xfi. (52)

При выводе силы Ампера^ действующей на элемент объема dV с плот­
ностью тока j и на линейный элемент dl с током /, использовалась
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связь тока со средней скоростью свободных зарядов (40). Для вы­
числения полной силы, действующей на объем с распределенным то­
ком j(r) или на протяженный участок провода с током, надо произве­
сти интегрирование. Например, на прямой участок провода длиной I 
с током I в однородном магнитном поле с индукцией 5 действует 
сила II х^. Сила, действующая в однородном поле на любой замкну­
тый контур с током, равна нулю: F = fldlx^ = I^dl} хВ = 0.

► Магнитный момент контура с током. Магнитным моментом 
контура с током называется векторная величина рт, равная

Рт = I ndS (рт = ^ [nds в СГС), (53)

где интегрирование ведется по любой поверхности, натянутой на 
контур, а направление нормали определяется направлением движения 
буравчика при вращении его по току. В случае плоского контура

рт = ISn = l3 (Рт = ^ в СГС).

Магнитный момент контура, так же как и дипольный момент 
электрического диполя (см. разд. 3.1 и 3.3), определяет магнитное 
поле контура на больших расстояниях вдали от него и описывает
поведение маленького витка с током в магнитном поле.

Рис. 36.

Пример 2. Рассмотрим прямоуго­
льный контур, длины сторон которого 
равны а и 6, подвешенный за сторо­
ну а в однородном вертикальном магнит­
ном поле с индукцией В (рис. 36). При 
включении тока силой I контур отклонит­
ся на угол /3, при котором момент си­
лы тяжести уравновешивается моментом 
сил Ампера mg ^-b sin /3 = IBab cos/Зу или 
tg/З = 21Ва/(тд). Обратите внимание, 
что вращательный момент, действующий 
на контур со стороны магнитного поля, 
равен М = I $ хВ = pm X S. Аналогичное 
выражение было получено для вращатель­
ного момента, действующего на электри­
ческий диполь в электрическом поле (см. 
разд. 3.3).

3.11. Вычисление магнитной индукции
► Закон Био — Савара — Лапласа. Магнитная индукция, созда­
ваемая в точке А элементом тока I dl, равна

Дл I dl х г f 1 I dl х г^ = |— № = 7— в СГС), (54)
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где г — радиус-вектор, проведенный от элемента тока к точке Л, 
/10 = 4тг-10”7 Гн/м — магнитная постоянная, с — скорость света. Это 
выражение можно переписать для магнитной индукции элемента объ­
емного тока j dV, элемента поверхностного тока г ds или, разделив на 
число свободных частиц в элементе тока, для нерелятивистской ча­
стицы qv:

d$ = ^.h-LdV, d^ = ^I^LdSt (55) 
47Г 4ТГ 4тг Н

(Поверхностной плотностью тока называют силу тока, приходящу­
юся на единицу длины перпендикулярного току отрезка: dl = idl.) 
Для вычисления магнитной индукции, создаваемой конечным объ­
емом, поверхностью или проводом, надо произвести интегрирование 
(принцип суперпозиции для магнитной индукции).

► О системах единиц в электромагнетизме. Формулы будут 
приводиться в системе СИ. Для перехода к гауссовой системе (СГС) 
в большинстве случаев достаточно заменить одновременно В на, В /с 
(и поток Ф на Ф/с) и р0 на 4тг/с2. Если в формуле присутствует куло­
новская константа к, ее надо заменить на единицу, а электрическую 
постоянную £0 на 1/(4тг), Отметим, что произведение р0б0 равно 1/с2.

Пример 1. Вычислить силу магнитного взаимодействия двух частиц с 
зарядами qj и q2) скорости которых в некоторый момент равны v1 = v2 = ^ (v ^ с) 
и направлены перпендикулярно соединяющей их линии.

Решение. Магнитная индукция, создаваемая первой частицей в точке, где
находится вторая частица, равна В — —^---- *— 

4тг г2
цами) и направлена перпендикулярно v и г. Сила 
Лоренца в случае одноименных зарядов направле- 
на в сторону частицы 1 и равна F = -^- ^^V . 

Отношение магнитной силы к электрической рав-

НО M0r0v = —.

Пример 2. Магнитная индукция, создавае­
мая в центре кругового контура элементом дуги 
с угловым размером dip, равна

расстояние между части-

Рис. 37.

dB =
р0 IRdip p0I dip
4тг R2 AvR

и направлена вдоль оси (в сторону движения 
буравчика при его вращении по току). Магнитная 
индукция, создаваемая в центре окружности всем

круговым током, равна В = —н—.
2R

Пример 3. Найти магнитную индукцию кругового тока в точке А на его 
оси, находящейся на расстоянии у от центра витка (рис. 37).

Решение. Вектор Ё направлен вдоль оси у, а вклад элемента дуги с угловым
размером dip равен

dBy = dB sin а =
Pq IR dip R
47Г R2 4- y2 ^^2 + y2

8 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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После интегрирования по <р получим

2(Я2 + У!)3/! ‘
На большом расстоянии от контура (у > R) магнитная индукция

H0IR м0 2I(irR2)
о :— =-------------:-----2j/3 4тг у3

выражается через магнитный момент ^т — 1^ аналогично тому, как напряжен­
ность электрического поля выражается через электрический момент диполя (см. 
пример 4 из разд. 3.3, случай г || р). Можно показать, что и в произвольной точке г 
магнитная индукция плоского маленького витка с током равна

^^(^TT^-Q (56)
Пример 4. Найдем магнитную индукцию, создаваемую прямым отрезком

провода в точке А, положение которой относительно отрезка задается рассто 
янием у до прямой и углами 04 и а2 (рис. 38). Вклад в ^ элемента dx на­
правлен перпендикулярно плоскости, проходящей через отрезок и точку А, и

равен dB = —-----— smo. Интегриро- 
4тг г2

вать удобно по углу а после подстанов­
ки г = у/sin а и замены переменной: 
х = —у ctg a, dx = yda/sin2 а. В резуль­
тате имеем

£ _ ±o£(COSQ _ cosa2). (57)
4ttj/

Полагая о^ = 0, а2 = тг, находим маг­
нитную индукцию бесконечного прово­
да с током:

В = (58)
Рис. 38. 2тгу

Если с помощью (57) рассчитать магнитную индукцию в центре прямоуголь­
ного контура с током, то получим

Mo 8lVa? 4- ь2 d =-------------  
4тг ab 

где а и b — длины сторон контура.

3.12. Циркуляция и поток вектора 
магнитной индукции

► Закон полного тока. Из закона Био — Савара — Лапласа можно 
вывести утверждение, что циркуляция магнитной индукции вдоль 
любого замкнутого контура определяется алгебраической суммой 
токов, охватываемых этим контуром (т.е. током, проходящим через 
натянутую на контур поверхность):

^ = ^0^0X8 = ^0 j * ds, (59)

где положительное направление нормали определяется движением 
буравчика при его вращении в направлении обхода контура.
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► Теорема Гаусса для магнитного поля. Поток вектора маг­
нитной индукции (магнитный поток) через любую замкнутую поверх­
ность равен нулю:

Sds = 0. (60)

Это значит, что линии магнитной индукции всюду непрерывны, т.е. 
не существует магнитных зарядов, на которых бы начинались или 
оканчивались линии поля. Магнитный поток измеряется в веберах 
(Вб) в СИ, в максвеллах (Мкс) в СГС.

Пример 1. Поле соленоида. Соленоидом называется длинная цилиндриче­
ская катушка из тонкого плотно намотанного провода. Соленоид характеризу­
ют количеством витков п, намотанных на
единицу длины. Идеальной моделью соле­
ноида называют тонкую бесконечно длин­
ную цилиндрическую поверхность с по­
верхностным током плотностью г = nl, те­
кущим перпендикулярно образующей. Не­
трудно убедиться, что магнитная индук­
ция в идеальном соленоиде всюду напра­
влена параллельно образующей (для этого

Рис. 39.
надо рассмотреть вклад любых двух сим­
метричных элементов тока). Вне соленои-
да поле отсутствует. Из закона полного то­
ка и теоремы Гаусса следует, что внутри соленоида S = const. Чтобы найти ве­
личину В, надо применить закон полного тока к прямоугольному контуру, одна
сторона которого проходит вдоль образующей внутри цилиндра, а другая — вне 
(рис. 39): В1 = Мо^- Получим, что магнитная индукция внутри соленоида равна

В = Мо« = ^nl. (61)
Пример 2. Поле толстого провода. Найдем магнитное поле бесконечного 

прямого провода радиусом Я, по которому протекает ток I (рис. 40). Линии 
индукции имеют вид окружностей. Выбирая окружность радиусом г в качестве 
контура для закона полного тока (59), при г > R получим В(2тгг) = д01. 
Аналогично при г < R имеем B(2nr) = р^Цпг2/ trR2). Из этих равенств находим
магнитную индукцию

В =

Мо^ 

2лт 
Mo 1г 
2vR2

при г > R,

при г < R.

Пример 3. Поле плоскости с током. Рассмотрим ток, текущий по 
бесконечной плоскости (я, у) в направлении оси у с постоянной плотностью i. 
Магнитная индукция над плоскостью при z > О направлена вдоль z, а при
z < О — противоположно z (в этом можно убедиться, рассмотрев вклад двух линий 
тока, расположенных симметрично по отношению к данной точке). Выберем 
прямоугольный контур, одна сторона которого проходит над плоскостью в 
направлении z, а другая—симметрично ей под плоскостью (рис. 41). Из закона 
полного тока получим: 2В1 = Мо^» т.е. В = удог.

► Перемещение контура с током в магнитном поле. При пе­
ремещении или деформации контура с постоянным током I в маг­
нитном поле работа силы Ампера, действующей на участок контура, 
равна

5A = d? dr = I[dl х ^] dr = I^ [dfxdi] = I^ ■ ds,
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Рис. 40. Рис. 41.

где dr — перемещение участка контура dl, ds — элемент площади, 
заметаемой этим участком при его перемещении. Суммируя вдоль 
всего контура, получим, что механическая работа магнитного поля 
выражается через изменение магнитного потока Ф через контур:

^мех = ^Ф- (62)

Это значит, что контуру с током I в постоянном магнитном поле 
можно сопоставить потенциальную функцию Wn = —/Ф, изменение 
которой (с обратным знаком) равно работе силы Ампера: '

^мех = -Д^п) % = -/Ф. (63)

Для случаев однородного поля или маленького плоского витка фор­
мула (63) принимает вид:

^, = -рт^, (64)

где рт —магнитный момент контура с током (см. разд. 3.10). По­
скольку это выражение совпадает с потенциальной энергией электри­
ческого диполя (см. разд. 3.3), то такой же вид должны иметь вы­
ражения для вращательного момента, действующего на магнитный 
момент, и для силы, действующей на него в неоднородном поле:

^^ дВ д$ д^
м-Рт* В, Р -рт дп -Ртх ^ +Рту ^ +Ртг дг , (65) 

где вектор п параллелен вектору рт. Равновесная ориентация с ми­
нимальной энергией соответствует положению рт || ^; ориентиро­
ванный таким образом виток втягивается в область более сильного 
магнитного поля.

Уравнения Максвелла для постоянного магнитного поля. В диффе­
ренциальной форме это уравнения

rot ^ = ^q], div ^ = 0,

а в интегральной—уравнения (59) и (60).
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3.13. Магнитное поле в веществе
► Намагниченность вещества. Вещество считается намагничен­
ным, если оно создает внутри себя и в окружающем пространстве 
магнитное поле в отсутствие токов проводимости. Источником маг­
нитного поля намагниченного вещества (магнетика) являются маг­
нитные моменты его атомов и молекул (молекулярные токи). В от­
сутствие внешнего магнитного поля микроскопические магнитные 
моменты либо отсутствуют (в диамагнетиках), либо ориентированы 
хаотически (в парамагнетиках), и создаваемое ими магнитное поле 
равно нулю (кроме случая постоянных магнитов, см. ниже ферромаг­
нетики). При помещении во внешнее магнитное поле вещество на­
магничивается, т.е. возникает магнитный момент объема вещества. 
Степень намагниченности в данной точке вещества характеризуют 
намагниченностью 7, равной магнитному моменту в расчете на еди­
ницу объема:

7 = ^ = О' (66)

где п — концентрация молекул. Для построения макроскопических 
уравнений поля в магнетике можно упрощенно считать, что все 
молекулы в объеме SV имеют одинаковый магнитный момент 
{рт ) = У /п = IQs и могут быть.Лредставлены одинаковыми микро­
скопическими витками с током.

► Намагниченность и макроскопические молекулярные то­
ки. При описании собственного магнитного поля огромное число 
ориентированных микроскопических витков (магнитных моментов)
можно заменить распределенными по поверхности и объему макро­
скопическими молекулярными токами. Проще'всего представить се­
бе такую замену в случае однородно намагниченного цилиндра, ког­
да молекулярные витки с током ориентированы вдоль его оси. Вну­
три цилиндра токи различных витков будут скомпенсированы, а по 
поверхности будет течь нескомпенсированный поверхностный ток. 
Магнитная индукция этого тока ^соб будет внутри цилиндра напра­
влена в ту же сторону, что и намагниченность j\

Если рассмотреть произвольный замкнутый контур, то его уча­
сток dl, расположенный внутри магне- +
тика, пронизывает те витки, центры \ 
которых попали в объем dV = s • dl 
(рис. 42). На этом участке вклад f 
в охватываемый контуром молеку- -------
лярный ток (пересекающий натяну- 
тую на контур поверхность) равен 5
IQndV = nlos - dl — У dl. Производя Рис. 42.



230 Электродинамика

интегрирование, получим
7dl = I™ (f 7 di = h^ в сгс). (67) 

В дифференциальной форме имеем: rot 7 = Умол (rot 7 = у}мол 
в СГС). Из этих уравнений можно получить выражение для плотности 
тока на поверхности магнетика:

L = 7 хп (Гмол = с7 хп в СГС), (68)

где п — внешняя нормаль к поверхности магнетика.

► Напряженность магнитного поля. Макроскопическая индук­
ция магнитного поля в магнетике определяется как результат усред­
нения микроскопической ^, сильно меняющейся на межатомных рас­
стояниях, по малому объему, содержащему достаточно много моле­
кул: ^(г) = (-^микро)’ Индукция поля определяется как молекуляр­
ными, так и сторонними токами (т.е. немолекулярными — токами 
проводимости, конвекционными токами):

j^.dl = ^I^I^. (69)

Так как распределение молекулярных токов обычно не известно, удоб­
но ввести новую величину, называемую напряженностью магнитно­
го ПОЛЯ'.

Я = ^--7 ^=^-4^7 в crc), (70)

которая определяется только сторонними токами:

^■dl = I^ (f U di =^1%„ в СГС) (71) 

(закон полного тока для напряженности). В дифференциальной фор­
ме имеем: rot if = JCT (rot Й = —jCT в СГС). Напряженность иэме- 

с
ряется в А/м в СИ, в эрстедах (Э) —в СГС.

► Условия на границе раздела магнетиков. На границе раздела 
двух магнетиков выполняются следующие условия для тангенциаль­
ных (касательных) и нормальных компонент:

52n = sin> И^п - Й2хп = г„, 7ххп - 32хп = гмол (72) 

(нормаль п проведена из первой среды во вторую, |^хп| = Ят). Если 
стороннего тока на границе нет, то второе условие можно записать 
в виде Н1Т = Н2т- Первое условие получается из теоремы Гаусса (60) 
для вектора ^, второе — из (71), третье — из (68). По граничным 
условиям наблюдается формальная аналогия между ^ и ^, а также 
между ^ и ^ (см. разд. 3.6).
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► Изотропный магнетик. Намагниченность У в данной точке 
магнетика возникает под воздействием магнитного поля и определя­
ется его индукцией ^. В не очень сильных полях У зависит от 
линейно, а в изотропном магнетике, кроме того, 7|| ^.В этом слу­
чае векторы / и ^ пропорциональны В и друг другу, и по истори­
ческим причинам (в силу аналогии между граничными условиями для 
^ и ^) магнитная восприимчивость определяется соотношением

X
^oU + х)

(73)

Из формулы (70) получим:

^=^ + х)^=^^ (^ = (1 + 4тгх)^ = м^ В СГС), (74)

где р — магнитная проницаемость вещества. В парамагнетиках 
X > 0, в диамагнетиках х < 0? в обоих случаях |х| <С 1 (слабые 
магнитные свойства). В ферромагнетиках х ^ 1

Объемная плотность молекулярного тока пропорциональна объ­
емной плотности стороннего тока: ;мол = xjCT\ если объемных сто­
ронних токов нет, то при намагничивании возникают только поверх­
ностные молекулярные токи.

Граничные условия на границе двух изотропных магнетиков име­
ют вид

вгп = в2п, -^ = -^; цхн1п = »2н2п, н1т = н2т. 
Ml М2

Если границы однородного магнетика всюду касаются линий индук­
ции поля ^0, которое было до внесения магнетика, то всюду в маг­
нетике ^ = р 50.

Пример 1. Рассмотрим длинный цилиндр из парамагнетика, помещен­
ный в однородное магнитное поле, индукция которого ?0 параллельна его 
оси. Всюду внутри цилиндра (кроме его краев) имеем: магнитная индукция 
2? = p$Q, напряженность магнитного поля Н = Но = ^о/^о, намагниченность: 
7 = (м- 1)^о/мо-

Пример 2. Рассмотрим бесконечный цилиндрический провод круглого сече­
ния из материала с магнитной проницаемостью м > 1, по которому течет посто­
янный ток плотностью j. Молекулярный ток в объеме цилиндра имеет плотность 
^мол = (д _ i)j. Напряженность Н можно найти с помощью закона полного то­
ка (71); она равна Н = 1/(2ттг) при г > R и Н = Ir/(2irR2) при г < R (см. пример 
2 из разд. 3.12). Магнитная индукция равна В = ц0Н при г > R и В = ц0^Н 
при г < Я; она испытывает скачок на поверхностном молекулярном токе. Намаг­
ниченность равна J = (ц — 1)1г/(2тгВ2) (вне цилиндра J = 0). Линии .магнитной 
индукции представляют собой концентрические окружности, а ^ и J параллель­
ны Й. Поверхностный молекулярный ток равен t* = 7 X Я; он равен по модулю 
гмол = (м “ 1)7/(2тгЯ) и направлен противоположно j. Полный молекулярный ток 
равен нулю: ^ол^2 = ^мол2^^-

Пример 3. Рассмотрим сердечник из ферромагнетика (/х»1) в виде тора со 
средним радиусом Я, на который намотана обмотка с большим числом N витков
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с током силой I. В сердечнике сделана узкая поперечная прорезь шириной Ъ, Маг­
нитная индукция непрерывна на границах прорези, поэтому В имеет одинаковое 
значение всюду на оси сердечника. Чтобы найти В, запишем закон полного тока

В В
для напряженности: NI =  Ъ +------ 2тгЯ. Получим: В = —у-------- .

Мо МоМ 2тгЯ + дЬ

► Механизмы намагничивания. Магнитные моменты атомов и 
молекул создаются: а) движением электронов по замкнутым орбитам 
(орбитальные магнитные моменты); б) собственными магнитными 
моментами электронов, связанными с внутренним механическим мо­
ментом— спином (спиновые магнитные моменты). Магнитный мо­
мент каждого типа пропорционален своему механическому моменту: 
pm=gL, где множитель д называют гиромагнитным отношением.

Для орбитального момента д = -~е/те.
Для спинового момента д = —е/т.
В диамагнетике магнитные моменты всех электронов атома (мо­

лекулы) в отсутствие магнитного поля компенсируют друг друга. 
При включении магнитного поля на каждый магнитный момент на­
чинает действовать вращательный момент, под действием которого 
происходит вращение магнитного момента вокруг направления маг­
нитного поля (ларморовская прецессия):

^ = РтХ ^ = ~9^ Х £'

Вектор Z? (и рш) совершает вращение с угловой скоростью 5Л — —дВ. 
Такое вращение приводит к появлению у каждого рт дополнитель­
ного магнитного момента, направленного против В (независимо от 
направления исходного рт).

В парамагнетике магнитные моменты электронов в атоме не ком­
пенсируют друг друга даже в отсутствие магнитного поля. На сла­
бый диамагнитный механизм намагничивания накладывается более 
сильный ориентационный механизм: в присутствии поля ориентация 
магнитного момента по полю оказывается энергетически более вы­
годной. В слабых полях (ртВ <£ кТ) средний магнитный момент про­
порционален магнитной индукции, в сильных полях происходит насы­
щение, все магнитные моменты повернуты вдоль поля, и намагничен­
ность практически не меняется. (Ориентационный механизм намаг­
ничивания парамагнетиков аналогичен ориентационному механизму 
поляризации полярных диэлектриков, см. разд. 3.6. В частности, оста­
ется верным вывод об обратно пропорциональной зависимости вос­
приимчивости от температуры.)

► Ферромагнетиками называются вещества, в которых суще­
ствует спонтанная намагниченность в макроскопических (больших 
по сравнению с межатомными расстояниями) областях — доменах. 
Размеры доменов (~ 10”5 — 10”4 м) малы по сравнению с размером
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образца. В пределах каждого домена спиновые магнитные моменты 
ориентированы параллельно друг другу, что является результатом 
специального квантового (обменного) взаимодействия между ними. 
В отсутствие магнитного поля домены ориентированы таким обра­
зом, что средняя намагниченность вещества равна нулю. При включе­
нии магнитного поля размеры доменов, направленных вдоль поля, 
увеличиваются, направленных против поля — уменьшаются. При уве­
личении поля начинается поворот доменов как целого в направлении 
поля. В сильных полях домены ориентированы вдоль поля, т.е. насту­
пает насыщение (намагниченность достигает максимального значе­
ния JH, называемого намагниченностью насыщения).

Зависимость 7 от // носит нелинейный характер (рис. 43), т.е.
магнитная проницаемость, определяе­
мая формулой У = (^ — 1)^, зависит 
от Я и достигает громадных значе­
ний /1 ~ 105 4-106. При снятии внешне­
го поля в веществе наблюдается оста- 
точная намагниченность J^. Напря­
женность Нк магнитного поля, полно­
стью размагничивающего ферромаг­
нитный образец, называется коэрцес- 
сивной силой. Ферромагнетики, обла­
дающие большой Нк, используются
для изготовления постоянных магнитов. Зависимость J(H) при пря­
мом и обратном намагничивании до насыщения называется петлей
гистерезиса.

При нагревании выше температуры Кюри вещество теряет фер­
ромагнитные свойства (спонтанная намагниченность доменов исче­
зает) и становится парамагнетиком. В точке Кюри происходит фа­
зовый переход второго рода.

► Эффект Холла. При помещении проводника с током в попереч­
ное (перпендикулярное току) магнитное поле в проводнике возникает 
поперечное электростатическое поле, направленное перпендикулярно 
магнитной индукции. Это поле возникает в результате смещения упо­
рядоченно движущихся свободных зарядов под действием силы Ло­
ренца, которое продолжается до тех пор, пока сила Лоренца не бу­
дет уравновешена электрической силой: д0[(£) х ^] = q0E. Домножив 
на концентрацию свободных зарядов п, выразим через плотность 
тока. В результате получим ^ = ----- j х 5. Видно, что измерение 

Яоп
величины и направления напряженности в эффекте Холла позволяет 
определить как концентрацию свободных зарядов (в случае свобод­
ных зарядов одного типа), так и их знак.
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3.14. Электромагнитная индукция
► Закон электромагнитной индукции. При перемещении или 
деформации контура с током в постоянном магнитном поле силы 
Ампера, направленные на каждом участке перпендикулярно току, 
согласно (62) совершают механическую работу JA± = Id$. Так 
как полная работа силы Лоренца над любой движущейся частицей 
равна нулю, то такая же по величине, но обратная по знаку работа 
совершается магнитным полем (тангенциальной компонентой силы 
Лоренца) над движущимися по контуру свободными зарядами, что 
приводит к возникновению в контуре дополнительной ЭДС индукции:

6Аи = -I dФ = -(Idt)— = ^dq, ?=~ (75) 
11 at at

Из принципа относительности Эйнштейна следует, что ЭДС ин­
дукции должна возникать и при помещении неподвижного контура в 
изменяющееся со временем магнитное поле. Рассмотрим, например, 
сближение с постоянной скоростью замкнутого контура и постоян­
ного магнита. В инерциальной системе отсчета (ИСО), связанной с 
магнитом, создаваемое им поле не зависит от времени, и возникнове­
ние ЭДС в контуре объясняется действиём силы Лоренца. В другой 
ИСО, связанной с контуром, наблюдается такая же ЭДС, но в не­
подвижном проводнике она не может быть вызвана магнитными си­
лами. Следовательно, в изменяющемся со временем магнитном поле 
должно возникать электрическое поле. Так как работа этого поля при 
обходе контура должна быть отлична от нуля, то это поле не является 
электростатическим: его называют вихревым электрическим полем. 
Итак, независимо от причины, по которой меняется пронизывающий 
контур магнитный поток, в нем возникает ЭДС индукции, равная

б/Ф / 1 б/Ф \^=-—— в СГС) (76) 
at \ с at /

(закон Фарадея). Средняя ЭДС индукции за конечное время Д/ равна 
^ср = -ДФ/Д/. Прошедший по контуру за это время заряд равен 
q = f I dt = ^/R) dt = — (ДФ/Я), где R — сопротивление контура.

Правило Ленца. Направление ЭДС определяется ее знаком; напомним (см. 
разд. 3.12), что контур должен быть ориентированным: положительное направле­
ние нормали к поверхности при вычислении Ф и положительное направление обхо­
да контура для определения знака ЭДС должны быть связаны правилом буравчи­
ка. Знак ♦—» в формуле (76) соответствует правилу Ленца, которое утверждает, 
что ЭДС индукции должна иметь такое направление, чтобы магнитное поле те­
кущего в этом направлении тока создавало магнитный поток противоположного 
знака по сравнению с тем изменением потока, которое является причиной воз­
никновения ЭДС. Правило Ленца тесно связано с законом сохранения энергии.

► Движение участка контура. При движении элемента конту­
ра dl со скоростью v работа силы Лоренца по переносу пробного за­
ряда q вдоль dl равна 6А = q[v х Ё] • dl = qd$. ЭДС, наводимые при
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Рис. 44.

произвольном движении участка и при поступательном движении в 
однородном поле, равны соответственно:

9= j[v* 3] dl, У = [fx 5] ■ Г, (77)

где I — вектор, соединяющий начало и конец участка. Если концы 
движущегося проводника разомкнуты, то между ними возникает 
разность потенциалов,, равная ЭДС (в каждой точке проводника 
электростатическая сила уравновешивается силой Лоренца).

Пример 1. Рассмотрим движение перемычки сопротивлением г в вертикаль­
ном магнитном поле (рис. 44) по двум горизонтальным рельсам, расстояние меж­
ду которыми равно I. Предположим, что рельсы замкнуты с одной стороны от пе­
ремычки сопротивлением Нц а с другой — сопротивлением Я2. Чтобы найти ток 
через перемычку при ее движении со скоростью v, используя (77), вычислим ЭДС 
в перемычке: ? = Bvl. Тот факт, что ЭДС локализована в движущейся перемыч­
ке, позволяет изобразить эквивалентную схему и найти силу тока: I = $/(r + R), 
где R = R1R2/(R1 4- Я2)-

► Уравнения вихревого электрического поля. Уравнение для 
вихревого поля в интегральной форме получается при записи закона 
Фарадея (76) для неподвижного контура в переменном магнитном 
поле:

£ Ё dl = ~ J 3 ds. (78)

Так как циркуляция напряженности электростатического поля по за­
мкнутому контуру равна нулю, то такому же уравнению удовлетворя­
ет полное электрическое поле. Дифференциальная форма этого урав­
нения имеет вид

rot Я = -^. (79)

Уравнения (78), (79) представляют собой одно из уравнений Максвел­
ла (в интегральной и дифференциальной формах).

► Кваэистационарное приближение. Если токи и поля меняют­
ся не очень быстро, то можно пренебречь запаздыванием процессов 
по времени. Сказанное означает, что переменное магнитное поле в 
любой точке системы определяется (по формулам Био — Савара — 
Лапласа) токами в этот же момент времени; электростатическое по­
ле определяется распределением зарядов в этот же момент времени,
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а вихревое электрическое поле вычисляется по изменяющемуся маг­
нитному полю с помощью (78), (79). Именно в этом приближении рас­
считываются цепи переменного тока. Для выполнения этого прибли­
жения надо, чтобы характерное время изменения токов г было вели­
ко по сравнению, во-первых, с временами локальных релаксационных 
процессов (например, временем установления равновесного распреде­
ления заряда на проводнике eQp), и во-вторых, со временем запазды­
вания т3 = I/с (I — характерный размер системы). Последнее условие 
означает, что мы пренебрегаем током смещения в уравнениях Макс­
велла.

Пример 2. Оценим время перераспределения заряда на проводни­
ке. Будем считать, что где-то в проводнике образовался объемный за­
ряд. Убывание заряда внутри произвольного объема подчиняется уравнению 
dq [ 1 /* Ч f I \
— = ~ ф jnds =----- ф Ends =---------- , т.е. q = goexpl---------).
dt J pj eop \ eQp J

► Самоиндукция и взаимная индукция. Рассмотрим неподвиж­
ный контур с током. Предположим, что ток I в этом контуре рав­
номерно изменяется со временем. Создаваемая этим током магнит­
ная индукция будет меняться со скоростью, пропорциональной dl/dt. 
Следовательно, возникающее в каждой точке пространства вихревое 
поле тоже пропорционально dl/dt. Это поле создает в контуре ЭДС 
самоиндукции:

di
В (80)

где L называется коэффициентом самоиндукции или индуктивно- 
стъю контура. Индуктивность измеряется в генри (в СГС — в см). 
Величину Фс = LI (Фс = ^Ы ъ СГС) называют потокосцеплением 
самоиндукции контура. С учетом (80) получим:

dt
1 d^ _ ^~~~ в 
с dt (81)

Эта формула оказывается верной и в том случае, когда изменяется 
не только /, но и L.

Заметим, что определение L как коэффициента пропорциональности между 
потоком и током встречается с трудностями: в случае линейного провода соб­
ственный поток бесконечен, а для провода конечной толщины обычное определе­
ние потока не годится.

Пример 3. Индуктивность соленоида. Рассмотрим соленоид длиной I 
и площадью S (I ^ у/S), по которому течет ток с поверхностной плотностью 
i = (N/l)I, где N — число витков, I — ток в обмотке. Магнитное поле в соле­
ноиде однородно, его индукция (в приближении идеального соленоида) согласно 
формуле (61) равна В = цорл. При изменении тока циркуляция вихревого поля

/—^ -♦ dB di w
Е ■ dl = — S-—- = —MoM^“7”i а ЭДС на всей длине обмотки 

dt dt
ср ът q di N^ p,Qp,S di ~равна фс = —Np.Qp.S — =---------- -------—-. Для индуктивности и потокосцепления

dt I dt
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получим:
N2ii0p.S

Lt — -------------
I

V = LI = NBS. (82)

Пример 4. Так как ЭДС самоиндукции пропорциональна скорости измене­
ния тока, то наличие в контуре индуктивности препятствует слишком быстрым 
изменениям тока. Предположим, что последовательно соединенные сопротивле­
ние R и катушку индуктивностью L замкнули на источник с постоянной ЭДС, 
равной §Г Нарастание тока от нуля до Zo = ^/R происходит за конечное вре­
мя и подчиняется уравнению $ — L(dl/dt) — IR, решение которого имеет вид 
Z = Z0[l — exp(—tR/L)]. Характерное время нарастания тока равно т = L/R.

Если имеется два неподвижных контура, то изменение тока одно­
го контура вызовет в другом пропорциональную dl/dt ЭДС взаимной 
индукции:

^21 = ~^21~ТГ, ^ 
at

dl2
(83)12 — “^

12 dt ’
где £12 и £21 называются коэффициентами взаимной индукции} для 
них оказывается верна теорема взаимности: L12 = L21 (в неферро­
магнитной среде). Потокосцепление взаимной индукции определяется 
как Ф12 = £12/2. Эта величина оказывается определенной и для двух 
линейных токов (в этом случае Ф = Ф).

► Энергия контура. Энергией контура с током называется работа 
внешних сил и источников при создании тока (или работа вихревого 
поля при его уничтожении). Работа источника против ЭДС самоин­
дукции контура вычисляется так:

W^A= Г L^Idi^^-. 
Jq dt 2 (84)

При последовательно полевом подходе энергия должна быть свя­
зана не с током в контуре, а с магнитным полем. Зависимость плотно­
сти энергии от магнитной индукции проще всего установить в случае 
длинного соленоида, в котором поле однородно:

IV _ 1 /zop^2S /2 _ /р0^У 1 _ В2 _ ВЯ f85x
V SI I 2 \ I J 2^n 2цоц 2 ' { ’

В случае нелинейной зависимости ^ от ^ для плотности энергии 
получается выражение:

Используя теорему взаимности (L12 = £2i)> можно получить 
обобщение выражения (84) для нескольких контуров:

w= 1\ь^+ь^У1^+ Г{ь^^ь^}^^= 
Jo \ dt at у* jq у at at J

_ -^1^1 . ^2^2 ^12 + ^21 IT — A^l . ^2^2 /Qfi\
- + — + 2 71/2 ■ + (86)
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Здесь Ф{ — полное потокосцепление для Pro контура. Видно, что 
энергия токов включает в себя энергию каждого тока и энергию 
их взаимодействия. С помощью уравнений магнитного поля можно 
показать, что это выражение всегда преобразуется к виду:

w = [ -^- dV= ! dv. (87) 
J 2/ioP J 2 1 '

► Закон сохранения энергии и вычисление сил. При медлен­
ном изотермическом изменении расположения тел и контуров с током 
суммарная работа внешних сил и источников тока идет на изменение 
энергии магнитного поля и на выделение джоулевой теплоты. При 
этом работа внешних сил над каждым телом равна работе сил, дей­
ствующих на тело со стороны магнитного поля. Если токи поддер­
живаются постоянными, то надо учитывать только дополнительную 
работу источников против ЭДС индукции, а работа исходной ЭДС 
равна выделяющейся теплоте, и в законе сохранения энергии они со­
кращаются.

Пример 5. Рассмотрим два контура с токами Zj и Z2, которые поддержива­
ются постоянными. Запишем закон сохранения энергии при медленном смещении 
первого контура. Согласно (86) изменяется только энергия взаимодействия то­
ков, равная W12 = Z/12Z1Z2 = Л$12 = А^12> где $12 —поток в первом контуре, 
создаваемый вторым током. В то же время потенциальная функция контура с 
током во внешнем поле равна Wn = — ZФ, см. (63). Кажущееся противоречие объ­
ясняется, если учесть дополнительную работу источников против ЭДС индукции 
в каждом контуре. Эта работа равна 1^Ф12 + Ij^i = Ц dLl2 I2+ h ^21 А * что 
в два раза больше, чем изменение энергии поля ^12 = Ц12 ^12*

3.15. Уравнения Максвелла
► Ток смещения. Для обобщения уравнений электромагнитного 
поля в вакууме на переменные поля необходимо изменить только од­
но из написанных ранее уравнений (см. разд. 3.4, 3.12); три урав­
нения оказываются верными в общем случае. Однако закон полного
тока для магнитного поля в случае переменных полей и токов оказы­
вается неверным. В соответствии с этим законом ток f j • ds должен

быть одинаковым для любых двух натянутых 
на контур поверхностей; если заряд в объеме 
между выбранными поверхностями меняет­
ся, то это утверждение вступает в противо-

рис 45 речие с законом сохранения заряда. Напри­
мер, при зарядке конденсатора (рис. 45) ток 

через одну из указанных поверхностей равен I = dq/dt, а через дру­
гую (проходящую между пластинами) — нулю. Чтобы снять указан­
ное противоречие, Максвелл ввел в это уравнение ток смещения, про­
порциональный скорости изменения электрического поля:

^СМ = 1Г РСМ=4ПГ в СГС). (88)
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В диэлектрической среде выражение для тока смещения принимает 
вид:

^«"е° dt + dt
1 д^_ d^ 

4тг dt + dt в СГС). (89)

Первый член представляет собой плотность тока смещения в ва­
кууме, второй — реальный ток, обусловленный движением связан­
ных зарядов при изменении поляризованности. Ток смещения через 
поверхность равен d$D/dt, где Фр — поток вектора 5 через по­
верхность. Введение тока смещения снимает противоречие с зако­
ном сохранения заряда. Например, при зарядке плоского конденсато­
ра ток смещения через поверхность, проходящую между пластинами, 
/см = S(dD/dt) = S(da/dt) = dq/dt, равен току по подводящим про­
водам.

► Система уравнений Максвелла в вакууме. После введения 
тока смещения система уравнений Максвелла в дифференциальной 
форме принимает вид:

1) rot Я =——, 2) rot В = ш + Ро£о~э^

3) div 5 = р/б0, 4) div 5 = 0.

Система уравнений Максвелла в интегральной форме:

Приведем также запись уравнений Максвелла в дифференциальной форме в 
системе СГС:

. 19В 4тг -t 1 дё
1) rot Е =--------—, 2) rot В = ---- 3 +------—

с dt с с dt
3) div ^ = 4тгр, 4) div ^ = 0.

Плотности заряда и тока связаны соотношением

di Г

выражающим закон сохранения заряда (это уравнение является след­
ствием уравнений Максвелла).
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Уравнения Максвелла в среде имеют вид:

дифференциальная форма
1) ..rot ^ = ~^~,

2) rot^ = /+-^-,

3) div D = р,

а 4) div ^ = 0,

интегральная форма

и служат для определения четырех величин Ё, D, В, Н .К уравнени­
ям Максвелла в среде надо добавить материальные уравнения связи 
между 15, Ё и Н, В, характеризующие электрические и магнитные 
свойства среды. Для изотропных линейных сред эти уравнения име­
ют вид:

15 = €0€^, В = poplf.
Из уравнений Максвелла можно получить граничные условия для 

^, 5, 3, ^ (см. разд. 3.6, 3.13).

► Закон сохранения энергии для электромагнитного поля. 
Из уравнений Максвелла можно вывести следующее уравнение для 
любого объема У, ограниченного поверхностью S\

Первый член описывает изменение энергии электромагнитного поля 
в рассматриваемом объеме. Видно, что в общем случае для плотности 
энергии электромагнитного поля оказываются верными формулы, 
полученные ранее для постоянного электрического и магнитного 
полей. Второй член представляет собой работу поля над частицами 
в рассматриваемом объеме. Наконец, третий член описывает поток 
электромагнитной энергии через ограничивающую объем замкнутую 
поверхность. Плотность потока энергии в данной точке пространства 
(вектор Пойнтинга) определяется векторами 15 и В в этой же 
точке:

3 = —Ё X Я = $ X Й. (90)
У^о

Последнее выражение справедливо и для плотности потока электро­
магнитной энергии в веществе. Плотность энергии в среде имеет вид:
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Пример 1. Рассмотрим зарядку плоского конденсатора с круглыми пласти­
нами, расположенными на расстоянии Ь. Скорость изменения энергии в цилиндре 
радиусом г (меньше размеров пластин) равна — (уе0£Е2)(7гг2!)) = тгг2ЪЕ ——. 

Напряженность магнитного поля найдем из второго уравнения Максвелла: 

Н(2тгг) =----- (тгг2) (справа стоит ток смещения). Получаем, что скорость прито- 
dt

ка энергии через боковую поверхность цилиндра: 5(2тггЬ) = НЕ(2тггЬ) = Eirr Ь —— 
dt 

равна скорости изменения энергии в объеме.

► Релятивистские свойства полей. При переходе из одной инер­
циальной системы отсчета (ИСО) в другую изменяются как источ­
ники электромагнитного поля (плотности заряда и тока), так и сами 
поля, но уравнения Максвелла сохраняют свой вид. Проще всего вы­
глядят формулы преобразования для источников р и j = pv (р — плот­
ность движущегося заряда). Если обозначить за р0 плотность заряда 
в ИСО, в которой j = v = 0, то с учетом сокращения продольных 
размеров (см. разд. 1.11) получим

Р = 7Ро> }=УРоЩ
_ 1

7 \/1- v2/c2

Сравнивая с 4-вектором энергии-импульса, видим, что (j,pc) образу­
ют 4-вектор, т.е. преобразуются друг через друга так же, как (г, с/), 
по формулам преобразования Лоренца. Зная, как преобразуются ис­
точники поля, можно найти формулы для преобразования Е , ^. Они 
выглядят так:

^1 = ^ц, ^ = У(^+\?хЩ,
з> = 4 ^(i^-^,^ т

Здесь 17 — скорость системы отсчета К' относительно системы К, 
преобразования записаны для компонент полей, параллельных и пер­
пендикулярных V. Инвариантами этих преобразований являются 
скалярные величины В ■ В и Е2- с2В2:

Ё-Ё^'Ё', Е2-с2В2 = (Е'}2-с\В')2. (93)

При V <^ с формулы преобразования полей принимают следующий 
упрощенный вид:

£'=$+& х В, ^'=^-\^х^. (94)
С2

Пример 2. Магнитное поле нерелятивистской частицы. Рассмотрим 
частицу, которая движется относительно ИСО К с постоянной нерелятивистской 
скоростью v. В ИСО К', связанной с движущейся частицей, имеется только 
электрическое поле S' = kqr'/r’3. Для перехода в ИСО К надо записать формулы
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преобразования (94) с V^ = —И. Учитывая, что в нерелятивистском пределе длины 
отрезков не меняются, получим (для момента, когда частица проходи^ в К через 
начало координат):

£ =#'=-!-< ^ = ^1L = Мо? # х F 
4тгг0 г3 ’ с2 4тг г3

При выводе этих формул было использовано равенство 1/с2 = Моео •
Пример 3. Поляризация диэлектрика при движении в магнитном 

поле. При движении диэлектрика с нерелятивистской скоростью перпендикуляр­
но линиям индукции магнитного поля происходит его поляризация. В ИСО, свя­
занной с диэлектриком, существует поперечное электрическое поле ^' = v X ^. 
Характер поляризации диэлектрика зависит от его формы.

Пример 4. Электрическое поле релятивистской частицы. Рассмо­
трим частицу, которая движется относительно ИСО К с постоянной релятивист­
ской скоростью #. В ИСО К1, связанной с движущейся частицей, имеется только 
электрическое поле ^' = kq^/r13. Для перехода в ИСО К следует использовать 
формулы преобразования (92) с ^ = —tf. Запишем ответ для момента времени, 
когда частица в ИСО К проходит через начало координат, для точки, лежащей 
в плоскости (я, у). При переходе от координат (х^у^ к координатам (i,j/) надо 
учесть, что х1 = ух, у' = у (координаты точки измеряются в К одновременно с 
прохождением частицы через начало координат). В результате получим

Ех-Ех-к Ы2 + ^2]3/2 , Еу-^Еу-к [(^)2 + ^2]3/2 .

Видно, что вектор коллинеарен вектору f. Однако, на одном и том же 
расстоянии от заряда поле в точке, расположенной на линии его движения, 
меньше, чем в точке, расположенной на перпендикуляре к скорости. Магнитное 
поле в той же точке определяется выражением:

2=4*х £'=4v’x £'=4*х
с2 с2 с2 4тг [(7г)2 + з/2]3

Отметим, что рассмотренное электрическое поле не является потенциальным.

4. Колебания и волны
4.1. Гармонические колебания. Сложение 

колебаний
► Общие определения. Колебаниями называют такое изменение 
состояния системы, при котором параметры состояния меняются со 
временем по периодическому или почти периодическому закону. Если 
колебания происходят под воздействием внешнего периодического 
воздействия, то их называют вынужденными. Если колебания про­
исходят без внешних воздействий, за счет отклонения системы от 
устойчивого положения равновесия, то их называют свободными или 
собственными. Колебания характеризуются периодом Т и частотой 
р = 1/Т (измеряется в герцах: Гц).
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к Гармонические колебания. Колебания величины х называют 
гармоническими, если она меняется со временем t по закону:

х = Acos(wt + ^о), (1)

где А — амплитуда колебаний, ^? = (wH^0) — фаза колебаний, ^?0 — 
начальная фаза, и = Чя/Т — циклическая, или круговая, частота 
колебаний. Первая и вторая производные величины х по времени

х = —Аш sin(w/ 4- 9?0) = Аш cos (и/ + ^0 + тг/2), ^ 
х = —Аш2 cos(w< 4- ^0) = Аш2 cos(w/ + ^0 + тг)

совершают гармонические колебания с такой же частотой, но с ам­
плитудами шА и ш2А и со сдвигом по фазе на тг/2 и тг соответственно.

Пример. Если известны начальные (при t = 0) значения величины х: 
i(0) = i0 и ее производной: i(0) = v0, то можно определить амплитуду и 
начальную фазу колебаний. Из уравнений j0 = Acos^0 и v0 = —wAsin <^0 находим 
А = x/^F+T^o/^)2 и tg(^0 = -v0/(wr0).

► Уравнение гармонических колебаний. Как видно из (2), если 
величина х изменяется по закону гармонических колебаний (1), то 
она удовлетворяет уравнению гармонических колебаний:

х + ш2х = 0. (3)

Верно и обратное утверждение: если уравнение движения физической 
системы, состояние которой определяется одной величиной х, удалось 
при некоторых условиях (обычно — при малых значениях я) привести 
к дифференциальному уравнению я + 72 = О, где 7 — положительная 
постоянная, то х изменяется по закону (1) с w = ^/7 (параметры А 
и ^0 определяются начальными условиями, см. пример 1).

Если при изменении состояния физической системы квадратичная 
функция

Е = -^-рх2 4- у ха?2 (р, х — положительные константы) (4) 

остаетсяпостоянной: Е = const, то х изменяется по закону (1) при 
w = у/х/Д. Действительно, продифференцировав (4) по времени, по- 
лучим^уравнение рх + хх = О, которое является уравнением гармо­
нических колебаний. Обычно величина Е пропорциональна энергии 
колебательной системы при малых х, поэтому такой подход называ­
ют энергетическим методом определения частоты колебаний.

► Комплексная экспонента и векторная диаграмма. Формула 
Эйлера ехр(г^) = cos^ + tsin ф позволяет рассматривать закон гармо­
нических колебаний (1) как действительную часть комплексной экс­
поненты x(t) = Re я, где

х = Aexp(^t), (5)
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аЛ = Лехр(^0) называется комплексной амплитудой колебаний. Та­
кой подход особенно удобен при рассмотрении систем, которые опи­
сываются линейными уравнениями, так как в этом случае действи­
тельная и мнимая часть преобразуются независимо друг от друга.

Закон гармонических колебаний (1) может быть получен как про­
екция на ось х радиуса-вектора величиной А, который равномер- 

; но вращается против часовой стрелки с постоянной угловой скоро­
стью ш от начального углового положения ^0 (в этом случае угол 
с осью х меняется по закону р = pQ +wt). Такой подход называет­
ся методом векторных диаграмм] он особенно удобен при сложении 
гармонических колебаний, так как позволяет сложение функций за­
менить наглядным сложением векторов (проекция суммы векторов 
равна сумме проекций).
► Сложение гармонических колебаний одного направления. 
Сумма двух гармонических колебаний одинаковой частоты, ампли­
туды которых равны Л1 и Я2, а начальные фазы — рг и ^2, пред­

ставляет собой гармоническое колебание 
такой же частоты, амплитуда и началь- 

^^ ная фаза которого могут быть найдены 
методом векторных диаграмм (рис. 46):

Л2 = Л^ + А^ + гл^з cos(^2 - ^), 
_ Ar sin <рг -F А2 sin ^>2

Рис. 46. ^^° ^ cos ^ 4- Л2 cos<p2

(параллелограмм на векторной диаграмме вращается с угловой скоро­
стью ш как одно целое). Разность фаз колебаний одинаковой частоты 
не меняется со временем; такие колебания называются когерентны- 
ми. При р2 — р1 = ±2ттг амплитуда максимальна: Я = Л^^, а при 
^2 - ^ = ±(2т 4- 1)7Г — минимальна: А = |ЛХ - Л2|.

При сложении некогерентных колебаний с различными частота­
ми параллелограмм на векторной диаграмме деформируется со вре­
менем, модуль результирующего вектора и угловая скорость его 
вращения меняются, т.е. движение не является гармоническим ко­
лебанием. Однако при сложении колебаний с близкими частотами 
(△и = рх — u>2| <С Wi,w2) на промежутке времени, малом по срав­
нению с временем когерентности тког = 2тг/Ли, колебания можно 
считать приблизительно когерентными. Колебания происходят с ци­
клической частотой w = (о^ +w2)/2, а их амплитуда периодически (с 
периодом 2тг/Дс^) изменяется от Л1 +Л2 до |АХ — Л2|. Такие колеба­
ния называются биениями, w6 = Ди — циклической частотой биений, 
а период изменения амплитуды Тб = 2тг/^б— периодом биений. Если 
Аг = А2 = А, то

т(/) = 2Л cos^———-ij cos\"^2—^ "*" ^°/
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Биения представляют собой один из примеров модулированных 
колебаний, т.е. колебаний, происходящих по закону гармонических 
колебаний (1), в котором один из параметров периодически изме­
няется со временем с периодом, значительно превышающим период 
основных колебаний. Различают амплитудную, частотную и фазовую 
модуляции.

Произвольное периодическое колебание с периодом Т может быть 
разложено в ряд Фурье по гармоническим колебаниям с частотами 
wn = п^л/Т). Такое разложение называется гармоническим анализом 
периодического колебания, а члены разложения —первой (основной), 
второй, третьей и т.д. гармониками периодического колебания. Не­
периодические колебания имеют, как правило, непрерывный спектр 
частот и могут быть представлены в виде интеграла Фурье по гар­
моническим колебаниям всех частот от нуля до бесконечности. Пе­
риодические колебания имеют линейчатый спектр частот, однако не 
любые колебания с линейчатым спектром являются периодическими.

► Сложение взаимно перпендикулярных гармонических ко­
лебаний. Если точка движется по плоскости таким образом, что ее 
проекции на оси я, у совершают гармонические колебания, то го­
ворят о сложении взаимно лерйендикулярных гармонических колеба­
ний. При сложении колебаний одинаковой частоты х = Аг cos^-F^) 
и у = А2 cos(wt -|- ^2) траекторией точки является наклонный эллипс:

тт + 4т - т~4~cos^2 “ ^^ = ^(^ - ^i)-

Такое движение называют эллиптически поляризованными колебани­
ями. При ^2“^i =(2m+l)7r/2 оси эллипса совпадают с осями коорди­
нат. При (р2 — <р1 = тя эллипс вырождается в прямую; такое движение 
называется линейно поляризованными колебаниями. Движение точки 
может происходить по часовой стрелке (при 2ттг <^2“^i< 2ттг4-тг) 
или против часовой стрелки; в этих случаях говорят о правой или ле­
вой эллиптической поляризации.

При сложении взаимно перпендикулярных колебаний с различны­
ми, но кратными частотами результирующее движение происходит 
по траекториям, называемым фигурами Лиссажу. По виду фигуры 
Лиссажу можно установить отношение частот.

4.2. Свободные незатухающие колебания
► Свободные механические колебания. Если смещение консер­
вативной механической системы из положения устойчивого равнове­
сия описывается одним параметром х, то при малых х потенциальная
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энергия имеет вид

^пМ = у*2 \ dx2 Л=о
1 з 

+ г dx3 / z=0

XX2
(6)

т.е. при малых отклонениях от устойчивого равновесия система со­
вершает гармонические колебания. Потенциальную энергию колеба­
тельной системы принято отсчитывать от положения устойчивого 
равновесия {Е^ = 0 при z = 0). Обобщенная сила Fx = —dEn/dx при 
малых х пропорциональна смещению: Fx = —хх. (Если х — линейная 
координата, то обобщенная сила — проекция силы на направление 
смещения; если х — угол отклонения, то х — вращательный момент.)

Если механическая система представляет собой материальную 
точку или поступательно движущееся тело, то кинетическая энергия 
имеет вид Ек = у mi2. Уравнение движения

тх = —жх (7)
имеет такой же вид, как для груза на пружине. Поэтому действу­
ющую на тело возвращающую (т.е. направленную в сторону поло­
жения равновесия) силу называют при малых х квазиупругой силой: 
Fx = —их, а коэффициент х— эффективной жесткостью. Цикличе­
ская частота и период колебаний имеют вид:

Т = 2л (8)

Точка совершает гармонические колебания: х = i4cos(u»t + ^0), а ее 
кинетическая и потенциальная энергии — гармонические колебания 
с частотой 2и\

Ек = Е sin2(wt + ^>о) = |F[1 — cos(2wt + 2<^0)], 
Еп = E'cos2^/ + <р0) = {Е[1 +cos(2wt 4- 2^0)], 

где Е = -^тш2А2 = ухЛ2 — полная механическая энергия, которая 
пропорциональна квадрату амплитуды. Средняя кинетическая энер­
гия равна средней потенциальной энергии.

Пример 1. Потенциальная энергия жидкости в U-образной трубке (рис. 47) 
при смещении жидкости на х увеличивается на Атдх = (pSx)gx = (2pgS)x2/2 (р — 
плотность жидкости, S — сечение трубки), а кинетическая энергия равна тх2/2. 
Значит, циклическая частота колебаний равна ш = y/^pgS/т.

Пример 2. В одной из «дорезерфордовских* моделей атома водорода по­
ложительный заряд предполагался равномерно распределенным по шару радиу­
сом R, равным радиусу атома, а электрон располагался в центре шара. Найдем 
частоту колебаний электрона при смещении его из положения равновесия. Сила 
притяжения при смещении на г равна Fr = —ke2r/R3 (см. разд. 3.4), поэтому 
при смещении на г < Н будут происходить гармонические колебания с частотой
ш = у/ ke2/(mR3).
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Пример 3. Физический маятник. Физическим маятником называется 
твердое тело с горизонтальной неподвижной осью вращения, не проходящей 
через его центр масс. При отклонении маятника от положения равновесия на 
малый угол а (рис. 48) возникает момент силы тяжести, равный М = —mgdsin а 
(d— расстояние от центра масс до оси вращения), стремящийся вернуть тело в 
положение равновесия. Уравнение вращательного движения твердого тела имеет 
вид: lip = —mgdsin а, где I — момент инерции тела относительно оси вращения. 
При малых углах отклонения а < 1 это уравнение превращается в уравнение 
гармонических колебаний относительно угла ip-, ip + (mgd/I)<p = 0. Циклическая 
частота и период колебаний маятника равны

ш = y/mgd/I, Т = 2тг^/1/(mgd).

Например, для однородного стержня длиной I, подвешенного за один из своих 
концов, получим I = m/2/3, d = //2, Т = 2тг0//(3р). Приведенной длиной L 
физического маятника называется длина такого математического маятника, 
период которого Т = 2тгу^Ь/д равен периоду данного физического маятника: 
Е = I/(md). (Для однородного стержня, подвешенного за конец, L = 2//3.) Точка, 
находящаяся на расстоянии L от оси подвеса и лежащая на прямой, проходящей 
через центр масс перпендикулярно оси подвеса, называется центром качаний. 
Если подвесить тело на оси, проходящей через центр качаний параллельно 
прежней оси, то период колебаний, а значит, и приведенная длина маятника не 
изменятся.

Обобщенной силой в данном примере является момент силы тяжести. Частоту 
можно определить и энергетическим методом, найдя зависимость потенциальной 
энергии от угла отклонения: Еп = mgd(l — сова) й mgda2/2. Для полной энергии 
получим: Е = -^-Iip2 + ^mgda2 ^ откуда находим частоту колебаний.

Гармонические колебания являются изохронными, т.е. их период 
не зависит от амплитуды. Дело в том, что в уравнении гармониче­
ских колебаний i + 72; = 0 коэффициент 7 имеет размерность с“2, и 
по соображениям размерности период не может зависеть ни от чего, 
кроме 7. Колебания большой амплитуды перестают быть гармони­
ческими, а значит, и изохронными — возникает зависимость.пери­
ода от амплитуды. Однако в некоторых специальных случаях даже 
малые колебания могут не быть изохронными. Это происходит тог­
да, когда в формуле (6) для разложения Еп по х вторая производная
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обращается в нуль. Такая ситуация возникает, например, при откло­
нении груза, прикрепленного к середине недеформированной пружи­
ны с закрепленными концами, в перпендикулярном пружине напра­
влении. Потенциальная энергия при малых х пропорциональна ?, и 
уравнение движения имеет вид: х + ух3 = 0. Размерность 7 в этом 
случае м"2с"2, и период колебаний Т ~ 7-1/2Л-1 обратно пропорци­
онален амплитуде.

к Колебательные системы с несколькими степенями свобо­
ды. Если смещение системы из устойчивого положения равновесия 
характеризуется N независимыми параметрами Хр ..., xNt то при 
произвольном малом начальном отклонении зависимость zt(t) не бу­
дет гармоническим колебанием. Однако любое движение может быть 
представлено в виде суммы ^ специальных движений, называемых 
нормальными колебательными модами, в каждом из которых все Xj 
совершают гармонические колебания с некоторой циклической часто­
той, характеризующей данную моду. В общем случае все N частот 
могут быть различными.

Пример 4. Связанные маятники. Рассмотрим два одинаковых матема­
тических маятника длиной /, грузы которых соединены недеформированной пру­

жиной жесткостью к (рис. 49). Нормальные моды дан­
ной системы позволяет угадать симметрия системы. 
Гармонические колебания возникают при: а) одинако­
вом отклонении маятников в одну сторону (i! = ^2) 
и б) при одинаковом отклонении маятников в разные 
стороны (а?! = —z2). В первом случае: wj = \fg/l}

т 01ОЖ&Я т
Рис. 49.

во втором: w2 = у (^/0 + {^klm). Если отклонить в 
сторону только первый маятник, что соответствует 
начальным условиям (г10,т20) = И^)» то такое от­
клонение можно представить в виде суммы двух нор­
мальных отклонений: (А, 0) = (у А, у А) + (уА, — у А).

Это значит, что движение первого маятника будет совершаться по за­
кону: о?! = yAcos^jt) + yAcos(cu2t), а второго маятника — по закону: 
i2 = yAcos^t) - yAcos(cv2t). Если klm <С g/Ц то частоты о^ и w2 будут близ- 

к/т
ки: Aw ft Wj ——-, и при наложении двух колебании с близкими частотами будут 

9'
наблюдаться биения (см. разд. 4.1): через время Тб/2 = тг/Дси второй маятник 
раскачается, а первый остановится, еще через такое же время энергия снова пе­
рейдет к первому маятнику, и т.д.

<7
_С
7

Рис. 50.

► Свободные колебания в электрическом 
контуре. Колебательным контуром называет­
ся замкнутая цепь, состоящая из конденсато­
ра емкостью С и катушки индуктивностью L 
(рис. 50). Процессы в колебательном контуре, 
как и в цепях переменного тока, исследуются в 
области частот, где выполняется условие квази­
стационарности (см. разд. 3.14), т.е. <j <^ с/1, 
где I — характерные размеры системы (в этом
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приближении, в частности, можно не учитывать излучение контура). 
Закон Ома для участка цепи, содержащего индуктивность, при вы­
бранном правиле знаков для обхода контура и для заряда конденса­
тора имеет вид: IR = (9^ ~^2)+У, где R — сопротивление проводов 
и катушки. С учетом соотношений: I = q (верного при выбращ1ых 
знаках), q = (^>2 — ^i)/R и У = —LI имеем IR = —(q/C) — LI. Отсюда 
получим

R 1
9+у9+7779 = 0- (9)

Если сопротивление контура пренебрежимо мало (что соответствует 
R^^L/C), то заряд на конденсаторе изменяется по гармоническому 
закону q = qmcos(ut + ^0) с циклической частотой и периодом, 
равными ___ ___

u^l/VlC, T = 2ttVlC. (10)

Ток в контуре изменяется по гармоническому закону с амплитудой 
Jm = uqm с опережением по фазе на тг/2. Энергия контура

2 2С
переходит из электрической формы в магнитную и обратно: в момент 
максимальной зарядки конденсатора она равна W = q^J(2C), а когда 
заряд конденсатора равен нулю, то W = Ы^/2. Для зависимости 
магнитной и электрической энергии от времени верны такие же 
соотношения, как для кинетической и потенциальной энергий при 
механических колебаниях.

4.3. Затухающие и вынужденные колебания
► Затухающие колебания. Если в колебательной системе проис­
ходят потери энергии, то амплитуда колебаний уменьшается со вре­
менем. Если потери энергии механических колебаний определяются 
силой вязкого трения, которая при малых скоростях пропорциональ­
на скорости, то уравнение движения та = — хх - bv приводится к 
линейному дифференциальному уравнению

x + 2^ + Wq2: = 0, (11)

которое называется уравнением затухающих колебаний. Здесь 
0 = Ь/(2т) — коэффициент затухания, w0 — циклическая часто­
та собственных колебаний в отсутствие затухания (при /? —> 0). 
Решение этого уравнения удобно искать в виде экспоненты: 
£ = Аехр(—7/). Подставляя в (11), получим для 7 квадратное уравне­
ние: 72 — 20^-}-^ = 0. Если /? < о;0, то уравнение имеет два комплекс­
но сопряженных решения: 712 = Д i гуа^^Д^, которые приводят к
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одинаковым ответам, поэтому можно взять любое. Применяя форму­
лу Эйлера (см. разд. 4.1), получим:

x(t) = AQe ^cos(wH^0), w = \Zw02 - X?2> (12)

где постоянные Ао и ^0 определяются начальными условиями.
Функция (12) принимает нулевое значение через равные проме­

жутки времени Т = 2л/ш (рис. 51), поэтому ш и Т условно называют 
частотой и периодом затухающих ко- 
лебаний. Если 0 ^ w0, то на каждом

\ ^^v—_____ временном интервале Т <& т <& /З"1 ко-
------V—У—\ / ^^ ► лебания можно считать гармонически- 

I ми, а А(/) = Лоехр(—/Й) имеет смысл 
амплитуды колебаний на этом интер­
вале. Поэтому A(t) называют (при лю- 

рис 51 бом /3 < w0) зависящей от време­
ни амплитудой затухающих колеба­

ний. Убывание амплитуды за период, равное А(/)/А(НТ) = ехр(/?Т), 
называют декрементом затухания, а логарифм декремента

А = 1п Ж*)
A(t + Т)

= рТ (13)

называют логарифмическим декрементом затухания. Величина 
N = 1//3 показывает, за сколько полных колебаний амплитуда умень­
шается в е « 2,72 раз.

Если /3 > uQ (сильное затухание), то квадратное уравнение для 7 
имеет два действительных положительных корня: 7j 2 = ^уу/З^-ш^ 
и общее решение

ж(/) = Ах ехр(-7^) + А2 ехр(-72/) (И)

имеет неколебательный (ангармонический) характер (параметры 
А1} А2 определяются начальными условиями).

► Затухающие электрические колебания. Сравнивая уравне­
ние колебаний в электрическом контуре (9) с уравнением затухающих 
колебаний (11), находим выражения для коэффициента затухания и 
логарифмического декремента затухания:

Х = рТ = п
R
Т/С (15)

Условие слабого затухания А «^ 1 имеет вид: R <& х/Т/С (величи­
ну у/Т/С называют волновым сопротивлением контура).



4.3. Затухающие и вынужденные колебания 251

к Вынужденные механические колебания. Движение системы 
под воздействием внешней периодической силы называют вынужден­
ными колебаниями, саму внешнюю силу называют вынуждающей си­
лой. Из уравнения движения та = —xx — bv + Fx(t) получим уравнение 
вынужденных колебаний:

х + 2(3х + ^х = fW^ (16)

где принято обозначение /(/) = Fx(t)/m.
Общее решение такого неоднородного (с отличной от нуля правой 

частью) уравнения может быть представлено в виде суммы частного 
(т.е. любого) решения неоднородного уравнения и общего решения 
однородного уравнения. (Общее решение должно содержать свобод­
ные параметры, позволяющие удовлетворить любым начальным усло­
виям.) Однородное уравнение представляет собой уравнение затуха­
ющих колебаний, его общее решение (формулы (12) и (14)) экспонен­
циально затухает за время г ~ 1//3. Затухание собственных колеба­
ний означает окончание переходного режима установления колебаний 
и наступление режима установившихся вынужденных колебаний, ха­
рактеристики которого определяются функцией f(t) и параметрами 
/3, cj0, но не зависят от начальных условий.

Частное решение уравнения (16) будем искать в виде установив­
шихся колебаний. Так как любая периодическая сила Fx(t) может 
быть разложена в ряд Фурье, тр естественно исследовать установив­
шиеся вынужденные колебания под действием гармонической выну­
ждающей силы /(/) = Fx(t)/m = (FQ/m) cos Q/. Будем искать их в виде 
гармонических колебаний такой же частоты, но со сдвигом по фазе:

х = Acos(Q£ + tp). (17)

Подставляя (17) в уравнение, находим

2рп
tg^““wg-Q2 '

(18)

При Q = 0 получим 9? = 0 и 
А = FQ/(m^Q) = F0/x, что соответствует 
статическому смещению тела вслед за мед­
ленно меняющейся силой. При Q —> оо име- 
ем А -> 0 и 9Р —> —7г. Графики A(Q) и ^(Q) 
приведены на рис. 52.

Рис. 52.

► Резонанс. Максимальное значение амплитуды установившихся 
колебаний достигается при резонансной частоте Qp = ycvg — 2f32 = 
= \/w2 - /?2 и равно Лтах = Л(Пр) = F0/(2m/?w), где ш = у/^^ —



252 Колебания и волны

циклическая частота затухающих колебаний. При fl <& uQ зависи­
мость A(Q) содержит резкий и узкий максимум при резонансной ча­
стоте, которая в этом пределе близка к собственной частоте колеба­
ний системы. Это явление называется резонансом, а кривые зависи­
мости A(Q) —резонансными кривыми. Характеристики максимумов 
(при /?<^^0): отношение Атах к статическому отклонению А(0) равно 
u/(2fl) = тт/A (Л — логарифмический декремент затухания; величину 
Q = л/X называют добротностью колебательной системы). Шири­
на максимума на уровне Атах/>/2 равна коэффициенту затухания: 
Ml к fl.

Амплитуда установившихся колебаний скорости достигает мак­
симального значения F0/(2mfl) при Q = w0. При резонансе колебания 
скорости происходят в фазе с колебаниями возмущаюфей силы.

Рассмотрим процесс установления колебаний при частоте выну­
ждающей силы, равной резонансной частоте (предполагается, что 
fl <^и0). Если в начальный момент смещение и скорость точки равня­
лись нулю, то в рассматриваемом пределе начальным условиям удо­
влетворяет решение:

х « Amax sinw/ + А-^е~^ sinw/ = Атах (1 - е"^] sinwt ШАЛ ШАЛ ШАЛ I J

Полученная зависимость изображена на рис. 53. При t ^ 1/fl 
амплитуда растет пропорционально времени: A(t) « Amaxflt =

= F$t/(2ти)\ затухание на этом 
этапе влияния не оказывает. 
Отметим, что время установле­
ния колебаний велико по срав­
нению с периодом: \/fl ^> 2^1^. 

t . Если частота Q близка ко/, но 
отличается от нее, то движе­
ние на начальном этапе t <^\/ fl 
представляет собой сумму ко­
лебаний с близкими частота-

Рис. 53. ми. Если выполнено условие 
и > |Q-w| » 1//?, то в процессе установления колебаний происхо­
дят явно выраженные биения (амплитуда колебаний возрастает почти 
до 2Атах и уменьшается поч^и до нуля с периодом Тб = 2тг/|Й — w|).

Резонанс при произвольном периодическом воздействии. Если пери­
од внешнего воздействия Fx(t) кратен периоду собственных колебании системы 
Т = 2тг/ш, то в разложении К,.(<) в ряд Фурье может присутствовать гармоника 
с частотой ш. Если добротность колебательной системы велика, то под действи­
ем этой гармоники могут возникнуть гармонические колебания заметной ампли­
туды. Например, для раскачивания качелей можно подталкивать их на каждом 
размахе (тогда резонансную частоту будет иметь первая гармоника), можно — 
через раз (будет работать вторая гармоника), и т.д.
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► Вынужденные электрические колебания. Если в колебатель­
ный контур (см. разд. 4.2) включить переменную ЭДС ?(/), то выну­
жденные колебания будут описываться таким же дифференциальным 
уравнением, как и для механической системы:

q 4- ^0q 4~ ^Qq — ^(^)/L. (19)

Здесь q — заряд на конденсаторе, 0 = R/(2L) —коэффициент зату­
хания, ш§ = 1/y/LC — циклическая частота собственных колебаний 
контура. Рассмотрим установившиеся колебания под действием гар­
монического воздействия ^(/) = ^0cosQ/. Колебания заряда происхо­
дят по закону qfy = q0 cos(Q/ + <^), где для амплитуды д0 и сдвига по 
фазе <р верны выражения (18). Однако в электрической цепи интерес 
представляют не колебания заряда, а колебания тока I = q^ которые 
происходят по закону / = /0 cos(Q/ -^J с амплитудой и сдвигом по 
фазе, равными

/о^^о Я2 tg^ = ±(fu_-AA (20)

Максимум амплитуды колебаний тока (резонанс) достигается при 
значении Qp = сс0 = 1/y/LC и равен Z0(Qp) = ^q/R. При резонансе 
колебания тока происходят в фазе с колебаниями ЭДС.

Колебания напряжения на сопроти­
влении, конденсаторе и катушке ин­
дуктивности описываются следующи­
ми формулами:

^ = ^ = /°^С08(ш"^ + т)’

^l = L^ = Z0(fiA)c°s(fi<-^i + yy

л Uс Ц%с

Ur=I»R 
4ul=iqxl

Рис. 54.

Коэффициенты пропорциональности между амплитудами тока и 
напряжения называют: хс = 1/(QC)— емкостным сопротивлением, 
xL = QL — индуктивным сопротивлением. Величину х = xL — хс на­
зывают реактивным сопротивлением цепи, сопротивление R — ак­
тивным сопротивлением (в том смысле, что только на нем рассеи­
вается энергия), величину г = \/R2 + х2— полным сопротивлением. 
Формулу (20) можно переписать в виде: /0 = ^0/^, tg^ — x/R. Все 
эти соотношения становятся очень наглядными при использовании 
векторных диаграмм (рис. 54). При резонансе я = 0, т.е. колебания 
напряжений на емкости и на индуктивности компенсируют друг дру­
га и сопротивление цепи превращается в активное сопротивление R.
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► Мощность на участке цепи. Действующим, или эффектив­
ным, значением переменного тока (напряжения, ЭДС) называется та­
кое значение постоянного тока, при котором на активном сопроти­
влении выделяется за период такое же количество теплоты, как при 
переменном токе (т.е. среднеквадратичное за период значение):

J^ I2Rdt = I%RT.

Для синусоидального тока 1Д = IQ/V^i Цд = Uo/\/2. Если сдвиг фазы 
между током и напряжением равен ^р, то средняя за период мощность 
равна

1 fT 1
Р= — UQCos(ftt)I0cos(№ - ip) dt = -~UQIQcos(p = 1дидсоз(р. 

Jo
Для реактивного сопротивления средняя мощность равна нулю.

4.4. Упругие волны
► Основные определения. Если непрерывная среда обладает 
упругими свойствами, то движение точек в одном месте среды (в ис­
точнике) приводит к распространению этого движения с определен­
ной скоростью в виде упругой волны. Волновое движение среды опи­
сывают функцией ^г^)^ задающей смещение частицы среды от рав­
новесного положения гв момент времени t. (Частицей среды называ­
ют достаточно маленький макроскопический, т.е. содержащий боль­
шое число атомов и молекул, элемент среды.) Упругая волна может 
распространяться в трехмерной среде, двухмерной среде (упругая 
мембрана) и одномерной среде (упругий стержень, натянутая жест­
кая нить, столб воздуха). Простейший вид волны— плоская волна, в 
которой функция £ = ^(x,t) меняется только в одном направлении и 
зависит от координаты х. Если при этом вектор ^ перпендикулярен 
направлению распространения волны, то волна называется попереч­
ной, а если параллелен — продольной.

Среда называется однородной, если все ее точки эквивалентны, 
изотропной, если в ней равноправны все направления, упругой, если 
возникающие силы зависят только от смещения (деформации), линей­
ной, если силы пропорциональны деформациям. В абсолютно упругой 
среде механическая энергия волны не рассеивается (не превращается 
во внутреннюю). Если среда обладает только объемной упругостью, 
то в ней могут распространяться только продольные волны (жид­
кость, газ), если она обладает также упругостью формы, то возмож­
ны и поперечные (сдвиговые) волны. В линейной среде распростране­
ние волн описывается линейными дифференциальными уравнениями,
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и осуществляется принцип суперпозиции: если^ва независимых ис­
точника вызывают две разных волны ^(г,/) и £2(^)5 то совместное 
действие источников вызовет волну ^(г,/) = (Jr,/) Н-^^)- Такое 
же утверждение верно и для одного источника, движение которого 
можно разложить на два движения. Поскольку любую функцию вре­
мени можно представить в виде интеграла Фурье по гармоническим 
функциям, то волновое движение линейной среды можно разложить 
на гармонические волны. Через произвольную точку гармонической 
волны можно провести единственную поверхность постоянной фазы, 
которая называется волновой поверхностью, или фронтом волны.

► Уравнение плоской гармонической волны. Если в источнике 
смещение происходит по закону ^(0,/) = ^coswf, то в точках с 
координатой х смещение происходит по такому же закону, но с 
запаздыванием на x/v, где v — скорость распространения волны:

£(*. *) =€т cos [ш (*““)] =^m cos (^-у1) =^т COs(ut-kx). (21)

Здесь X = 2irv/w = vT— длина волны, к = ш/у — 2тг/Х— волновое число. 
Длина волны представляет собой пространственный период профиля 
гармонической волны; точки, отстоящие на длину волны, совершают 
синхронные колебания (разность фаз Д^ = 2тг), разность фаз между 
произвольными точками равна Д<р = 2тг(а?2 - х^/Х. В уравнении (21) 
предполагается, что потери энергии на расстоянии х пренебрежимо 
малы; небольшое рассеивание энергии можно учесть эмпирически, 
введя в (21) множитель ехр(—72), где 7 — коэффициент затухания 
волны. Если ввести волновой вектор к, направленный перпендикуляр­
но фронту волны в сторону ее распространения, то (21) принимает 
вид, инвариантный по отношению к выбору системы координат:

e(r,/) = £mcosM-br), ^ = ^ш^. (22)

Последняя форма записи уравнения бегущей волны использует фор­
мулу Эйлера; физический смысл имеет только действительная часть 
Re£. Если скорость волны не зависит от частоты (отсутствует дис­
персия), то плоское волновое возмущение любой формы распростра­
няется без искажения формы.

► Сферические и цилиндрические расходящиеся волны. 
Если волна распространяется от точечного (сферического) или ли­
нейного (цилиндрического) источника изотропно по всем направле­
ниям, то волновые поверхности будут иметь соответственно фор­
му сфер или круговых цилиндров. В этих случаях уравнения рас-
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ходящихся волн в отсутствие потерь энергии имеют следующий вид:

£ (г, t) = — cos(wt — кг) 
Г

^n,t) = ~^= cos(ut - кН)

(сферическая волна),

(цилиндрическая волна),

где г = \/х2 + у2 + z2, И = \/х2 + у2. Убывание амплитуды проис­
ходит вследствие возрастания площади волновой поверхности; закон 
сохранения энергии требует, чтобы поток.энергии оставался посто­
янным (напомним, что энергия колебаний пропорциональна квадрату 
амплитуды; также см. ниже).

► Волновое уравнение. Непосредственной подстановкой можно 
убедиться, что смещение гармонической волны ((г,/) удовлетворяет 
уравнению

э2( э2^ а2^ 1 э^ 1 52^
Г — или △£ — (23) дх2 ду2 dz2 v2 dt2 v2 dt2

которое называется волновым уравнением. Если скорость гармони­
ческой волны не зависит от частоты (зависимость и от А: является 
линейной, т.е. отсутствует дисперсия), то такому же уравнению удо­
влетворяет любая суперпозиция плоских волн. Верно также и обрат­
ное утверждение: если уравнение движения частицы среды удалось 
привести к (23), то волновые возмущения данной среды распростра­
няются со скоростью и.

В одномерном случае общее решение уравнения (23) имеет вид

£ = Л(^-^) + /2(^ + ^)> (24)

где А и /2 — произвольные (дифференцируемые) функции. Первое 
слагаемое описывает распространение плоского сигнала /^(х) со 
скоростью v без изменения формы в направлении положительных х, 
а второе слагаемое — распространение сигнала /2(ж) со скоростью v 
в направлении отрицательных х.

Пример 1. Упругий стержень. Силы, возникающие при продольных 
упругих деформациях стержня, подчиняются закону Гука: а = Ее, где а = F/S — 
напряжение в данной точке стержня (среды), £— (относительная) деформация 
А1/1, Е — модуль Юнга. Деформация в точке с координатой х выражается через 

£(х -}■ dx)_ £(х) д^
частную производную: £ =---------------------— И---- . Сила, действующая на частицу

dx дх
среды размером Ах и массой Ат = pAxS, равна а(х + Дх) — а(х). Уравнение 
движения частицы среды имеет вид:

fl = £ э^ 
дх2 Е dt2 '

Значит, скорость распространения волн в упругом стержне равна v = х/Е/р. С
такой же скоростью распространяется продольная волна в упругой среде.
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Пример 2. Натянутая струна. По струне, сила натяжения которой рав­
на Т, может распространяться поперечная волна. Пусть профиль струны в дан­
ный момент задается функцией ((i,t). Получим уравнение движения частицы 
среды размером Дг в предположении «плавной» волны: д^/дх < 1- Вертикальная 
проекция силы натяжения равна F^(x) = Т sin а а Т(д^/дх) (а — угол наклона 
струны); вертикальная сила, действующая на частицу среды размером Дх и мас­
сой Дтп = p^^xS, равна F±(z + Дх) — F±(x) (р1 —линейная плотность струны). 
Уравнение движения частицы среды имеет вид

Эх2 Т dt2 '

Значит, скорость распространения волн в упругом стержне равна v = у^Т/рг.

Пример 3. Воздушный столб в цилиндре. Объемная упругость газа 
(или любой термодинамически простой среды) характеризуется объемным мо­
дулем упругости К = — V(dp/dV) = р(др/др). Значение К зависит от условий, 
при которых происходит объемная деформация газа. Для звуковых колебаний 
(и > 16 Гц) можно пренебречь теплообменом между разными частицами сре­
ды и считать К адиабатическим модулем упругости: КЛД = — V(dp/dV^ . Из­

менение давления в данной точке цилиндра равно (при малых деформациях) 
Др(:г) = —K{dV/V) = — К(д£/дх); сила, действующая на частицу воздушной среды 
размером Дх и массой Дт = р Ах S, равна &F = [^р(х) — Ар(х 4- Дх)]5. Уравнение 
движения частицы среды имеет вид

= р.
дх2 К dt2 ’

Значит, скорость распространения волн в воздушном цилиндре равна v = у/К/р = 
= у/др/др. (Эти выражения верны для любой термодинамически простой среды: 
для реального газа, для жидкости.) Для звуковых волн в идеальном газе получим: 
К = 7Р» v = \Jур/р = ^/уЯТТм, где 7 — показатель адиабаты (см. разд. 2.2).

► Объемная плотность энергии. Плотность потока энергии. 
Плотности кинетической и потенциальной энергии в данной точке 
плоской упругой продольной волны:

р(д£\2 Е(д£\2
Шк " 2 \ dt ) ’ Wn “ 2 / '

Для бегущей волны произвольной формы £ = f(x ± vt) выполняется 
соотношение (З^/З/)2 = v2 (д£/дх)2. Учитывая, что для упругой 
продольной волны г;2 = Е/р, получим, что плотности кинетической 
и потенциальной энергии в каждой точке бегущей волны равны друг 
другу. Это утверждение верно для бегущей волны любой природы. В 
случае гармонической плоской волны (21) объемная энергия волны и 
ее среднее по времени значение имеют вид:

w = wK + wn = ри2^ sin2(w< - kx), (w) = fpw2^.

Плотность потока энергии (вектор Умова) в данной точке бегу­
щей волны равна

i7 = wu, (25)

9 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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где й — скорость переноса энергии. Для без дисперсионной среды 
й = v, где v—.скорость распространения волны, входящая в волно­
вое уравнение (24). Для гармонической бегущей волны (21) u — v, где 
v — фазовая скорость волны: v = ш/к. Энергия, переносимая бегущей 
волной через площадку ds за единицу времени (поток энергии), равна 
dФ = ^ • ds. Модуль среднего по времени значения модуля вектора 
Умова (его иногда называют интенсивностью волны) для гармони­
ческой плоской волны равен I = |([/)| = v(w) — ^риш2^. В случае 
произвольной (в том числе стоячей) продольной упругой волны мож­
но использовать выражение для U через мощность упругих сил (на 
единицу площади):

где а = Ед^/дх— напряжение в данной точке среды (см. пример 1). 
Для поперечной волны в струне (пример 2) поток энергии имеет 
аналогичный вид:

Р = Т ^ = _T^L^, 
1 dt дх dt

► Дисперсия. Групповая скорость. Зависимость скорости гар­
монической волны от частоты или длины волны называется диспе­
рсией, а среда, в которой наблюдается это явление, называется дис­
пергирующей. В диспергирующей среде несинусоидальный бегущий 
импульс меняет свою форму в процессе движения, поскольку гармо­
нические волны, входящие в его разложение Фурье, перемещаются с 
разной скоростью. Скорость переноса энергии, входящая в выраже­
ние (25) для вектора Умова, определяется в этом случае как скорость 
движения центра импульса (или как скорость точки, в которой де­
формация максимальна) и называется групповой скоростью волно­
вого пакета (в отличие от фазовой скорости синусоидальной волны 
v = ш/k). Конечный импульс размером Ах называют волновым па­
кетом по той причине, что в его разложение в интеграл Фурье по 
гармоническим волнам входит конечная группа волн, спектральная 
ширина которой определяется соотношением: Ах • Ak ~ 1. Групповая 
скорость такого импульса равна

dw . dv

где v — ^/к — фазовая скорость волны. Понятием групповой скорости 
волнового пакета можно пользоваться только в том случае, если 
его спектральная ширина столь мала, что зависимость ш(к) можно 
считать линейной.

Для иллюстрации рассмотрим волну, являющуюся суперпозицией всего двух 
бегущих волн близких частот и одинаковой амплитуды:

£ = Ст COs[(u/ 4- Дш)/ - (Н Afc)l] 4- Cm COSI(W ~ ^1^ ~ (^ “ △Ч1! =

= 2(m cos(Aw t — Ak х) cos(o4 — кх).
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Видно, что огибающая волн имеет пространственный период Дт — 2я/Дк и 
перемещается со скоростью и = ^/^к,

► Интерференция волн. Две волны называются когерентными, 
если в любой точке пространства они создаю г когерентные колеба­
ния, разность фаз которых не меняется со временем (см. разд. 4.1). 
Источники когерентных волн называются когерентными источни­
ками. При сложении некогерептных волн средняя по времени энергия 
результирующего колебания равна сумме их средних энергий. При 
сложении когерентных волн, колебания части в которых происхо­
дят в одном или близких направлениях, может наблюдаться явление 
интерференции, т.е. устойчивое во времени ослабление колебаний в 
одних точках пространства и усиление в др\л их. Если точка нахо­
дится на расстоянии /4 от одного из когерентных источников и на 
расстоянии г2 о г другого, то разность фаз между колебаниями в 
этой точке равна

^ = (^пг-ЬД - (^21) - А г.,) - *2я -^-у-е- 1^,,, -,?,,,) = 2тгу -Д^.

Здесь Д^() разность фаз между колебаниями источников. 
Д = (г2~г}) разность хода волн. Условие максимума результирую­
щих колебаний: Ду ~ :{2к1п. условие минимума Ay — 12'(т — у), 
где гп порядок интерференционного максимума (минимума). В слу­
чае синфазных источников (Ду G “ 0) ;)ТИ условия принимают особен­
но простой вид:

Л — ±тА (максимум), Д ~ ±(?zz-- у )>\

ПриМ1?р 4. Рассмотрим два линейных когерентных ис­
точника цилиндрических волн, которые находятся на рас­
стоянии А/2 друг от друга. В точках, расположенных вдали 
от источников, разность хода волн определяется тон ко на­
правлением излучения и равна △ — у A cos/? (рис. 55). В слу­
чае синфазных источников излучение ослаблено в направлс 
нии /? = 0 и усилено в направлении 0 ~ тг/2, а в случае не i оч­
ников, совершающих колебания в противофазе (^<с ’ ' ). 
наоборот.

(минимум).

Рис. 55.

► Стоячие волны. Собственные колебания. Важным приме­
ром интерференции является стоячая волна, возникающая при сло­
жении двух одинаковых плоских бегущих волн, распространяющихся 
навстречу друг другу:

£ = £ш cos(o7 -- kx) + ^т cos(o7 4- kx) = 2(n( cos kx cosut. (27)

Амплитуда колебаний точек волны А(х) = 2Л cos kx периодически ме­
няется от нуля (в узлах волны) до 2А (в пучностях волны). Рас­
стояние между соседними узлами равно А/2. Колебания точек меж­
ду двумя узлами происходят в фазе, но по разные стороны узла —
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Рис. 56.

в протйвофазе. В узлах равна нулю амплитуда колебаний скорости, 
но максимальное значение имеет амплитуда колебаний деформации 
д^/дх. В пучностях, наоборот, отсутствуют деформации, но с мак­
симальной амплитудой происходят колебания скорости. Средняя по 
времени энергия имеет одинаковое значение во всех точках стоячей 
волны. Вектор Умова равен нулю как в узлах, так и в пучностях, а в 
промежуточных точках периодически меняет свое направление.

Если конец стержня, совершающего колебательное движение, 
жестко закреплен, то смещение точек конца стержня равно нулю; если 
конец стержня свободен, то равна нулю деформация. В первом случае 
граничное условие имеет вид £|г=0 = 0, а во втором — ^/Эх^.о = 0, 
где значение г = 0 соответствует концу стержня. (Такие же условия 
возникают для колебаний воздуха в цилиндрической трубке в случае 
закрытого или открытого конца трубки. Для поперечных колебаний 
натянутой струны' из примера 2 возможен только первый вариант, 
когда конец струны закреплен.) Если все точки конечного стержня 
совершают гармонические колебания с одной частотой, то такое дви­
жение называют собственными колебаниями стержня. Если сделать 
мысленный разрез бесконечно длинного стержня в том месте, где 
находится узел стоячей волны, то будет удовлетворяться граничное 
условие для закрепленного конца, а если в том месте, где пучность, — 
то для свободного. Значит, свободные колебания стержня длиной I в 
случае двух свободных или двух закрепленных концов должны удо­
влетворять условию I = -j-mA, или и^ - тгти/1 (спектр собственных 
колебаний, m = 1, 2, ...), а в случае одного закрепленного конца — 
условию Z = у(т — у)А, или мт = л(т — y)v//. Собственное коле­
бание с наинизшей частотой называется основным колебанием, все 
остальные собственные колебания — обертонами или гармониками.

► Отражение бегущей волны. Рассмотрим отражение бегущего 
импульса от конца стержня. Если конец стержня закреплен, то гра­
ничному условию (I^.Q = 0 и начальным условиям (один набегающий
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импульс) удовлетворяет суперпозиция набегающего импульса и точно 
такого же по форме бегущего ему навстречу импульса, в котором сме­
щения точек имеют противоположное направление (рис. 56, а). Если 
же конец стержня свободен, то граничному условию d^/dx\xz=Q = О 
удовлетворяет бегущий навстречу импульс смещений такого же зна­
ка (рис. 56, б). В случае бегущей волны отражение от свободного 
конца происходит без изменения фазы, при этом образуется стоячая 
волна с пучностью на конце стержня. Отражение от закрепленного 
конца происходит с изменением фазы на тг, при этом образуется сто­
ячая волна с узлом на конце стержня.

Рис. 57.

Vx V

► Эффект Доплера в акустике. При движении источника и (или) 
приемника волн, еслй расстояние между ними изменяется, то реги­
стрируемая частота отличается от излучаемой. Направим ось х от 
приемника к источнику. Если источник излучает звук с частотой ^0 
и движется вдоль оси х со скоростью v* (рис. 57), то расстояние меж­
ду соседними максимумами волны, распространяющейся вдоль х со 
скоростью v^направлении приемника, будет равно Л = vTQ +vxTQi а 
ее частота равна v/X:

Если приемник неподвижен, то он зарегистрирует именно эту часто­
ту. Если приемник движется со скоростью vx, то интервал, времени 
между приходом соседних максимумов равен Tf = A/(v + v?)i а часто­
та принимаемого сигнала равна 1/Tf:

Эффект Доплера наблюдается в том случае, когда Идменяется рас­
стояние между источником и приемником.

4.5. Электромагнитные волны
► Свойства электромагнитных волн. Электромагнитной вол­
ной называется распространение возмущений электромагнитного по­
ля в пустом пространстве или в среде в отсутствие источников. Суще­
ствование электромагнитных волн следует из теории Максвелла (см.

v* И



262 Колебания и волны

разд. 3.15), в которой утверждается, что переменное электрическое 
поле порождает переменное магнитное поле, а переменное магнитное 
поле порождает переменное электрическое поле. В случае однородной 
изотропной среды уравнения Максвелла имеют вид

1)

3)

rot* = -^T’ 

div D = О,

2) rot/7 = -^-,

4) div ^ = О,
(30)

где D = ее0 Ё, В = ppQH. Для электромагнитного поля, зависящего 
только от координаты х, получаем уравнения:

dHz дЕу dHy дЕ2
-^~dT = -d^ ^"d^-^

дЕ2 дНу
0 dt дх ’ 0 dt dx

В этом случае уравнения для продольных компонент имеют вид 
dEx/dx = dEx/dt = 0, dHx/dx = dHJdt = 0, т.е. все продольные 
компоненты поля являются постоянными величинами.

Нетрудно убедиться, что поперечные компоненты электромагнит­
ного поля подчиняются волновому уравнению:

d2E d^H
ЛЕУ = eeQppQ-^-, ^Hz = ^о^о-^Г

(таким же уравнениям подчиняются Е2 и Ну). Из этих уравнений сле­
дует, что электромагнитные возмущения в среде распространяются 
со скоростью

1 с сv = г = ~7= ~ ~’x/^om V^ п

где с = 1 /у/£оРо ^ 3 • 108 м/с — скорость электромагнитных волн в 
вакууме, а п = у/ёр— показатель преломления среды.

Рассмотрим плоскую электромагнитную волну определенной ча­
стоты (монохроматическую плоскую волну), распространяющуюся 
вдоль оси х: Еу = EQycos(ut —^kx), Е2 = EOz cos(o>/ — kx + <р). Из (31) 
получаем: Ну = — у/ёе0/pp0Ez, Hz = у/ее^/ ppQ Еу. Из этих формул 
можно получить свойства плоской бегущей электромагнитной волны:

1) Электромагнитная волна поперечна.
2) Так как ^ - ^ = 0, то ^ ± ^. Векторы (Ё, Й, к} образуют 

правую тройку векторов (т.е. направление вектора Ё х Н совпадает 
с направлением распространения волны).

3) Величины векторов 2? и 7? в каждый момент времени связаны 
соотношением у/ее0 Е = у/рр^Н (Е = vB).
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От разности фаз р зависит характер поляризации волны. При 
^ = ±ттг волна оказывается плоскополяризованной, т.е. вектор ^ со­
вершает колебания в одной плоскости (эту плоскость называют плос­
костью поляризации волны), а при иной разности фаз — эллиптиче­
ски поляризованной или (при р = ±(т 4- у)^ и при Е^х = ЕОу) — 
поляризованной по кругу (см. разд. 4.1).

► Энергия электромагнитных волн. Объемная плотность энер­
гии электромагнитной волны вычисляется по формуле

w = i-ee0E2 + ±ppQH2 = eeQE2 = рр^Н2 = —ЕН.

В случае монохроматической плоскополяризованной волны имеем 

w = eeQE2cos2(ut — kx), (w) = ±-ее0Е2.

Для эллиптически поляризованной волны:

w = €e0[E^cos2(ivt-kx) + El2cos2(wt-kx+<p)], (w) - E££q(E20+E10).

Для волны, поляризованной по кругу (ЕОу = EQz = EQ, 
р = у7г±7гт), плотность энергии не меняется со временем: w = ^^Е2.

Плотность потока энергии в электромагнитной волне определяет­
ся вектором Пойнтинга (см. разд. 3.15):

? = WV = ^ X 17,
который направлен в сторону распространения волны. Интенсивно­
стью электромагнитной волны называется модуль среднего по вре­
мени вектора Пойнтинга:

^ = |(^l = pW-
► Давление волны. В соответствии с теорией относительности, 
поток энергии электромагнитного поля в вакууме означает существо­
вание импульса электромагнитного поля. Объемная плотность им­
пульса электромагнитного поля равна (по модулю) w/c, поток им­
пульса равен /с, его модуль равен w. При отражении или поглоще­
нии волны происходит изменение импульса волны, что должно про­
являться в давлении волны на препятствие. При нормальном отра­
жении плоской волны давление равно р = (w)(l + R), где R — доля 
отраженной энергии (коэффициент отражения). В рамках электро­
динамики давление волны объясняется действием магнитного поля 
волны на ток, возбуждаемый на отражающей поверхности электри­
ческим полем волны.
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► Излучение плоского тока. Простейшим примером систе­
мы, создающей переменные поля и излучающей плоскую элек­

тромагнитную волну, является переменный 
по времени плоский ток. Рассмотрим ток 
в плоскости (я, г), направленный вдоль z 
и изменяющийся по закону iz = iQcosut 
(рис. 58). Из закона плоского тока для уз­
кого контура, охватывающего ток, получим 
5^(0,/) = ±y/iol'ocos^, гДе знак «—» соот­
ветствует полю справа от плоскости (для 
малых ?/ > 0), знак «+» —слева от плоско­
сти. Используя связь между Е и В в плос­
кой волне, получим £г(0,/) = —АЕ cos о;/, где 
АЕ = Т^о^о = ^o/t^o0)1 Электрическое по­
ле направлено против тока, его работа над 
током отрицательна, т.е. ток отдает волне

энергию. Поле вдали от плоскости имеет вид Е(у, t) = —АЕ cos(ut—ky) 
при j/ > 0 и Е(у, t) = —АЕ cos(w/ + ку) при 2/ < 0.
► Излучение волн движущимися зарядами. Излучение элек­
тромагнитных волн происходит при движении зарядов с ускорени­
ем. Простейшая излучающая система — электрический диполь, ди­
польный момент которого быстро меняется со временем (осцилля­
тор, или вибратор Герца). Так как электромагнитные возмущения 
распространяются со скоростью v = с/у/ё^р^, то поле излучения на 
расстоянии г в момент времени t определяется движением зарядов в 
диполе в момент tf = t — r/v. Поле излучения выглядит достаточно 
просто только в волновой зоне, т.е. на расстояниях, больших как по 
сравнению с размерами диполя, так и по сравнению с Л = vr, где г — 
характерное время изменения дипольного момента (в случае гармо­

нических колебаний А — длина волны). Электри­
ческое и магнитное поле в волновой зоне перпен­
дикулярны радиусу-вектору г, проведенному от 
диполя к точке наблюдения:

5 = 4^M^X ” Х ^'

Взаимное расположение векторов Ё, 1$ я г
изображено на рис. 59. Убывание полей с расстоянием происходит по 
закону 1/г. Вектор Пойнтинга в волновой зоне направлен вдоль г; в 
направлении, составляющем угол 6 с вектором р, он равен:

_ 1 sin2 ^ z V
4тее0 4?rv3r2 ^b-r/v/
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Поток энергии через замкнутую поверхность есть не что иное, как 
мощность излучения диполя:

Р = f\t0y2nr2sm0d9 =—^—^.
Jo 4тг£е0 Зи3

Считая, что движется только один из зарядов диполя, получим 
формулу для мощности излучения ускоренно движущейся частицы:

р = 2^2.
47Г€б0 3v3 (33)

которая оказывается пропорциональной квадрату ее ускорения.
Линейным гармоническим осциллятором называется электриче­

ский диполь, момент которого изменяется по гармоническому зако­
ну: р = p0cosut. Зависимость интенсивности излученной волны от 
угла 6 имеет вид

/ = к?)1 = 1 Ро S^2 в 
4neeQ 8т™3г2

Зависимость 1(6) при г = const (диаграмма направленности) 
изображена на (рис. 60). Средняя по времени мощность излучения
такого осциллятора

47Г££о 3V3 

пропорциональна четвертой степени его
частоты. РИС. бо.

Пример 1. Свободный электрон в поле плоской электромагнитной волны с 
амплитудой Eq совершает вынужденные колебания с амплитудой А = еЕ0/(тш2) 
(уравнение движения электрона имеет вид: тх = — еЕ0 cos cut). Видно, что мощ­
ность излучения свободного электрона в поле электромагнитной волны не зависит 
от частоты, а сечение рассеяния (отношение мощности излучения к интенсивно- 

Р 8 (Ле2)2 2сти падающей волны) равно а = — =------- —— ~ 10 м . Другая ситуация
I 3 с4

возникает, когда в поле электромагнитной волны попадает атомный электрон, 
собственная частота w0 колебаний которого велика по сравнению с частотой па­
дающей (световой) волны. Амплитуда колебаний в этом случае (см. разд. 4.3) 
равна А = еЕ0/(тш$), т.е. почти не зависит от ш. В этом случае мощность из­
лучения и сечение рассеяния света пропорциональны си4, что дает качественное 
объяснение голубому цвету неба (голубой свет рассеивается сильнее).

Пример 2. Если представить, что электрон в атоме совершает собствен­
ные колебания с частотой си0, то энергия колебаний равна W = та/2А2, а мощ- 

dW ке2^А2 dW ке2и£
ность излучения равна Р =---- ----------------------- . Получаем — = —------3
следовательно, энергия атома изменяется по закону W = Woexp(—t/r), где 
т = Зтс3/(ке2ш2) ^ Ю”9 4- 10“8 с называют временем высвечивания атома.

► Эффект Доплера для электромагнитных волн в вакууме.
Главное отличие от акустического эффекта Доплера (см. разд. 4.4) со-
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* стоит в том, что отсутствует система отсчета, связанная со средой, 
по которой распространяется волна. Поэтому соотношение между ча­
стотой излучения Vo (измеренной в системе отсчета источника 7<и) и 
зарегистрированной частотой у (измеренной в системе отсчета при­
емника /<п) может зависеть только от их относительной скорости. 
Пусть в Кп источник движется со скоростью v, направленной под 
углом 0 к радиусу-вектору, проведенному от приемника к источни­
ку. Повторяя рассуждения, приведенные в разд. 4.4, получим

1 + (v/c) cos 0 ’

где у0 — частота источника, измеренная часами системы Кп. Йере- 
ходя к собственному времени (То = 7Т0, или yQ = Vq/ъ см. разд. 1.11), 
получим

V = 1/0 = W1-^2 (35)
7[1 + (v/c) cos 0] 1 + (v/c) cos 0

Видно, что вследствие преобразования времени наблюдается не 
только продольный, но и поперечный эффект Доплера (при движении 
источника перпендикулярно направлению на приемник).

^ Полезно посмотреть на эффект Доплера
X"*-?»' с иной точки зрения. Поскольку фаза коле-
\ г бания в данной точке волны (wi — к?) долж-

\ГИ на быть инвариантна по отношению к пере-
д ^ ходу в другую систему отсчета, то (к^ш/с)

представляет собой 4-вектор нулевой дли-
jj ны (^ — и2/с2 = 0). Если в системе Кп 

Ь^<'' ось х напРавить параллельно скорости источ-
ника Vй (рис. 61), то в этой системе отсче-

\ та ^х = —^ cos ^ = —(cu/c)cos0. Применяя для
' и’ п' перехода к системе КИ преобразования Ло-

Рис. 61. ренца, имеем: ш0/с = ^[(ш/с) — kx(v/c)]t или
ш0 = ^[w 4- cu(t»/c) cos ^]. Выражая gu, приходим 

к (35). Этот метод позволяет, записав преобразования Лоренца для волнового 
вектора к, получить формулы для явления аберрации света, имеющего важное 
значение в астрономии.

► Шкала электромагнитных волн. В зависимости от способов 
излучения и регистрации электромагнитных волн, в шкале частот и 
или длин волн в вакууме X = с/у выделяют несколько диапазонов с 
условными (перекрывающимися) границами:

1. Радиоволны (Л > 0,05 мм).
2. Оптическое (световое) излучение (10 нм < А < 1 мм):

а) инфракрасное (ИК) излучение (770 нм < А < 1 мм),
б) видимый свет (380 нм < А < 770 нм),
в) ультрафиолетовое (УФ) излучение (10 нм < А < 380 нм).

3. Рентгеновское излучение (0,01 пм < А < 100 нм).
4. Гамма-излучение (гамма-лучи) (А < 0,1 нм).
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5. Оптика
5.1. Геометрическая оптика. Фотометрия
► Основные законы геометрической оптики. Оптика занима­
ется изучением электромагнитного излучения оптического (светово­
го) диапазона (см. разд. 4.3) явлений, возникающих при его распро­
странении в пространстве /и взаимодействии с веществом. Геометри­
ческая оптика отвлекается от волнового характера и от поляризации 
светового излучения, оперируя понятиями световых .лучей, указыва­
ющих направление распространения света, и узких световых пучков, 
образованных световыми лучами.

Основные законы геометрической оптики перечислены ниже.
1. Закон прямолинейного распространения света.
2. Закон независимости световых пучков. Энергия в каждом 

пучке распространяется независимо от других пучков; освещенность 
поверхности, на которую падает несколько пучков, равна сумме 
освещенностей, создаваемых каждым пучком в отдельности.

3. Закон отражения света. Отраженный луч лежит в плоскости 
падения, образуемой падающим лучом и нормалью к поверхности 
в точке падения; угол падения равен углу отражения. Все углы 
отсчитываются от нормали.

4. Закон преломления света. Преломленный луч лежит в плоско­
сти падения; отношение синуса угла падения а1 к синусу угла пре­
ломления а2 зависит от длины волны, но не зависит от угла падения 
(закон Снеллиуса):

S1П 01 77 2
~ = ^21 ~ •sino2 пг

Постоянная величина п21 называется относительным показателем 
преломления второй среды относительно первой, который равен от­
ношению (абсолютных) показателей преломления каждой из сред 
(показателей преломления среды относительно вакуума). С точки 
зрения волновой оптики показатель преломления указывает, во сколь­
ко раз фазовая скорость световой волны данной частоты меньше, чем 
скорость этой волны в вакууме:

(см. разд. 4.5). Если п2 < nlt то при а, > апред, где 8шапред = n21 < 1, 
наблюдается полное отражение света, т.е. отсутствует преломлен­
ный луч. При распространении луча света в среде с постепенно ме- 
няющимся вдоль некоторой оси показателем преломления (в слоистой 
среде) удобно использовать формулу (1) в виде nsina ~ const, где 
а — угол с указанной осью. Видно, что о постепенно меняется, т.е. 
происходит искривление луча.
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К перечисленным законам геометрической оптики следует доба­
вить принцип обратимости световь^с пучков.

Законы геометрической оптики действуют тогда, когда оказыва­
ются несущественными явления интерференции, дифракции и поля­
ризации. Это происходит в тех случаях, когда амплитуда волны и ее 
первые пространственные производные мало меняются на длине вол­
ны. Эти условия нарушаются на границе тени, вблизи геометрической 
точки схождения лучей (фокуса), при прохождении света через узкие 
диафрагмы, при распространении света в средах с резко меняющим­
ся показателем преломления или с большим поглощением. Например, 
при прохождении света через диафрагму с минимальным размером d 
пучок света расплывается за счет дифракции на расстоянии I ^ d2/A; 
на расстояниях, малых по сравнению с I, можно пользоваться закона­
ми геометрической оптики.

С законами геометрической оптики тесно связаны принцип Гюй­
генса (волновое построение Гюйгенса) и принцип Ферма. Принцип 
Гюйгенса опирается на абстрактно-волновые представления и позво­
ляет построить в каждой точке вспомогательную волновую поверх­
ность, нормаль к которой указывает направление луча света. Для 
построения волновой поверхности в момент времени t + Д< все точ­
ки волновой поверхности в момент времени t рассматриваются как 
источники вторичных световых волн. Огибающая сферических вол- 
новь^х поверхностей вторичных волн образует новую волновую по­
верхность основной волны.

Принцип Ферма является одним из примеров вариационных прин­
ципов, играющих в физике большую роль. Он утверждает, что вре­
мя распространения света по истинной траектории является экстре­
мальным (обычно — минимальным или максимальным) по сравнению 
со всеми воображаемыми близлежащими траекториями. Более точ­
но — это время не меняется (в первом порядке малости) при малом 
искажении траектории. Время прохождения света через среду с пере­
менным (или кусочно-переменным) показателем преломления удобно 
выражать через оптическую длину пути L:

(3)
Ji с/п с

Это понятие оказывается полезным и при изучении интерференции. 
Принципы Гюйгенса и Ферма позволяют получить основные законы 
геометрической оптики, но не позволяют выйти за ее пределы.

Одной из важных задач геометрической оптики является постро­
ение изображений, формируемых оптическими системами, и изуче­
ние их свойств. Изображением называется точка схождения лучей, 
прошедших оптическую систему. Система отражающих и преломля­
ющих сферических (и плоских) поверхностей, перпендикулярных к
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некоторой оси, формирует изображение точечного источника луча­
ми, падающими под малым углом к оси (параксиальное приближе­
ние). Ось системы называют оптической осью, точку схождения па­
раллельного оси пучка лучей — фокусом системы, перпендикулярную 
оси плоскость, проведенную в фокусе, — фокальной плоскостью. Тео­
ретический предел размеров изображения и разрешающей способно­
сти оптических систем определяется дифракцией света. Важное для 
дальнейшего свойство изображений: оптические длины всех лучей от 
источника до изображения одинаковы, т.е. оптическая система не из­
меняет разности хода лучей.

► Фотометрия. Излучение в данной точке пространства в данном 
направлении характеризуется интенсивностью лучистого потока I:

ИФ = I cos 0dsdQ, (4)

где dФ — лучистый поток (энергия, переносимая в единицу времени 
через площадку ds лучами, заключенными в телесном угле dQ); 6 — 
угол между выделенным направлением и нормалью к площадке. Про­
изведение cos 9 ds называется видимой величиной площадки в данном 
направлении. Объемная плотность лучистой энергии и = dW/dV рав­
на

и = у у Ida. (5)

В случае изотропного излучения и = 4тг//с. Интенсивность 1 и плот­
ность и можно подвергнуть спектральному разложению по частотам 
или длинам волн:

/•ОО /*ОО ГОО

и~ u^dv^ иш du = I uxdX.
Jo Jo Jo

Приравнивая энергию, заключенную в соответствующих друг другу 
спектральных интервалах, можно найти связь между различными 
спектральными представлениями. Например, приравняв u^dy = uxdX, 
с учетом X = с/у получим

Up = (с/и2)их.

Аналогично можно произвести разложение по двум взаимно перпен­
дикулярным поляризациям.

Определенные выше энергетические характеристики используют при объ­
ективном описании излучения. Фотометрические, или световые характеристи­
ки учитывают восприимчивость глаза к световому излучению. Лучистый поток 
измеряют в ваттах, а соответствующую ему фотометрическую единицу называ­
ют световым потоком и измеряют в люменах (лм). Чтобы перейти к световому 
потоку, надо лучистый поток умножить на световую эффективность г) (измеря­
ется в лм/Вт), которая для длины волны Ло = 555 нм равна 7?0 = 625 лм/Вт, а для 
других длин волн равна ^0V\, где Vx — кривая видности, или относительной
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спектральной чувствительности глаза (V(A) = 1 при А = 555 нм и падает до 
нуля при приближении к границам видимого диапазона). Для пересчета от про- 
извольного лучистого потока к световому потоку можно использовать формулу 
Фсв = ^о f Фх^Х^Х. Аналогичным образом происходит пересчет от остальных 
энергетических характеристик к световым и наоборот (например, от интенсив­
ности излучения к интенсивности света).

Для характеристики точечного источника используют энергети­
ческую силу источника, определяемую как лучистый поток в данном 
направлении в расчете на единичный телесный угол: d$ = J dil. Све­
товая характеристика — сила света источника — определяется че­
рез световой поток. Единица силы света кандела является основной 
единицей СИ (лм = кандела х ср, где ср — стерадиан). Если не про­
исходит поглощения или рассеяния излучения, то на расстоянии г от 
источника в том же направлении интенсивность излучения равна

Поток лучистой энергии, приходящийся на единицу площади осве­
щаемой поверхности, называется энергетической освещенностью. 
Соответствующая световая величина называется просто освещенно­
стью и измеряется в люксах (лк). Если излучение точечного источ­
ника падает под углом 0 к нормали, то

J Е = -— cost/.

Для протяженных источников, т.е. для излучающей поверхности, 
вводят энергетическую яркость в данном направлении Вв (световая 
характеристика — яркость). Энергетическая сила источника, соот­
ветствующего площадке ds, равна

dJ—Be cosOds, или dФ = Вв cos 0 ds dQ, (6)

где 0 — угол между нормалью к излучающей поверхности и напра­
влением излучения. Источник, у которого Ве не зависит от направле­
ния. называется ламбертовским источником. Ламбертовский источ­
ник любой формы кажется равномерно ярким (например, диск Луны 
или Солнца). Энергетическая светимость R (световая характери­
стика - светимость) определяется как полный лучистый поток в 
телесном угле 2тг в расчете на единицу площади излучающей поверх-
II"'- ги

/"= у Н„ cos 0 da. (7)

Для ламбертовского источника R = кВ.
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ds
Рис. 62.

ds'

Рис. 63.

Пример. Освещенность, создаваемая светящейся поверхностью S на не­
котором участке освещаемой поверхности ds', равна сумме вкладов от всех 
участков ds. Телесный угол, под которым ds' видна от ds, равен cosf)' ds1/г2 
(рис. 62). Для светового потока, посылаемого в этот телесный угол, имеем 
BecosO ds^vse' ds'/r2). Так как cos в ds/г2 равен телесному углу d£l, под кото­
рым излучающий участок виден от точки освещения, то dE = Be^osd' d£l.

Например, при освещении ламбертовским диском маленькой площадки, рас­
положенной на оси диска и ориентированной перпендикулярно оси (рис. 63), 
dfl = 2тг sin О1 dO', и после интегрирования получим Е = 7rBsin2 0О, где 0О — угол 
полураствора конуса, под которым диск виден от освещаемой площадки.

5.2. Интерференция света
► Когерентность световых волн. При наложении световых 
волн, обладающих очень высокой частотой колебаний, можно наблю­
дать только усредненную по времени энергию колебаний, которую 
характеризуют интенсивностью колебаний I = (^2). При сложе­
нии двух колебаний Ё = Ё г + Ё 2 получим I = Л + Л + Лг^ гДе 
Z12 = 2(^1^2) называют интерференционным членом. Если /12 = О, 
то пучки света называют некогерентными. Волны, поляризованные 
во взаимно перпендикулярных направлениях, всегда некогерентны. 
Монохроматические волны являются когерентными только в том слу­
чае, если остается постоянной их разность фаз (т.е. их частоты со­
впадают) и если они параллельно (или почти параллельно) поляризо­
ваны. При наложении таких волн

I — 1^ -{-12 + ^y^L^T^ cos ^^р,

где Д(р — разность фаз колебаний в данной точке. В частном случае 
при 1Г = 12 = /0 имеем I = 2Z0(l + cos△<£>). Для синфазных колебаний: 
I = (У^+ \/^2 )2> Для колебаний В противофазе: / = (у/Ц — у/Ц)2-

► Интерференция двух волн. При наложении двух плоских волн 
Ех = Е10 cos(w/-^ -г) и E2 = E2Q cos(wt—k2r) получим ^<р=(к1 — к2)-г. 
Поверхности постоянной разности фаз представляют собой плоско­
сти, перпендикулярные вектору (кг — к^. Расстояние между соседни­
ми плоскостями с максимальной интенсивностью равно

|^! — ^21 к sin(a/2) 2 sin(a/2) ’
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где а — угол между векторами кг и к2. При малых а получим 
Ах ~ Х/а. Если в области перекрытия волн поставить плоский экран, 
параллельный (^ — к2), то на нем будут наблюдаться параллельные 
чередующиеся темные и светлые полосы.

При наложении сферических волн от двух синфазных точечных 
источников условие максимума интенсивности m-го порядка имеет 
вид r2 — гх = mA (это уравнение гиперболоида вращения с осью, про­
ходящей через источники). При размещении экрана параллельно этой 
оси получим светлые и темные полосы в виде гипербол. Если рассто­
яние до экрана D велико по сравнению с расстоянием d между источ­

никами, то в центре экрана получим равно­
отстоящие почти параллельные полосы. Рас­
стояние между полосами будет такое же, как 
в опыте Юнга, где интерференция создает­
ся двумя параллельными линейными источ­
никами когерентного света. Если х — рас­
стояние от некоторой точки экрана до его

центра (рис. 64), то г2 = D2 + (х + d/2)2, r2 = D2 + (x — d/2)2, и 
при d,x <^ D получим для разности хода Д = т^ — r2 « xd/D « ах, 
где а « d/D — угол, под которым источник виден из центра экра­
на. Интенсивность меняется от 4Z при А = ах = mA до нуля при 
Д = (m -|- у)А. Расстояние между полосами равно Ах = Х/а = XD/d.

На большом расстоянии от двух синфазных линейных источни­
ков (гг,г2 > d) можно написать r2 — r^ « dsin^, где 0 — угол 
между нормалью к плбскости источников и направлением наблюде­
ния интерференции (приближение Фраунгофера). Амплитуды коле­
баний в интерферирующих волнах можно считать одинаковыми, т.е. 
/ = 2/0[l+cos(MsinS)]. Максимумы интерференции наблюдаются под 
углами, удовлетворяющими соотношению sin^ = mX/d.

^о

Рис. 65.

► Интерференция большого числа волн. 
Рассмотрим интерференцию от N одинаковых 
синфазных источников, расположенных на одной 
прямой на расстоянии d друг от друга. На боль­
шом расстоянии от источников (г ^> Nd) в на­
правлении 0 происходит сложение N колебаний 
одинаковой амплитуды Ао, причем разность фаз 
между соседними колебаниями равна ф = rising.

Результирующую амплитуду А найдем из уравнений (см. векторную 
диаграмму на рис. 65): Ао = flsin(<^/2), А = Rsin(Nф/2). Исключая 
радиус описанной окружности Я, получим:

sin(^/2) _ 8in2(^^/2)
0 sin(^/2) ’ ° sin2(^/2) (9)

Рис. 64.
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► Интерференция от естественных источников света. Из­
лучение естественный: (тепловых) источников света состоит из мно­
жества цугов волн, спонтанно испущенных возбужденными атомами 
при их высвечивании, т.е. при возвращении в нормальное состояние. 
Длительность цуга ~ 10-10-? 10~8 с, он содержит 1064-108 колебаний. 
Значит, два разных естественных источника некогерентны даже при 
выделении в их излучении узкой спектральной полосы, поскольку раз­
ность фаз колебаний очень быстро и хаотически меняется в каждой 
точке наблюдения. Для наблюдения интерференции надо излучение 
от одного источника расщепить на два или несколько пучков и заста­
вить их попадать в точку наблюдения различными путями. При этом 
будет происходить интерференция каждого из цугов с самим собой, 
и условие максимума или минимума будет одновременно выполняться 
для всех цугов одной частоты, испущенных из одной и той же точки 
источника. Удобно ввести оптическую разность хода пучков

△ = J n2dl — J nr dl,

где интегрирование ведется вдоль линии, которую данный пучок 
проходит от точки излучения до точки интерференции. Условие 
максимума: Д = mA; условие минимума: Д = (т + у)А, где т 
называется порядком интерференции.

Приведем классические примеры получения двух когерентных 
источников.

1. Опыт Юнга (упоминался выше). Солнечный свет падает на 
очень узкую щель в первом экране, вследствие дифракции расходится 
и падает на две узкие щели во втором экране. Опять же из-за дифрак­
ции после этих щелей свет расходится и образует перекрывающиеся 
когерентные пучки.

2. Зеркала Френеля. Свет от ярко светящейся щели падает на два 
зеркала, скрещенных под углом почти 180°. Близко расположенные 
мнимые изображения щели образуют два когерентных источника.

3. Бипризма Френеля. Свет от ярко освещенной щели преломля­
ется в двух стеклянных призмах с малыми преломляющими углами, 
сложенных своими основаниями. В результате преломления образу­
ются два близко расположенных мнимых изображения щели.

4. Билинза Бийе. Собирающая линза разрезается пополам и по­
ловинки слегка раздвигаются. Билинза освещается узкой щелью, па­
раллельной линии разреза. Каждая половинка линзы формирует свое 
действительное изображение щели.

5. Зеркало Ллойда. Свет от узкой щели отражается от зеркальной 
плоскости, образуя мнимое изображение щели. Интерферируют свет 
от самой щели и от ее изображения.
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► Влияние размеров источника. Пространственная коге­
рентность. Разность хода лучей в данной точке экрана имеет опре­
деленное значение только в случае точечного источника. При перехо­
де от одной точки протяженного источника к другой разность хода 
меняется. Если разность хода изменится на А/2, то условие максиму­
ма превратится в условие минимума, т.е. наложение интерференцион­
ных картин от разных участков протяженного источника приводит
к смазыванию общей интерференционной картины.

Рассмотрим, например, плоский источник. Предположим, что пер­
вый из интерферирующих лучей исходит от источника под углом а^

Рис. 66.

к его нормали, а второй — под углом а2. Пусть 
эти лучи лежат в одной плоскости с нормалью, 
а углы излучения почти одинаковы для всех то­
чек источника (рис. 66). При переходе от одного 
конца источника к другому длина пути первого 
луча изменится на /sinctp второго — на Zsina2 
(I — размеры источника в плоскости лучей), а 
разность хода изменится на /(sina2 — sinc^).

Условие сохранения интерференционной картины (условие простран­
ственной когерентности) принимает вид

/| sin q2 — sin aj < Л/2.

«■Пример 1. В опыте Юнга I — ширина щели в первом экране, 
»! = —а2 = b/(2L), где b — расстояние между щелями во втором экране, L^ b — 
расстояние между экранами; получим: 2l(b/2L) < Л/2, т.е. I < XL/(2b). Перепишем 
эту формулу в виде: b < >/(2-0), где гр = 1/L — угловые размеры источника, или 
угол расхождения падающих на две щели лучей. Например, при прямом освещении 
щелей Солнцем гр W 0,009 рад, Л « 500 нм, т.е. расстояние между щелями должно 
быть меньше 0,06 мм. Именно поэтому надо сначала солнечный свет пропускать 
через узкую щель. -

► Влияние немонохроматичности света. Временная коге­
рентность. Нарушение монохроматичности складывающихся волн 
может привести к смазыванию картины интерференции. Предполо­
жим, что частоты излучаемых волн лежат в узком спектральном ин­
тервале Аш. Сильное искажение картины интерференции происходит 
в том случае, если разность хода Д превышает некоторое критиче­
ское значение LK, которое называют длиной когерентности] LK име­
ет смысл длины цуга волн, испускаемого атомом в одном акте из­
лучения (напомним, что устойчивая интерференция происходит при 
сложении цугов в одном из разделенных пучков с соответствующими 
им цугами в другом пучке). Время тк = LK/c, которое называют вре­
менем когерентности, имеет смысл длительности цуга волн. В со­
ответствии с общими свойствами преобразования Фурье, спектраль­
ная ширина волнового пакета связана с его длительностью соотноше­
нием ДиД/ ~ 2тг. (Пример: «оборванная» синусоиДа 4(/)sino;0/, где
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А = const в интервале —т/2 <t< т/2 и Л = О вне этого интервала, име- 
. / ч sin[y(w ~ wo)r]

ет разложение Фурье а(ш) ~---- --------- г------ , ширина которого равна
(^ -^о)г

27ГАш ~---- .) Максимальный порядок спектра, в котором можно наблю-
т

дать интерференцию, можно оценить как N ~ LK/X = тк/Т = ш/Аш.

► Интерференция в тонких пленках. Рассмотрим интерферен­
цию лучей, отраженных от передней и задней поверхностей тон­
кой пленки (рис. 67). Будем считать фронт 
волны плоским, т.е. источник достаточно 
удаленными. Так как фронт преломленной 
волны перпендикулярен лучу, то луч 1 в 
точке D и луч 2 в точке D' имеют одина­
ковые фазы. Значит, оптическая разность 
хода лучей в точке D равна n^D'C + CD). 
Кроме того, к разности хода надо до­
бавить А/2, что позволит учесть измене­
ние фазы на 7Г при отражении от среды рис б7
с большим показателем преломления (на
границе воздух — пленка в точке D). После преобразований получим:

Д = 2dncos^ + —,

где d — толщина пленки, п — ее показатель преломления. Условие 
максимума для наблюдения в отраженном свете Д = тпХ выполняется 
для определенных длин волн. Для очень тонких пленок условию 
максимума удовлетворяют одна или две длины волны из видимого 
диапазона, и пленка оказывается окрашенной. Условию максимума 
для наблюдения в отраженном свете соответствует для той же 
длины волны условие минимума для наблюдения в проходящем свете 
(отражений на границе воздух — пленка не происходит). Как всегда 
при интерференции, энергия не увеличивается, а перераспределяется.

Рассмотрим теперь два важных случая.
1) Полосы равной толщины. Если лучи падают под почти посто­

янным углом, например нормально, а толщина пленки меняется, то 
линии постоянной толщины есть линии постоянной разности хода. 
При освещении монохроматическим светом эти линии будут видны в 
виде темных или светлых полос. При наблюдении в белом свете (при 
условии малой толщины пленки) линии будут цветными. Интерфе­
ренция происходит вблизи поверхности пленки (интерференционная 
картина локализована на поверхности).

2) Полосы равного наклона. Толщина пленки постоянна, освеще­
ние ведется рассеянным светом от удаленного источника. Меняя угол 
наблюдения, мы будем получать то условие максимума, то минимума.
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Интерференционная картина локализована на бесконечности (или в 
фокальной плоскости линзы). Для очень тонких пленок свет может 
быть не монохроматичным, наблюдение под данным углом выделяет 
ту длину волны, для которой выполнено условие максимума.

Пример 2. Кольца Ньютона. Если плосковыпуклую линзу положить 
на поверхность стеклянной пластинки и освещать монохроматическим светом, 
падающим нормально, то на воздушном промежутке будут наблюдаться полосы 
равной толщины, имеющие форму окружностей. Толщина промежутка равна 
d й УЛ2 + r2 — R Ъ r2/(2R), где г — радиус окружности (рис. 68). Условие 
минимума имеет вид 2d+ (А/2) = (т + у)А, или rm = y/mXR. В центре картины 
будет темное пятно.

► Принципы голографии. Голография используется для записи 
объемного изображения предмета. Предмет освещается светом лазе-

Рис. 68.

ра, обладающим очень высокой степенью ко­
герентности, и попадает на фотопластинку. 
Информацию о форме предмета несет зави­
симость фазы предметной волны от положе­
ния на пластинке. Если на пластинку одно­
временно со светом, отраженным от предме­
та, послать отраженный от зеркала опорный 
лазерный луч, которым освещается предмет, 
то в результате интерференции образуется 
волна, амплитуда и интенсивность которой

будут зависеть от фазы предметной волны. Так как почернение фо­
топластинки пропорционально интенсивности, то на ней сохранится 
информация о фазе волны. Освещая проявленную пластинку светом 
того же лазера, можно восстановить исходный сигнал.

При записи интерференционного сигнала в объеме толстой про­
зрачной фотопластинки возникает объемная голограмма^ которая не­
сет информацию как о форме предмета, так и о длине волны лазерно­
го сигнала. При освещении голограммы белым светом волны других 
частот гасят друг друга за счет интерференции, и возникает изобра­
жение предмета, освещенного монохроматическим лазерным светом. 
Если в одной пластинке записать три голограммы от лазеров с раз­
личными длинами волн, то при освещении белым светом возникает 
объемное цветное изображение.

► Излучение Вавилова — Черенкова. При движении частицы 
в среде со скоростью V, превышающей фазовую скорость v = с/п 
света в этой среде, возникает излучение электромагнитных волн под 
определенным углом к направлению движения частицы. Элементар­
ное объяснение этого явления совершенно аналогично объяснению 
возникновения ударной волны при движении со сверхзвуковой скоро­
стью. При прохождении частицы возникает излучение возбужденных 
ею атомов среды. Разность хода волн, излученных возбужденными
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атомами в направлении 9 из положений А 
и В (рис. 69), равна

L \△ = V—— Leos9 = Ly— - cos9j.

Если V < v, то для любого угла 9 можно 
подобрать такое L, что излучение точек А 
и В гасит друг друга (А = А/2). При V >v 
то же самое относится к любому углу, не 
равному 9Q = arccos(v/V) (можно добиться
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Рис. 69.

△ = ±А/2). Однако в направлении 0О все точки излучают волны с
одной и той же фазой, т.е. происходит взаимное усиление излучения.

5.3. Дифракция
► Принцип Гюйгенса — Френеля. Дифракцией называются от­
клонения от закона прямолинейного распространения света. Прибли­
женный расчет интенсивности света после препятствий или отвер­
стий в экране опирается на принцип Гюйгенса — Френеля, который 
дополняет геометрическое построение Гюйгенса (см. разд. 5.1) усло­
вием интерференции вторичных лучей. Согласно этому принципу, все 
точки произвольной поверхности, окружающей источники волн, явля­
ются источниками когерентных вторичных волн, а амплитуда коле­
баний волны в произвольной точке вне этой поверхности может быть 
получена как результат интерференции вторичных волн. Обычно в 
качестве такой поверхности выбирают фронт волны, тогда источни­
ки вторичных волн синфазны. Амплитуда вторичной волны пропор­
циональна амплитуде первичной волны и площади участка поверх­
ности:

dE = ^о~~"ехР[г(^ — кг) ] ds, (10)

где Е^ — (комплексная) амплитуда первичной волны в точках фронта, 
а — угол между направлением излучения и нормалью к поверхности, 
г — расстояние от фронта вторичных источников до точки наблюде­
ния, К (а) —медленно убывающая функция (/<(тг) = 0).

► Зоны Френеля. Рассмотрим из­
лучение точечного источника света. 
В качестве поверхности вторичных 
волн выберем сферу радиусом а и 
изучим вклад различных участков 
сферы в колебания волны в точке В, 
находящейся на расстоянии а + 6 от 
источника (рис. 70). Из точки В ра-
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диусами г и г+ dr засечем на сфере две окружности. Из теоремы ко­
синусов г2 = а2 + (а + Ь)2 -2а(а + 6) cos0 получим г dr = а(а + Ь) sin Odd. 
Значит, величина {ds/г) = 2ла2 sinOdd/r = 2nadr/{a + b) не зависит 
от г, т.е. вклады от участков, соответствующих одинаковым измене­
ниям длины пути dr (т.е. одинаковым приращениям фазы dtp), име­
ют одинаковые амплитуды dE. Следовательно, векторная диаграмма 
складывающихся колебаний (рис. 71) имеет вид медленно закручи­
вающейся спирали (с учетом медленного уменьшения Я (а)). Из со­
ображений симметрии можно сделать вывод, что спираль сходится к 
центру окружности. Сумма всей спирали соответствует свободному
распространению света в отсутствие экранов.

Часть поверхности от центра до точек, где гх = 6 + А/2, назы­
вается первой зоной Френеля, от края первой зоны до г2 = 6 + А —

второй зоной Френеля, и т.д. Видно, 
что если открыть только первую зо­
ну Френеля, а все остальное закрыть 
экраном, то амплитуда колебаний бу­
дет в 2 раза больше, чем в отсутствие 
экрана, а интенсивность — в 4 раза 
больше. Если открыть две первые зо­
ны, то амплитуда и интенсивность в 
точке В будут близки к нулю, и т.д. 
Наоборот, если закрыть экраном не­
большое число центральных зон Фре­
неля, то это почти не скажется на ин­
тенсивности колебаний в точке В - -

Рис. 71. она будет почти такой же, как и в от­
сутствие экрана (этот парадоксальный факт известен под названием 
«пятно Пуассона»). Чтобы понять, какие зоны будут закрыты или от­
крыты в каждом конкретном случае, полезно знать радиус окружно­
сти R, засекаемой из точки В радиусом-вектором 6 +Д. При малых Д
он имеет вид

Й(Д) =
/2я6Д 

у а + b
Чтобы найти радиус m-й зоны Френеля, надо подстазить Д = mA.
Для плоскрго фронта волны, что соответствует преде 1ьному случаю 
а —> оо, получим Я(Д) = \/26Д.

Метод зон Френеля хорошо работает только при не очень боль­
шом числе зон Френеля. Этот метод сложно применить к точкам, 
лежащим в стороне от центра экрана. Дифракционные эффекты про­
падают при Д > А, т.е. при b <С №/Х.

► Дифракция Фраунгофера от щели. Дифракцией Фраунгофе­
ра называют дифракцию в параллельных лучах, т.е. когда разность
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фаз вторичных волн, исходящих от различных точек рассматривае­
мого участка волнового фронта, можно найти в предположении их 
параллельности. В этом приближении дифракционная картина упро­
щается, и можно рассчитывать интенсивность света в разных точ­
ках экрана. Приближение Фраунгофера действует в двух случаях: 
во-первых, если лучи света после дифракции собираются линзой в ее 
фокальной плоскости, и во-вторых, если экран удален от дифракци­
онного отверстия на достаточно большое расстояние (г ^ 7?2/А).

Рассчитаем в приближении Фраунгофера дифракцию плоской мо­
нохроматической волны на щели шириной Ь. Ограничимся изучени­
ем нормального падения волны на экран с 
щелью; в этом случае все точки щели явля­
ются источниками вторичных синфазных 
волн. Разобьем плоскость щели на боль­
шое число N одинаковых узких полосок 
(рис. 72). Амплитуда света от каждой по­
лоски равна Eq/N, где Eq — амплитуда 
света, посылаемого щелью в направлении
0 = 0 (в этом случае все полоски излучают Рис. 72.
свет синфазно). При излучении в направлении, составляющем угол 0 
с нормалью, разность фаз между излучением соседних полосок рав­
на 8<р = (2тг/А)(6^) sin 0, разность фаз между крайними полосками 
равна 9? = (2;r/A)6sin 0 = N8p. Используя выражение (9) для интерфе­
ренции N источников, получим амплитуду излучения щели в напра­
влении 0 (sin5<^ надо заменить на 8(р):

Р /Л\ _ Г sin(^/2) _  п _^_ ’ О
(И)

Интенсивность излучения, равная Д = /0 sin2(y?/2)/(9?/2)2, атакже 
характерные векторные диаграммы изображены на рис. 73. Условие 
минимумов излучения имеет вид:

6sin0 = mA (тп = 1, 2,...). (12)

Условие максимумов: 6sin0 « (m + у)А (m = 1, 2, ...). Максимумы 
интенсивности относятся как /0 : А : А • • • ^ 1 : (А^тг)2 : (2,5тг)2 ... 
Максимальный порядок спектра определяется условием т ^ 6/(2А).

► Дифракция Фраунгофера на круглом отверстии. Разре­
шающая способность оптических приборов. В случае дифрак­
ции на круглом отверстии распределение интенсивности имеет вид 
концентрических темных и светлых кругов вокруг центрального 
светлого пятна. Распределение интенсивности при малых углах 0 с 
осью отверстия выражается через функцию Бесселя первого поряд­
ка: I = IqJ2(itD0/X), где D— диаметр отверстия. Внешне угловое
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Рис. 73.

распределение интенсивности мало отличается от случая дифракции 
на щели; первый минимум соответствует углу ^ = 1,22 A/D.

Угол 0Г можно считать углом дифракционного расширения пучка 
света. Расплывание пучка будет слабым на расстояниях /, удовлетво­
ряющих условию: 10г <^ D, или I <С D2/A. Это неравенство является 
условием применимости геометрической оптики (см. разд.’ 5.1).

При наблюдении в оптический прибор (линза, телескоп) двух близ­
ких точек они будут изображаться на экране в виде маленьких ди­
фракционных кружков. Условно считается, что изображения точек 
неразличимы, если они сблизились настолько, что центральный мак­
симум одного кружка совпал с первым минимумом другого (крите- 
рий Рэлея). Значит, угловое разрешение таких приборов выражается 
формулой

<U = 1,22А

Этот предел возможного разрешения прибора накладывается волно­
вой природой света и не может быть превзойден никакими техниче­
скими усовершенствованиями.

► Дифракционная решетка. Дифракционной решеткой называ­
ется последовательность из большого числа ^ одинаковых парал­

Рис. 74.

лельных щелей. Ширина каждой щели рав­
на 6, расстояние между соседними щелями, ко­
торое называют периодом решетки^ равно d 
(рис. 74). Каждая щель излучает в направле­
нии в свет, амплитуда которого Е^ определя­
ется выражением (11). Разность фаз между со­
седними щелями равна 6 = (2?r/A)dsin0, и для 
вычисления итоговой амплитуды можно опять
воспользоваться формулой (9) для суммы ко­

лебаний N независимых источников:
sin(W2)_ sinWg)

1 sin(J/2) ’ 1 sin2(J/2) где 6 = 2тг—sin0. 
Л
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Главные максимумы дифракционной решетки определяются условием 

rising = mA. (13)

В направлении главных максимумов интенсивность излученной вол­
ны / = ^2/1 полностью определяется интенсивностью излучения от­
дельной щели в этом направлении. Если главный максимум окажется 
вблизи минимума /J^, определяемого условием 6sin0 = ЛА, то этот 
максимум окажется подавленным. Максимальный порядок спектра 
определяется условием т ^ d/X.

Между каждыми двумя главными максимумами дифракцион­
ная картина содержит ^ - 1 минимум и N — 2 добавочных мак­
симума. Минимумы определяются условиями dsin0 = (m + n/N)X 
(n = 1, 2, ..., TV — 1). Интенсивность добавочных максимумов гораз­
до меньше, чем главных, и при большом числе штрихов их можно не 
учитывать.

При падении света на решетку под углом 0О / О условие главных 
максимумов приобретает вид:

d(sin 0 — sin 0Q) = тХ. (14)
Для грубых решеток (d ^> А) эффективным оказывается использова­
ние скользящих лучей (0О « тг/2), для которых условие главных мак­
симумов приобретает вид: dcos 0О(0 - 0О) = тХ. Видно, что роль эф­
фективного периода в этом случае играет малая величина dcosd0.

► Дифракционная решетка как спектральный прибор. Свой­
ства любого спектрального прибора определяются его угловой дис­
персией, дисперсионной областью и разрешающей способностью.

Угловой дисперсией называется производная Dm = ddm/dX, где, 
0т — положение главного максимума m-го порядка. Из условия 
главного максимума получим

_ т . 
т dcosd ' 

Дисперсионной областью называется максимальная ширина ДА 
спектрального интервала, при которой еще нет перекрытия спектров 
соседних порядков. Из уравнений dsinS = m(A+AA) и dsin 0 = (m+1)А 
имеем ДА = Х/т. Видно, что для исследования широких участков 
спектра надо применять низкие порядки.

Разрешающей способностью называется отношение R = Х/дХ, где 
JA — наименьшая разность длин волн, которые может разрешить
спектральный прибор, 
максимум одной линии 
Из уравнений dsin0 = 
<5А = A/(m^), т.е.

Две линии считаются разрешенными, если 
попал на минимум другой (критерий Рэлея). 
(т + l/^)A и rising = m(A 4- iA) получим

я = А = mN. 
дХ
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► Дифракция рентгеновских лучей на кристалле. Длина вол­
ны рентгеновских лучей сравнима с расстоянием между атомами 
кристаллической решетки, которая для падающих лучей представля­
ет собой пространственную дифракционную решетку. Условие ди­
фракционных максимумов состоит в одновременном выполнении трех 
уравнений (14) для трех взаимно перпендикулярных кристаллических 
осей (условия Лауз):

djcos a—cos а0) = n^, d2(cos/в—cos/30) = п2Х, d3(cos 7—cos 70) = п3А, 

где а, (3, 7 — углы с осями, связанные условием cos2q+cos2/3+cos27=1. 
Эти три уравнения нельзя одновременно удовлетворить при про­
извольно выбранном направлении падающего луча и заданной дли­
не волны. Это значит, что при облучении кристалла монохромати­
ческими, но рассеянными рентгеновскими лучами (т.е. имеющими 
всевозможные направления) возникают дифракционные максимумы 
во вполне определенных направлениях. Анализ получающихся лауэо- 
грамм позволяет получать информацию о строении кристалла. Ди­
фракционные максимумы отсутствуют, если А/2 превышает^ все пе­
риоды решетки; для видимого света кристалл можно считать одно­
родной средой.

Отражение рентгеновских лучей от поверхности кристалла можно 
также рассматривать как интерференцию лучей, отраженных от си­
стемы последовательных атомных плоскостей в кристалле. По анало­
гии с интерференцией в тонких пленках (см. раЗд. 5.2), разность хода 
между лучами, отраженными от соседних плоскостей, равна rising, 
где 0 — угол между падающим лучом и атомной плоскостью (не с 
нормалью!), a d— межплоскостное расстояние. (Отметим, что по­
казатель преломления рентгеновских лучей мало отличается от еди­
ницы, см. разд. 5.5.) Отражение наблюдается только в направлени­
ях дифракционных максимумов, удовлетворяющих условию Вульфа — 
Брегга:

2cf sin 0 = mA,
где т = 1, 2, ... — порядок дифракционного максимума.

5.4. Поляризация света. Формулы Френеля
► Поляризованный и естественный свет. Плоская волна назы­
вается линейнополяризованной или плоскополяризованной, если коле­
бания вектора ^ происходят в одной плоскости, перпендикулярной 
фронту волны (ее называют плоскостью поляризации волны). Моно­
хроматическая плоская волна либо линейно поляризована, либо по­
ляризована по эллипсу или по кругу (см. разд. 4.5). Эллиптически 
поляризованная волна представляет собой сумму двух взаимно пер-, 
пендикулярных плоских волн, между колебаниями которых имеется
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разность фаз. Естественный свет, испущенный нагретыми телами, 
является неполяризованным, поскольку направление колебаний век­
тора Е в каждой точке быстро и хаотически меняется. Смесь есте­
ственного и поляризованного света называется частично поляризо­
ванным светом.

Поляризатором называется устройство, поглощающее свет, поля­
ризованный в одной плоскости, но пропускающее свет, поляризован­
ный в перпендикулярной плоскости. Плоскость поляризации прошед­
шего света называют плоскостью пропускания поляризатора. Если 
естественный свет пропустить через поляризатор, то он станет ли­
нейно поляризованным, а его интенсивность уменьшится в два раза 
(если нет поглощения в плоскости пропускания поляризатора). Если 
линейно поляризованный свет интенсивностью 70 пропустить через 
поляризатор, плоскость пропускания которого составляет угол а с 
плоскостью колебаний световой волны, то интенсивность прошедшей 
волны будет составлять

1 ~ 1^ cos2 а

(закон Малюса). Объясняется это тем, что линейно поляризованный 
свет с амплитудой Ео представляет собой сумму двух линейно по- 
ляризованных волн: волна, поляризованная в плоскости пропускания 
(ее амплитуда равна E0cosa), пройдет через поляризатор без изме­
нений, а вторая волна будет поглощена.

► Отражение и преломление волн.
Интенсивность и поляризация отра­
женной и преломленной волн зависят от 
того, как поляризована падающая вол­
на. Запишем граничные условия на по­
верхности радела двух сред:

/<:‘+^ = Е?, п№г + Е^ = п№п, 
Н'Т+1ГТ = Н^ Н\ + 1Гп = Н*.

Здесь нижние индексы т, п обозна­
чают тангенциальную и нормальную 
компоненты, а верхние индексы г, г, 
d соответствуют падающей, отражен­

Формулы Френеля.

ной и преломленной волнам. Для плоской монохроматической волны

^о=ехр[2(и/-?-г)], ?Q=exp[2'(wi-Ff)], ^o=exp[t(u/-P-r)]

соотношения для волновых векторов (рис. 75) имеют вид:

&lj = &II — ^i sin a, kr = k19. k^ = k2,
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где кх = ип^/с, к2 = шп2/с. Из этих соотношений получим закон от­
ражения. В случае, когда к2 > кг sin a (sin а < n2/nj, приходим к за- 
кону Снеллиуса: п1 sin а = n2 sin ^- Если sin а > п21п^ то происходит 
полное отражение: ^ = —iy/k^ sin2 а — к2 = —i^fc) у/n2 sin2 а - n^ 
оказывается мнимым, т.е. амплитуда прошедшей волны экспоненци­
ально затухает с характерной глубиной проникновения 8 ~ 1/1^11-

Амплитуды прошедшей и отраженной волн зависят от поляриза­
ции падающей волны. Приведем результат для отраженных волн:

дг _ _4i tg(a - VO 4d sin^a-^
II II tg(a + V1) ’ 1 1 sin(a + ^)

{формулы Френеля). Здесь первая формула относится к волне, поля­
ризованной в плоскости падения, а вторая — к волне, поляризованной 
в перпендикулярной плоскости. Видно, что при угле падения, удовле­
творяющем условию а + ^ = тг/2, волна, поляризованная в плоскости 
падения, отражаться не будет. Так как в этом случае sin^ = cos а, 
то угол падения, при котором отраженная волна будет линейно по­
ляризованной перпендикулярно плоскости падения (угол Брюстера), 
удовлетворяет соотношению:

tga = п.

Качественное объяснение состоит в том, что в этом случае напра­
вление колебаний диполей (указаны на рисунке), возбужденных во 
второй среде волной, поляризованной в плоскости падения, оказы­
вается параллельным направлению отраженной волны (отраженный 
и преломленный лучи взаимно перпендикулярнь/). Но осциллятор не 
излучает волну в направлении своих колебаний (см. разд. 4.5).

В случае нормального падения различие между поляризациями 
пропадает:

Видно, что при отражении от оптически более плотной среды 
(п2 > nJ фаза колебаний сменяется на противоположную (точнее, 
к фазе добавляется тг).

Отношение отраженной энергии к энергии падающей называется 
коэффициентом отражения. При нормальном падении он равен

R . (^i — ^г)2

Коэффициент пропускания равен D = 1 — R. Коэффициенты R и D 
зависят только от относительного показателя преломления двух сред.

Пример. Просветление оптики. Коэффициент отражения стекол в опти­
ческих приборах невелик (несколько процентов). Тем не менее важной задачей
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является уменьшение отражения для определенных длин волн. Для этого на по­
верхность наносят прозрачную пленку с показателем преломления п' = у/ri (п — 
показатель преломления стекла) и толщиной А/(4п')- Оптическая разность хо­
да между лучами, отраженными от поверхностей пленки, равна А/2 (изменение 
фазы при отражении учитывать не надо, так как оно происходит у каждого из 
лучей), а коэффициенты отражения на этих поверхностях будут близки друг к 
ДРУГУ (см. формулу (15)). В результате произойдет почти полное гашение отра­
женного света.

► Оптически анизотропные среды. В случае сред, обладающих 
анизотропией, векторы 13 и D в общем случае уже не параллельны 
друг другу. Линейная связь между ними носит тензорный характер, 
т.е. каждая из компонент вектора 5 выражается в виде линейной 
комбинации всех трех компонент вектора 13. Существуют три вза­
имно перпендикулярные оси, называемые диэлектрическими осями 
кристалла, для которых D{ = е{Е{ (г = 1,2,3). Значения £• называ­
ются главными диэлектрическими проницаемостями кристалла. Мы 
рассмотрим только случай одноосных кристаллов, у которых две из 
трех е{ равны друг другу (s = Q )• Выделенная ось (б = €ц) называется 
оптической осью кристалла.

При распространении в одноосном кристалле плоской волны вво­
дят главное сечение кристалла — плоскость, проходящую через 
оптическую ось и вектор нормали п к фронту волны. Оказывается, 
что распространение линейно поляризованной световой волны зави­
сит от направления ее поляризации. Волна, поляризованная перпенди­
кулярно главному сечению, называется обыкновенной. Скорость рас­
пространения такой волны vL = с/у/ё^ не зависит от направления; 
колебания векторов 13 и D направлены одинаково; направление рас­
пространения энергии (т.е. вектора Пойнтинга ^ =^ х 13) перпенди­
кулярно фронту волны. Волна, поляризованная параллельно главному 
сечению, называется необыкновенной. Скорость ее распространения 
зависит от угла между п и оптической осью (при угле тг/2 между ни­
ми она равна иц = с/^). Колебания векторов 13 и 13 происходят в 
разных направлениях, вектор Пойнтинга $ = 13 х 13 не перпендику­
лярен к фронту волны (нормаль к фронту волны параллельна D х Н). 
Разница между обыкновенным и необыкновенным лучами исчезает 
только при распространении света параллельно оптической оси.

При падении света на поверхность кристалла он разделяется на 
обыкновенный и необыкновенный лучи, линейно поляризованные пер­
пендикулярно друг другу и имеющие разные показатели преломле­
ния. Закону преломления (см. разд. 5.1) подчиняется направление 
распространения фронта необыкновенной волны, сам же луч мо­
жет выйти из плоскости падения. Даже’при нормальном падении 
луча на кристалл, вырезанный под углом к оптической оси, про­
исходит пространственное разделение лучей (рис. 76). Положения
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I I I I I
фронтов указаны черточками, положение оптической оси — стрел­

кой. Необыкновенный луч поляризован 
в плоскости чертежа, обыкновенный - 
перпендикулярно ей.

Для получения и анализа поляризован­
ного света используют поляризационные 
призмы (николи), разрезанные под углом 
к распространению лучей таким обра­
зом, что обыкновенный луч испытывает 
на плоскости разреза полное отражение и 
уходит в сторону, а необыкновенный луч

проходит прямо. Другой способ получения поляризованного света 
основан на различии в поглощении обыкновенного и необыкновен­
ного лучей в некоторых веществах. При пропускании света через 
дихроичную пластину (пластинку турмалина, поляроид) обыкновен­
ный луч поглощается, и наружу выходит линейно поляризованный 
необыкновенный луч.

Для анализа характера поляризации света изучают зависимость 
интенсивности от ориентации николя. Если интенсивность не меня­
ется, то свет либо естественный, либо поляризован по кругу. Что­
бы различить эти случаи, используют пластинку в четверть волны, 
или компенсатор. Толщина пластинки d подобрана так, чтобы раз­
ность хода между обыкновенным и необыкновенным лучами △ = Ди d 
равнялась А/4. Сдвиг фаз между взаимно перпендикулярными коле­
баниями станет равным либо нулю, либо тг, и круговая поляризация 
превратится в линейную.

► Вращение плоскости поляризации. При распространении в 
некоторых веществах (их называют оптически активными) линей­
но поляризованного света происходит вращение плоскости поляри­
зации. Угол поворота пропорционален толщине пластины: х — аЦ где 
а — вращение на единицу длины. В зависимости от направления по­
ворота различают право- и левовращающие вещества. Пример — пла­
стинка кварца, вырезанная перпендикулярно оптической оси (кварц 
бывает как лево-, так и правовращающим). В растворах оптически 
активного вещества в неактивном растворителе а пропорционально 
концентрации. Молекулы активных веществ обладают асимметрией 
по отношению к правому и левому вращению по типу спирали. Явле­
ние вращения плоскости поляризации можно охарактеризовать как 
круговое двойное лучепреломление. Волны, поляризованные по кру­
гу в разные стороны, распространяются* с разными скоростями, т.е. 
разность фаз между ними меняется. Сумма двух таких колебаний 
представляет собой линейное колебание, направление которого зави­
сит от разности фаз.
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► Искусственная анизотропия. При помещении многих изотроп­
ных тел в однородное электрическое поле у них возникает одноос­
ная анизотропия с оптической осью, ориентированной параллельно 
напряженности поля (электрооптический эффект Керра). Разность 
хода между обыкновенным и необыкновенным лучами при распро­
странении света перпендикулярно ^ пропорциональна квадрату на­
пряженности:

△^ = 2тгВ1Е2,
где I — толщина слоя вещества, а В называется постоянной Керра. 
Искусственная анизотропия возникает в тех случаях, когда поляри­
зуемость молекул вещества зависит от их ориентации по отношению 
к полю. Аналогичный эффект возникает при помещении некоторых 
веществ в магнитное поле (эффект Коттона — Мутона). Он опи­
сывается соотношением S(p = 2тгС1В2.

При помещении неактивных веществ в сильное магнитное поле 
может возникнуть оптическая активность для света, распространя­
ющегося параллельно вектору В (магнитное вращение плоскости 
поляризации). Вращение на единицу длины в этом случае (для диа- 
и парамагнетиков) пропорционально величине магнитной индукции: 
а = RB, где R называется постоянной Верде.

5.5. Дисперсия и поглощение света
► Классическая модель диспергирующей среды. При распро- 
странении в веществе электромагнитной волны заряженные частицы 
среды приходят в вынужденное колебательное движение. Амплитуда 
этих колебаний и их сдвиг по фазе по отношению к колебаниям на­
пряженности зависят от соотношения частоты волны и и частоты 
собственных колебаний частиц ш0 (см. разд. 4.3). Результирующее 
волновое возмущение можно рассматривать как результат интерфе­
ренции исходной волны и волн, излученных частицами среды (такой 
подход называют молекулярной оптикой). Однако в случае однород­
ной среды можно получить частотные характеристики волны полуфе­
номенологически, учитывая возникающую при смещении частиц по- 
ляризованность, вводя зависящие от частоты диэлектрическую вос­
приимчивость и проницаемость и вычисляя показатель преломления. 
Затухание волны, т.е. преобразование энергии колебаний в тепловую 
энергию, учитывается введением полуэМпирических коэффициентов 
затухания осцилляторов; диэлектрическая проницаемость и показа­
тель преломления становятся при этом комплексными числами.

Рассмотрим сначала среду из одинаковых осцилляторов. Уравне­
ние движения заряженной частицы имеет вид

(+2/^+^= —Я,
т
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где Ё — поле, действующее на частицу (в оптическом диапазоне 
играют роль только электроны). В неплотных газах можно не учиты-
вать отличие локального поля от среднего, т.е. считать, что на элек­
троны действует непосредственно поле волны ^ = ^0 exp[i(wt-i'£)]. 

Решение уравнения движения ищем в виде £ = £0 ехр(гсЛ), и после под­
становки получим

m(wo - w2 + 2i/3w)
(в комплексной записи автоматически учитывается сдвиг фаз). Сме­
щение частиц приводит к появлению у молекул дипольных моментов 
р = е^, т.е. к появлению поляризованности ? = Np (N — концентра­
ция). Из соотношения ? =£0(б- 1)^ находим комплексную диэлек­
трическую проницаемость

_ I Ne2
+ б0т(и2 - w2 + 2г/?о;) (16)

Показатель преломления тоже будет мнимый: yfe = п — in, причем 
через действительную часть выражается фазовая скорость волны, а 
через х — коэффициент затухания:

(xw \
------- я) ехр[г(ш/ — h)].

с / (17)

Чтобы найти п(ш) и x(w), надо в равенстве с = (п — гх)2 приравнять 
действительные и мнимые части. Вдали от собственной частоты (при 
lw-wol ^/^) получим

6 = n2 = 1 + ^g2
£от(шо - w2) '

Графики зависимостей n(w) и x(w) представлены на рис. 77. Там, где 
поглощение невелико, показатель преломления возрастает с частотой 
(нормальная дисперсия). В узкой области сильного поглощения на­
блюдается аномальная дисперсия.
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Аналогичная ситуация возникает возле каждой собственной ча­
стоты. Например, в инфракрасной области спектра наблюдаются по­
лосы поглощения и аномальной дисперсии, связанные с колебаниями 
ионов. Полосы поглощения в ультрафиолетовой (иногда — в видимой) 
областях спектра объясняются колебаниями электронов на внепших 
оболочках атомов (оптических электронов). В рентгеновской области 
спектра частота волны ш велика по сравнению со всеми собственны­
ми частотами и зависимость n(w) определяется колебаниями электро­
нов, которые можно считать свободными:

п2 = 1-
^e2 

те0ш2 (18)

Коэффициент преломления рентгеновских лучей мало отличается от 
единицы. Такая же формула верна для волны, распространяющейся в 
разреженной плазме, содержащей свободные электроны.

Фазовая скорость волны в плазме (а также справа от полосы поглощения 
в диэлектрике) оказывается больше скорости света в вакууме (n < 1). Однако 
здесь не содержится противоречия с теорией относительности, так как групповая 
скорость волны и = dw/dk (см. разд. 4.4) будет при этом меньше с. Убедимся в этом 
для волны в плазме. Используя соотношение к2 = u2n2(w)/c? и уравнение (18), 
получим:

С2 к dk = wdw =>---------= с2.
к dk

Значит, в этом случае и = пс < с.

У полярных молекул (например, воды) широкая полоса аномаль­
ной дисперсии находится в области сантиметровых радиоволн, где 
амплитуда вращательных колебаний диполей, стремящихся повер­
нуться вслед за напряженностью поля, сильно зависит от частоты. 
Именно в этой области происходит уменьшение п = у/ё от большого 
статического значения (для воды п0 « 9) к высокочастотному значе­
нию (для воды п « 1,3).

Формула (16) верна только при п, близких к единице, когда можно 
пренебречь отличием поля, действующего на молекулу, от среднего 
поля в веществе. Обобщением на случай плотных газов и жидкостей 
является формула Лорентц — Лоренца:

п2 — 1 _ Ne2 
п2 + 2 Збот(шд — о;2)

При изменении плотности вещества величина

1 п2 — 1 
р п2 + 2 ’

которая называется удельной рефракцией, должна оставаться посто­
янной.
Ю А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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► Рассеяние света. Ослабление волны. Интенсивность волны 
в среде уменьшается не только из-за поглощения света, но и вслед­
ствие его рассеяния. Рассеяние объясняется излучением света атом­
ными осцилляторами, которое происходит по всем направлениям (см. 
разд. 4.5). Однако в идеально однородной среде свет, рассеянный мо­
лекулами, находящимися на расстоянии Л/2 друг от друга, испыты­
вал бы полное интерференционное гашение, и ослабление за счет рас­
сеяния в этом случае отсутствовало бы. Рассеяние наблюдается на ма­
лых инородных частицах (тиндалевское рассеяние в мутных средах) 
и на неоднородностях, возникающих вследствие флуктуаций плотно­
сти (рэлеевское рассеяние).

Интенсивность света, рассеянного на неоднородностях, размеры 
которых малы по сравнению с длиной волны, пропорциональна А”4 
(закон Рэлея, см. также разд. 4.5). Этим объясняется голубой цвет не­
ба (рассеянный солнечный свет) и желто-красный цвет солнца (прохо­
дящий свет). Степень поляризации рассеянного естественного света 
зависит от угла рассеяния; свет, рассеянный под углом тг/2, оказыва­
ется полностью поляризованным. Качественное объяснение состоит 
в том, что в этом направлении излучают только осцилляторы, напра­
вление колебаний которых перпендикулярно направлению рассеяния. 
Рассеяние на неоднородностях, больших по сравнению с длиной вол­
ны, слабо зависит от частоты; этим объясняется белый цвет облаков.

Рэлеевское рассеяние на флуктуациях плотности или концентра­
ции зависит от температуры. При приближении к критической точке 
средние размеры флуктуаций резко возрастают и наблюдается белое 
помутнение жидкости, называемое критической опалесценцией.

Ослабление пучка света при не очень большой интенсивности 
происходит по экспоненциальному закону (закону Бугера):

I = IQe-«x,

где коэффициент ослабления а равен сумме коэффициента поглоще­
ния, который выражается через мнимую часть показателя преломле­
ния (см. формулу (17)), и коэффициента рассеяния, который описы­
вает ослабление волны из-за рассеяния.

5.6г Тепловое излучение
► Равновесное тепловое излучение. Излучение электромагнит­
ной (лучистой) энергии телом за счет энергии хаотического (те­
плового) движения его молекул называется тепловым излучением. 
Свойства теплового излучения определяются материалом тела и его 
температурой. Бели из любого материала сделать замкнутую по­
лость и поддерживать температуру ее стенок постоянной, то система
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(стенка + излучение) придет в состояние термодинамического рав­
новесия, и в объеме полости установится равновесное тепловое из­
лучение. Важнейшая особенность равновесного излучения состоит в 
том, что его свойства полностью определяются температурой стенок 
и не зависят от их материала. Это утверждение является следствием 
второго начала термодинамики. Кроме того, равновесное излучение 
однородно и изотропно.

Основные характеристики как излучения с поверхности тела, так 
и излучения в объеме были введены в разд. 5.1. Излучение с поверх­
ности характеризуется энергетической яркостью В и энергетической 
светимостью R, равной количеству лучистой энергии, излученной с 
единицы поверхности за единицу времени по всем направлениям (т.е. 
в телесный угол 2тг). Вводятся также спектральные разложения энер- 

оо
гетической светимости гх, гш, ги, например, R = f rxdXt величины г 

о
называются излучательными способностями тела. Излучение в объ­
еме характеризуется интенсивностью лучистого потока I и объемной 
плотностью лучистой энергии и, а также их спектральными разложе­
ниями. В случае изотропного излучения они связаны соотношением 
и = ^Ijс. Освещенность Е определяется как полный лучистый по­
ток через единичную площадку со всех направлений (из телесного 
угла 2тг); в случае изотропного излучения выполняются соотношения

Е = 7г1 = ^-си.
4

Спектральные плотности освещенности Е обозначим eXi еу и ёш. Пе­
ресчет от одной спектральной характеристики к другой обсуждается 
в разд. 5.1.

► Поглощательная способность. Закон Кирхгофа. Поглоща­
тельной способностью тела называется доля падающей лучистой 
энергии, поглощенная телом (для узкого интервала длин волн или 
частот):

_ ^^погл
А _ пад

Тело, для которого ал = 1 во всем спектральном интервале, называ­
ется абсолютно черным телом. Моделью черного тела может слу­
жить замкнутая полость с небольшим отверстием; почти все лучи, 
попадающие в полость через отверстие, в результате многократных 
отражений от внутренних стенок оказываются поглощенными. Тело, 
у которого ах = const < 1, называют серым.

Так как равновесное излучение находится в равновесии с поверх­
ностью, то для любого спектрального интервала количество погло­
щенной лучистой энергии, равное ехах dX, должно быть равно количе­
ству излученной энергии, равному rx dX. Поскольку характеристики
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равновесного объемного излучения не зависят от свойств конкретно­
го тела, то отношение излучательной способности любого тела к его 
поглощательной способности оказывается универсальной функцией 
длины волны и температуры (закон Кирхгофа):

^ = ех(Т) = ±сих(Г). (19) 
ах 4

Поскольку для абсолютно черного тела поглощательная способность 
равна единице, то стоящая справа функция есть не что иное, как 
излучательная способность абсолютно черного тела, которую обо­
значим г^:

^ = г№У
ах

Видно, что излучательная способность абсолютно черного тела и его 
энергетическая светимость не зависят от способа его изготовления; 
они связаны с объемной плотностью энергии соотношениями

rJ(T) = iCuA(T), Н*(Т) = ±си(Т). (20)

При одной и той же температуре абсолютно черное тело обладает 
самой большой излучательной способностью и энергетической свети­
мостью. Например, для серого тела Л = аЛ*. Отметим, что поскольку 
равновесное излучение изотропно, черное тела является ламбертов­
ским источником (см. разд. 5.1).

► Законы Стефана — Больцмана и Вина. Излучательная спо­
собность абсолютно черного тела при данной температуре стремит­
ся к нулю при малых и больших А и достигает максимального значе­
ния при некоторой длине волны Ат, которая зависит от температу­
ры. Площадь под кривой rj равна энергетической светимости R*(T). 
Применение к равновесному излучению в полости общих соотноше­
ний термодинамики позволило получить для него ряд общих соот­
ношений. (Температура равновесного теплового излучения считается 
равной температуре стенок.) Закон Стефана — Больцмана утвер­
ждает, что энергетическая светимость абсолютно черного тела про­
порциональна четвертой степени температуры:

Я* = аТ4, (21)

где а = 5,67 • 10-8 Вт • м-2К-4 — постоянная Стефана — Больцмана.
Для вывода (21) надо воспользоваться выражением для давления изотропного 

излучения р ^ в/3 (см. разд. 2.5) и формулой (у^-)т = ('^)v — Р, которая 
является следствием второго начала термодинамики (разд. 2.3). Подставляя 
U = u(T)V, придем к уравнению 4u = du/dT, откуда получим и~Т. Кроме того, 
из формулы для давления и из первого начала термодинамики (о = d(uV) + у u dV)
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можно для равновесного излучения вывести уравнение адиабатического процесса: 
uV4/3 = const. Отсюда с учетом и ~ Т4 получим VT3 — const.

Если рассмотреть медленное адиабатическое изменение объема 
излучения, заключенного в сосуд с зеркальными стенками, и приме­
нить к отражению света от движущегося зеркала формулу эффекта 
Доплера (см. разд. 4.4, 4.5), то удается доказать формулу Вина:

r*x = X~5f1(XT) или r; = T5f2(XT), (22)

где f^x) — неизвестные функции, вид которых не может быть 
установлен в рамках термодинамики. Аналогичные выражения для г* 
имеют вид

в два паза ближе

Г*ш = ш3Р1(и/Т) или г‘ш-Т3(р2(ш/Т). (23)

Из формулы Вина (22) (или (23)) иш 
можно вывести закон Стефана — 
Больцмана (21). Кроме того, из 
этих формул следует закон смеще­
ния Вина, выражающий зависимость 
положения максимума функции г\ 
(или г*) от температуры:

ХтТ = Ь ^т/Т = Ь,У (24)

где b = 2,9 • 10—3 м • К — постоян­
ная Вина. Например, при уменьше­
нии температуры в два раза положе­
ние максимума функции г* (или иш) ст
к началу координат, а сам максимум становится в восемь раз ниже 
(рис. 78); площадь под графиком уменьшается при этом в 16 раз.

► Формула Рэлея — Джинса. Рэлей и Джинс предприняли по­
пытку получить вид функции иш в рамках классической статистиче­
ской физики. Они рассмотрели излучение в полости как ансамбль сто­
ячих электромагнитных волн, случайным образом обменивающихся 
энергией со стенками и между собой. С точки зрения статистики, 
каждая независимая стоячая волна, имеющая некоторую частоту ко­
лебаний, эквивалентна осциллятору с такой же частотой. Вычисление 
энергии сводится к двум независимым вопросам:

1) Какое число dN осцилляторов (стоячих волн) приходится на 
интервал частот du? Ответ должен выражаться в виде функции G(w), 
которую называют плотностью состояний: dN = VG(u) du, где V — 
объем сосуда.

Для вычисления G(u) можно рассмотреть сосуд в форме прямоугольного па­
раллелепипеда cq сторонами Lx, Ly, Lz. Граничные условия (например, требо­
вание, чтобы на границах находились узлы стоячих волн) приводят к условиям
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k^L^ = т^тг (^ = x,y,z). Значит, в пространстве волновых векторов допустимые 
состояния соответствуют узлам решетки со сторонами л/Ь^ и объемом ячейки 
8 = ir3/(LxLyLz) = 7r3/V. Объем ^-пространства, соответствующий изменению ве­
личины волнового вектора от к до к + dk, равен. y(4?rfc2 dk) (объем сферического 
слоя, отсекаемый первым квадрантом). Разделив на объем ячейки, получим число 

к2 dk
пространственно различных колебаний в интервале dk: dN = V---- —. Необходи-

2тг2
мо также учесть дополнительные степени свободы (в случае электромагнитных 
волн — два возможных состояния поляризации), которые для общности учтем 
дополнительным множителем д.

Найдем число состояний на единицу объема:

dN _ к2 dk 
V ~9 2^ '

Эта формула получена из граничных условий и имеет очень общий 
характер и многочисленные применения. Для перехода к ш надо 
учесть» соотношение к — ^/с. Окончательно получим

GM = A*' (2<Ч

2) Чему равна средняя энергия одного осциллятора?
Классическая физика дает следующий ответ (см. разд. 2.2): каж­

дому осциллятору, независимо от его частоты, надо приписать две 
степени свободы, и в соответствии с теоремой о равнораспределе­
нии энергии, средняя энергия каждого осциллятора должна быть рав­
на кТ, где к — постоянная Больцмана.

В результате таких рассуждений классическая физика приводит 
к формуле Рэлея —Джинса:

ш2кТ
иш — G(^)kT = ^2^ • (2?)

Опыт показывает, что формула Рэлея — Джинса хорошо выполняется 
на малых частотах (при ш <С wm)) но абсолютно неверна на больших 
(рис. 78). Действительно, хотя (27) удовлетворяет требованиям, на­
лагаемым на любую возможную функцию иш формулой Вина (23), но 
сразу видно, что полученная функция не имеет максимума; она моно­

тонно возрастает, и интеграл f u^dw, т.е. полная энергия излучения, 
о

равен бесконечности! Эта ситуация стала одним из признаков глубо­
кого кризиса классической физики и была названа современниками 
ультрафиолетовой катастрофой.

► Формула Планка. Теорема о равнораспределении энергии явля­
ется следствием того, что классическая энергия осциллятора, про­
порциональная квадрату его амплитуды, может принимать любые, в
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том числе очень маленькие значения. Согласно квантовой гипотезе 
Планка энергия осциллятора (отсчитываемая от минимального зна­
чения) может принимать только дискретные значения, кратные не­
которой величине, зависящей от частоты осциллятора:

en(w)=n£lM> П = 0, 1,... (28)
Для вычисления средней энергии можно использовать формулу Макс­
велла— Больцмана (см. разд. 2.5), согласно которой вероятность со­
стояния с энергией е пропорциональна ехр[—бДАгТ)]. Получаем

оо
£ пе1ехр[-пе1/(А:Т)]
W) = ^-------------------------

£ expl-nEj/^T)]
п = 0

Ряд в знаменателе есть просто сумма геометрической прогрес­
сии, а числитель получается из знаменателя дифференцированием 
по 1/(^7"). Проведя вычисления, имеем

(e(w)) = El exp -т4- — 1_\кТ) J
иш=ад(« = ^^^ (29)

Сравнение с формулой Вина (23) показывает, что ej = бДо;) должна 
быть пропорциональна w:

ejw) = hw, (30)
где Л = А/(2тг) = 1,05 10~34 Дж • с — универсальная постоянная, назы­
ваемая постоянной Планка. Так как энергия кванта пропорциональ­
на частоте осциллятора, то при данной температуре колебания вы­
соких частот возбуждаются с очень малой вероятностью и их вклад 
в энергию излучения оказывается ничтожно малым. Это разрешает 
проблему ультрафиолетовой катастрофы.

После подстановки (30) в формулу для средней энергии получим 
формулу Планка для спектральной плотности энергии:

Кы3
^ш — 2 3 exp 1 (31)

График этой функции приведен на рис. 78. Запишем формулу Планка 
также в переменных и и А:

8тг/и/3 Г ( hv \ 1 . Snhc Г / Лс \ 1 1ехр(дЁГ/ 1 • (32)

При hu ^ kT формула Планка переходит в формулу Рэлея — Джин­
са (27). Из формулы Планка можно получить выражения для постоян­
ных Стефана — Больцмана и Вина через универсальные постоянные:

_ 7Г2&4

- 60 с2 Л3
6 и 0,3454^-- 

К

Формула Планка очень хорошо согласуется с экспериментом во всем
диапазоне частот.
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5.7. Световые кванты
► Фотоэффект. Внешним фотоэффектом называют вырывание 
электронов из вещества под действием света. Для изучения фотоэф­

фекта используют вакуумную лампу с холод­
ным катодом (в этом случае термоэлектрон­
ную эмиссию можно не учитывать). Облучая 
катод светом фиксированной частоты и ин­
тенсивности, снимают вольтамперную харак­
теристику лампы (зависимость тока от анод­
ного напряжения). По вольтамперной харак­
теристике (рис. 79) узнают: а) число электро­
нов, вырываемых из катода в единицу време­

ни (оно выражается через ток насыщения: N = ^Нас/е) и ^) макси­
мальную кинетическую энергию вырываемых электронов; она выра­
жается через задерживающее напряжение^ т.е. анодное напряжение, 
при котором ток обращается в нуль:

±mv2 =еиэлД.

При этом напряжении даже самые быстрые электроны не могут
долететь до анода.

Первый закон фотоэффекта: количество электронов, вырывае­
мых светом из металла в единицу времени, прямо пропорционально

v

Рис. 80.

интенсивности световой волны.*
Второй закон фотоэффекта: макси­

мальная кинетическая энергия фотоэлек­
тронов линейно возрастает с частотой све­
та и не зависит от интенсивности све­
та. Если частота света меньше определен­
ной для данного вещества минимальной ча­
стоты ит, то фотоэффект не наблюдает­
ся {красная граница фотоэффекта). Экс­
периментально было обнаружено, что за­
висимость еизлд от и для данного металла 

имеет вид наклонной прямой, причем наклон прямых, построенных
для разных металлов, оказался одинаковым (рис. 80).

Классическая волновая теория света не смогла объяснить второй 
закон фотоэффекта. Кроме того, в рамках этой теории выглядело не­
объяснимым полное отсутствие задержки между началом облучения
и возникновением тока.

* Законы фотоэффекта были открыты Столетовым.



5.7. Световые кванты 297

► Кванты света. Объяснение законов фотоэффекта было дано 
Эйнштейном. Он опирался на квантовую гипотезу Планка (разд. 5.6), 
но пошел гораздо дальше, предположив, что кванты световой энергии 
поглощаются целиком отдельными электронами. Это означает, что в 
процессе поглощения свет ведет себя как локализованная частица (ее 
назвали фотоном) с энергией

Е„ = hi/ = hw = hc/X. (33)

Как любая безмассовая частица, движущаяся со скоростью света, 
квант света — фотон — обладает импульсом

Ру = Еи/С = hv/c = Л/Л- (34)

Связь между энергией и импульсом безмассовой частицы дается 
теорией относительности (см. разд. 1.11).

Квантовые свойства света проявляются при испускании, погло­
щении и рассеянии света. В явлениях, связанных с распространением 
света, проявляются его волновые свойства. Свет обладает двойствен­
ной природой (корпускулярно-волновой дуализм). Такие же свойства 
проявляют все элементарные частицы.

Фотоэффектом (актом фотоэффекта) называется поглощение 
фотона какой-нибудь частицей, например электроном. В результате 
фотоэффекта квант света исчезает, а электрон приобретает допол­
нительную энергию. Если фотоэлектрон вылетает из вещества, то 
наблюдается внешний фотоэффект; если остается внутри, то имеет 
место внутренний фотоэффект. При внутреннем фотоэффекте элек­
троны могут переходить из связанного состояния в свободное, в ре­
зультате чего увеличивается число носителей тока и, следовательно, 
уменьшается сопротивление. Фотоэффект используется при создании 
фотоэлементов, фотореле и т.д.

Пример 1. Может ли происходить фотоэффект на свободном электроне?
Решение. Нет, не может, так как при этом не могут одновременно выпол­

няться законы сохранения энергия и импульса. Это становится очевидным, если 
перейти в инерциальную систему отсчета, в которой электрон после фотоэффекта 
покоится. До фотоэффекта в системе были квант света и движущийся электрон, а 
после фотоэффекта — только неподвижный электрон, т.е. энергия не сохраняется.

Поглощая квант света, электрон приобретает энергию hi/. При 
вылете из металла энергия каждого электрона уменьшается на опре­
деленную величину, которую называют работой выхода Авых (рабо­
та, которую необходимо затратить, чтобы удалить электрон из ме­
талла; работа выхода зависит от рода вещества). Максимальная энер­
гия электронов после вылета (если нет других потерь) имеет вид

jmv2 = hv- Авых (35)
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(уравнение Эйнштейна). Если hi/ < Авых, то внешний фотоэффект не 
происходит. Значит, красная граница фотоэффекта равна

^т Авых/Ь’

Из (35) видно, что наклон прямых на графике е(7зад от I/ (рис. 80) 
равен h, а отрезок, отсекаемый прямой от оси ординат, равен работе 
выхода.

Энергию фотонов и работу выхода принято выражать во внеси­
стемных единицах — электронвольтах (эВ). Один эВ равен энергии, 
приобретенной электроном при прохождении им разности потенци­
алов — 1 В: 1 эВ = 1,6022 • 10“19 Дж. Если, например, задерживаю­
щее напряжение равно —3,5 В, то максимальная кинетическая энер­
гия электронов равна 3,5 эВ.

Пример 2. Существование работы выхода означает, что на границе металла 
возникают силы, удерживающие электрон внутри металла. Как объяснить при­
тяжение электрона к электронейтральному металлу?

Решение. Заряженная частица притягивается наведенными на поверхности 
проводника зарядами противоположного знака. Сила притяжения вычисляется 
с помощью метода электростатических изображений (разд. 3.5). Вылетающие и 
возвращающиеся электроны образуют возле поверхности отрицательно заряжен­
ное облако, а их изображения — положительно заряженный слой внутри металла. 
Между заряженными слоями существует ненулевая средняя напряженность поля, 
направленная наружу.

► Граница рентгеновского спектра. Если электроны разогнать 
в вакуумной трубке, к электродам которой приложено напряжение 
в несколько киловольт, то при ударе электронов об анод возника­
ет тормозное рентгеновское излучение. Исследование спектра это­
го излучения показывает, что в нем отсутствуют длины волн, мень­
шие некоторого значения Ак, которое обратно пропорционально при­
ложенному к трубке напряжению. Этот факт находит естественное 
объяснение в квантовой оптике. Энергия излученного фотона не мо­
жет превысить кинетическую энергию электрона: hc/X ^ eU, откуда 
получим

Теоретическое значение коэффициента пропорциональности между 
Ак и 1/U хорошо согласуется с экспериментом.

► Давление света. Давление света было предсказано Максвеллом 
на основе электромагнитной теории и измерено Лебедевым. Установ­
ка Лебедева состояла из легкого стержня, подвешенного в вакууме 
на тонкой нити. По краям стержня были закреплены две тонких пла­
стинки— одна отражающая, другая поглощающая. Освещая пластин­
ки и измеряя закручивание нити, он вычислял световое давление.

Электромагнитная теория давала следующее объяснение светово­
му давлению: электрическое поле электромагнитной волны вызывает
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в металле ток, на который действует сила Ампера со стороны маг­
нитного поля волны; эта сила направлена в сторону распростране­
ния волны и является причиной светового давления. Гораздо проще 
выглядит объяснение давления на языке световых квантов: фотоны, 
каждый из которых обладает импульсом (34), поглощаются или от­
ражаются, передавая свой импульс веществу. При отражении фотона 
переданный импульс в два раза больше, чем при поглощении (см. так­
же разд. 4.5).

► Эффект Комптона. При взаимодействии фотона со свободным 
электроном процесс поглощения фотона запрещен законами сохране­
ния, но может происходить рассеяние фотона. Если первоначально 
электрон покоился, то в результате взаимодействия он приобретет 
некоторую скорость. Закон сохранения энергии требует, чтобы энер­
гия фотона уменьшилась на величину кинетической энергии электро­
на, что означает, что должна уменьшиться его частота. В то же вре­
мя с точки зрения волновой теории частота рассеянного света долж­
на совпадать с частотой падающего. Это явление называется эффек­
том Комптона, оно было обнаружено при рассеянии рентгеновских 
лучей и сыграло важную роль в утверждении квантовых представ­
лений.

Рассеяние фотона на электроне можно рассматривать как упру­
гое соударение двух частиц, подчиняющееся законам сохранения 
энергии и импульса:

pc-h тс2 = р'с + Е'е, р = pf + р^

где р и р' — начальный и конечный импульсы фотона, р' и Е'е — 
импульс и энергия электрона отдачи. Выразим энергию и импульс 
электрона отдачи и подставим в соотношение Е^2 —р^2 с2 = т2с4 (см. 
разд. 1.11). После преобразований имеем

тс(р — р') = pp\l — cos^),

где 0 — угол рассеяния фотона (угол между векторами р и р'). 
Выразив из уравнения (34) импульсы падающего и рассеянного 
фотона: р = h/X, р' = h/X', получим формулу для зависимости эффекта 
Комптона от угла рассеяния:

А' — А = Ас(1 — cos^).

Величина Ас = h/mc = 2,43 • 10“12 м называется комптоновской 
длиной волны электрона. Энергия фотона с длиной волны Ас равна 
энергии покоя электрона тс2. Максимальный эффект соответствует 
рассеянию фотона на угол 0 = л.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ
МЕХАНИКА

Основные обозначения
А — работа;
а — абсолютная величина ускорения, а = |а| = ^aj + а2 + а^;
а — ускорение, а = {ах, ауУ аг};

ах, ау, az — компоненты ускорения в декартовой системе координат;
ап, ат — нормальное и касательное ускорения;

а ’Ъ — скалярное произведение векторов;
а X Ь — векторное произведение векторов;

? — сила;
/0 — статический коэффициент трения;
/ — динамический коэффициент трения;

Iz — момент инерции относительно оси z\
it р — момент количества движения относительно центра Р, ltp = rX mv;

М — момент силы, момент пары сил;
m — масса материальной точки, масса тела;
^ — сила нормального давления;

Q — количество движения (количество движения материальной точки:
Q = mv)\

it — главный вектор системы сил, ^ = Е^;

R* — равнодействующая;
гр — радиус-вектор, проведенный из точки Р;
S — импульс силы;
Т — кинетическая энергия, Т = -^-mv2;
t — время;
v — абсолютная величина скорости, v = |v| = ^T^^^z’
v — скорость, v = {vx, vy1 vz};

vx, vy, vz — компоненты скорости в декартовой системе координат;
х, у, z — декартовы координаты;

♦ . .. . dx. X] х — первая производная, х = ----
dt

Ф — сила инерции;

вторая производная, х =
^х

ip — угловая координата;
ш — угловая скорость;
е — угловое ускорение.
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1. Кинематика
Кинематика —раздел механики, в котором изучаются геометри­

ческие свойства движения точкр или тела вне зависимости от их мас­
сы и причин, вызывающих это движение.

1.1. Кинематика точки
Задать движение точки — значит задать правило, в соответствии 

с которым можно указать положение точки в каждый момент вре­
мени. Наиболее распространенными и удобными способами задания 
движения точки являются: векторный, координатный и естествен­
ный.

► Векторный способ задания движения точки. Положение 
точки М задается радиус ом-вектор ом rp(t), проведенным в нее из 
неподвижного центра (полюса) Р (рис. 1). Радиус-вектор является 
векторной функцией скалярного аргумента — времени Z, с течением 
времени конец вектора гр описывает в пространстве кривую, кото­

рая называется траекторией точки.
Наряду с радиусом-вектором кинема­

тическое состояние точки М характе­
ризуют векторы скорости ?(/) и ускоре­
ния a(t).

Скорость точки v = & ~^р — век" 
тор производной по времени от радиуса- 
вектора, характеризует быстроту и на­
правление изменения положения точки в 
пространстве. Вектор скорости напра­
влен по касательной к траектории в точ­
ке М.

Ускорение точки a = v = rp — вектор
первой производной по времени от вектора скорости, или второй про­
изводной от радиуса-вектора. Ускорение удобно представить в виде 
суммы двух векторов аТ и ап, расположенных в плоскости, образуе­
мой векторами v и а:

а = ат + ап.
Вектор ат направлен параллельно v и называется касательным 

(тангенциальным) ускорением, а вектор ап направлен перпендику­
лярно а т в сторону вогнутости траектории и называется нормальным 
ускорением.

Величины ат и ап можно найти по формулам
«т = 44 = 4-М- «п = у/а^(^У,
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где а • v — скалярное произведение векторов а и v.

► Координатный способ задания движения точки. Положе­
ние точки в пространстве задается тремя функциями времени

x = x(t), y = y(t), z = z(t), (1)

где X, у, z — декартовы координаты точки М. Этот способ является 
другим представлением векторного, так как радиус-вектор г0, вы­
ходящий из начала координат, можно представить в виде векторной 
суммы

Го = x(t)i + y(t)j + z(t)k,

где г, j, к — единичные векторы (орты), направленные вдоль коорди­
натных осей х, у, z (рис. 1).

Проекции скорости на оси координат vx, vy, vz определяются 
дифференцированием по времени соответствующих функций (1):

VX = i- vy= У, ^ = z. (2)

Вектор скорости находится в виде геометрической суммы трех 
векторов:

v = vxi + vyj + vzk,

а модуль скорости — по формуле

Проекции ускорения на оси координат ах, ау1 azJ ускорение а, а 
также его модуль |а| находятся по формулам

ax = vx = ^, ay = vy = у, az=vz = z,
/----------------- (4)

a = axi + ayj + azk, |a| = ^ + a* + a*.

Значение касательного ускорения вычисляется при помощи выра­
жения

т _ хх + уу + zz 
у/х2 + у2 + Z2

При ат > О движение точки называется ускоренным, так как 
модуль скорости |v| является в данный момент времени возрастающей 
функцией. При ат < 0 движение называется замедленным.

► Естественный способ задания движения точки. Положение 
точки в пространстве определяется заданием:

а) траектории точки;
б) начала отсчета на траектории (точки О, от которой будет 

отсчитываться дуговая координата s);
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в) положительного направления отсчета дуговой координаты;
г) закона движения точки s = s(t) — зависимости ее дуговой 

координаты от времени.
Дуговая координата s — это длина дуги траектории, отсчитыва­

емая от точки О др точки М. Если отсчет длины ведется в положи­
тельном направлении, то значение дуговой координаты положитель­
но, а в противоположном случае — отрицательно.

Естественные оси координат наиболее удобны для изучения дви­
жения точки, заданного естественным способом. Сначала в точке М 

У строится соприкасающаяся окружность, ко- 
^ а ^-^ торая из всех мыслимых окружностей, про-

Т ходящих через точку М, наиболее плотно
смыкается с траекторией (рис. 2). Центр 

•^ у этой окружности называется центром кри- 
Vs*------- визны траектории, а ее радиус р — радиусом 

кривизны траектории в точке М. Величина 
к = 1/р называется кривизной траектории.

Рже 2 ^а пологих участках траектории значения р
больше, чем в точках искривленных участ­

ков, а к, наоборот,—.меньше. Плоскость, в которой лежит сопри­
касающаяся окружность, называется соприкасающейся плоскостью, 
и часть траектории в окрестности точки М «практически» лежит в 
этой плоскости.

Естественными осями координат называются три взаимно пер­
пендикулярные оси: касательная к траектории в точке М, направлен­
ная в сторону возрастания дуговой координаты s; главная нормаль, 
лежащая в соприкасающейся плоскости и направленная к центру кри­
визны; бинормаль, перпендикулярная соприкасающейся плоскости и 
направленная так, что если посмотреть навстречу ее положительному 
направлению, ближайший поворот; от касательной оси к оси главной 
нормали кажется происходящим против хода часовой стрелки. Еди­
ничные векторы (орты) обозначаются соответственно т, п, b (рис. 2), 
они образуют правую тройку. По построению v || f и а ± Ь.

Используя естественные оси координат, векторы скорости и уско­
рения точки М можно записать в виде

v = vr, а = ат + ап = атт + апп, 
v = s, ат = v = s, ап = и2/ р.

Величина v называется алгебраическим значением скорости и 
может быть как меньше, так и больше нуля. При положительном 
значении v скорость точки направлена в сторону положительног.о 
отсчета дуговой координаты. Абсолютное значение v равно модулю 
скорости |и|. Аналогично ат называется алгебраическим значением
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касательного ускорения, и, например, при ат < 0 вектор ат направлен 
в сторону отрицательного отсчета дуговой координаты.

При одинаковых знаках v и ат движение точки в рассматрива­
емый момент времени ускоренное, при разных — замедленное. Нор­
мальное ускорение равно нулю при движении точки по прямолиней­
ному участку траектории. Касательное ускорение точки равно нулю, 
когда при движении точки алгебраическое значение величины скоро­
сти остается постоянным.

Равнопеременным движением точки на­
зывается движение, при котором ат = а0 = 
= const. В этом случае алгебраическое зна­
чение скорости и дуговая координата могут 
быть найдены по формулам

v = v0 + a0(f-/0),
s = «о + »о(( - <о) + iao(z “ <о)2-

Здесь v0 и $0 — алгебраическое значение ско­
рости и дуговая координата, соответствую­
щие моменту времени /0.

Равномерным называется такое движение точки, при котором 
ат = 0.

В общем случае дуговая координата s и пройденный точкой 
путь D могут быть найдены по формулам:

v dt,

Отсюда видна разница между дуговой координатой и путем, 
пройденным точкой.

Пример. Линейка АВ эллипсографа длиной 2/ = 2 м (рис. 3) движется так, 
что угол <^ (в радианах) изменяется по закону tp = — у t2 + 2/ + у— -у. При этом 
точка В линейки движется по горизонтальной прямой, а точка А — по верти­
кальной. Найти траекторию точки С, лежащей на середине линейки, а также ее 
скорость, ускорение и радиус кривизны траектории при t = 1с.

Решение. Перейдем сначала к ранее рассмотренному координатному спосо­
бу задания движения. Введем оси координат, как указано на рисунке, после чего 
найдем хс = / sine/?, ус = Icostp. Возводя в квадрат правые и левые части урав­
нений движения и складывая их почленно, получим уравнение траектории

*2с + Ус = '2-

откуда следует, что точка С движется по окружности радиуса I.
Воспользовавшись затем формулами (2) — (6) и учитывая, что моменту
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времени t = 1 с соответствуют (^ = тг/6, £ = 1 с 1, ф = — 1с 2, найдем

vCx = % С = ^cos^V’ = 0,87 м/с,
vCy = ус = —Zsin^x/? = —0,5 м/с,

l^cl = \/^^^ = 1 м/с-
аСх = vCx = Z( — sin ух/?2 + cosyxp) = —1,37м/с2,

аСу = vCy = /( — cos ух/?2 — sin у? y>) = —0,37 м/с2,

lacl = \Л?Г+^Г = 1141 M/c2’ (8)
. = X£^±^Cy = _10M/c2t

°c = \/^^ЛЬУ = 1,0 м/с2,

p = —= 1,0 m, 
ac

причем последний результат очевиден заранее, исходя из полученного уравнения 
траектории.

1.2. Кинематика твердого тела
Теорема: проекции скоростей двух точек твердого тела на пря­

мую, их соединяющую, равны (рис. 4).
Эта теорема справедлива для про­

извольного движения тела и утвержда­
ет, что проекции должны быть равны 
и по величине, и по направлению.

Простейшие движения твердого те­
ла: поступательное и вращение вокруг 
неподвижной оси.

► Поступательное движение. Движение твердого тела называ­
ется поступательным, если любая прямая, проведенная в нем, при 
движении остается параллельной своему первоначальному направле­
нию. Свойства поступательного движения: траектории всех точек 
твердого тела при наложении совпадают, скорости и ускорения всех 
точек тела одинаковы в каждый момент времени:

^А = ^в = V, аА=ав = а,
где А и В — любые точки.

► Вращение вокруг неподвижной оси. При вращении твердого 
тела вокруг неподвижной оси, называемой осью вращения, его точ­
ки, лежащие на оси, остаются неподвижными. Через ось проведем две 
плоскости — неподвижную и подвижную, в которой находится точ­
ка тела, скорость и ускорение которой необходимо найти. Двугран­
ный угол р между подвижной и неподвижной плоскостями называ­
ется углом поворота тела, он измеряется в радианах. Угол поворота
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считают положительным, когда он отсчитывается от неподвижной 
плоскости к подвижной против хода часовой стрелки, если смотреть 
навстречу положительному направлению оси вращения. Чтобы было 
известно положение тела (и каждой его точки) в любой момент вре­
мени, необходимо знать зависимость угла ^ от времени t:

у = ^).

Это уравнение выражает закон вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси.

Вместе с функцией (p(t) ее первая и вторая производные по 
времени характеризуют кинематическое состояние твердого тела в 
рассматриваемый момент времени

Ш = ф, Е = W = ф,

где cj —угловая скорость тела, £ — его угловое ускорение.
Траекторией произвольной точки М твердого тела является окру­

жность, радиус которой R называется радиусом вращения точки. 
На рис. 5 эта окружность изображена 
со стороны положительного направле­
ния оси вращения. Знак ш указывает на­
правление вращения: если он положите­
лен, то вращение происходит против хо­
да часовой стрелки. Угловую скорость 
и угловое ускорение удобно изображать 
при помощи дуговых стрелок с учетом 
их знаков. Если знаки w и 6 одинаковы, 
то говорят, что вращение ускоренное, 
если знаки разные — замедленное.

Вращение твердого тела называется 
равнопеременным, когда е = е0 = const.
В этом случае зависимости угла поворота и угловой скорости от вре­
мени даются формулами

и = ^0 + е0(/ -/0).

¥=> = V’o + ыо(< - <о) + ^of* - *о)2,

аналогичными формулам для равнопеременного движения точки (7).
Равномерное вращение твердого тела является частным случаем 

равнопеременного, когда е0 = const = 0.
В общем случае при вращении твердого тела вокруг неподвижной 

оси модуль скорости точки М находится по формуле

V = |w|fi, (9)
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при этом скорость направлена по касательной к окружности, т.е. пер­
пендикулярно к радиусу, и ее направление согласовано с направлени­
ем дуговой стрелки ш. Величины касательного, нормального и пол­
ного ускорения можно найти по формулам, являющимся частными 
случаями формул (6):

ат = |е|Я, ап = w2R, \а\ = R\/e2 + аА

Вектор касательного ускорения ат направлен по касательной к 
окружности, и его направление согласовано с направлением дуговой 
стрелки б, вектор ап направлен по радиусу R к центру окружности. 
Острый угол /2 между а и R можно найти по формуле

аТ И
^^ = — = ап и2

при этом направление ближайшего поворота от а к R будет согласо­
вано с направлением дуговой стрелки е.

Величины и, б, /1, входящие в последние формулы, одинаковы для 
всех точек тела и характеризуют кинематическое состояние тела в 
целом.

Из формул следует, что векторы v и а разных точек тела, лежащих 
на одном радиусе, параллельны между собой и линейно зависят от 
расстояния до оси вращения (рис. 5).

1.3. Плоскопараллельное движение 
твердого тела

► Плоскопараллельным называется такое движение твердого те­
ла, при котором остается постоянным расстояние от любой его точки 
до некоторой неподвижной плоскости, которая называется основной.

Изучение плоскопараллельного движения сводится к исследова­
нию движения плоской фигуры в ее плоскости. Вращение твердого 
тела вокруг неподвижной оси является частным случаем плоскопа­
раллельного движения. ОУгол поворота плоской фигуры tp(t) отсчи­
тывается от некоторой неподвижной прямой до прямой, неизменно 
связанной с фигурой. Правило знаков для ^ принимается такое же, 
как в случае вращения тела вокруг неподвижной оси.

Положение плоской фигуры полностью определено, если известны 
координаты некоторой ее точки (полюса, центра) Р и угол поворота. 
Соотношения

Xp = x(t), yP = y(t), v> = <p(t), 
задающие три функциональные зависимости от времени, называются 
уравнениями движения плоской фигуры. Угловая скорость ш и угло­
вое ускорение е вводятся аналогично случаю вращения тела вокруг 
неподвижной оси: ш = ф} е = ш = ф.
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► Теорема о скоростях точек плоской фигуры: скорость лю­
бой точки В плоской фигуры равна геометрической сумме векторов 
скорости полюса vP и скорости vBP, ________________ _
которую имела бы точка В при враще- )
нии фигуры вокруг неподвижного по- к ------"—-гА /
люса Р (рис. 6): -----^ /

Vb — Vp + ^вр •
Скорость vBP перпендикулярна от­

резку ВР, ее величина подсчитывает­
ся по формуле vBP = \ш\ВР, а напра- Рис. 6.
вление согласовано с направлением дуговой стрелки и.

Точка Pv плоской фигуры, скорость которой в рассматриваемый 
момент времени равна нулю, называется мгновенным центром ско­
ростей. Если эту точку принять в качестве полюса, скорость произ­
вольной точки В плоской фигуры определится по формуле vB = ^bpv- 
Направление vB будет согласовано с направлением дуговой стрелки 
угловой скорости, а ее модуль найдется из формулы VB — \и\ВРу- 
Скорости точек плоской фигуры в рассматриваемый момент време­
ни будут распределены так же, как в случае вращения фигуры во­
круг неподвижной оси, проходящей через мгновенный центр скоро­
стей. Поэтому можно воспользоваться формулой (9) вращательного 
движения

^в _ vc _ VD
BPV CPV DPV •

На рис. 7 показаны варианты расположения мгновенного центра 
скоростей:

а) при качении без проскальзывания по неподвижной поверх­
ности мгновенный центр скоростей находится в точке касания 
(рис. 7, а);

б) если vB || vc и vB ± ВС, то положение Pv определяется 
построением, показанным на рис. 7, 6;

в) если vB || vc и отрезок ВС не перпендикулярен vB, то мгно­
венного центра скоростей нет, cj = 0, а скорости всех точек тела 
одинаковы в данный момент времени (рис. 7, б).

в)а)

Рис. 7.
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Пример. Найти в момент времени t = 1 с скорости точек А, В и С линейки 
эллипсографа, движение которого описано в примере из разд. 1.1.

Решение. Стержень АВ совершает плоскопараллельное движение. Проводя

Рис. 8.

перпендикуляры к направлениям скоростей точек А 
и В, найдем положение мгновенного центра скоро­
стей Pv (рис. 8). Угловую скорость w = (р = 1 с”1 изо­
бразим дуговой стрелкой с учетом знака. Направим 
скорости точек А, В и С перпендикулярно прямым, 
соединяющим их с Pv, согласовав их направления с 
дуговой стрелкой угловой скорости. Величины ско­
ростей найдем из соотношения

= -^- = ^Д = ^С
APV BPV CPV ’

откуда vA = vc = 1,0 м/с, vB = \/3 = 1,73 м/с.

► Теорема об ускорениях точек плоской фигуры: ускорение 
любой точки В плоской фигуры равно геометрической сумме векто­
ров ускорения полюса аР и ускорения аВР, которое имела бы точка В 
при вращении фигуры вокруг неподвижного полюса Р:

аВ — аР + аВР — аР + а В Р + аВР’ (10)

Модули векторов авр и авр и их ориентация на плоскости следу­
ющие: SBP\\ ВР и направлен к полюсу Р\авр = ш2ВР\ авр LBP и со-

известны, то оставшиеся

гласован с направлением дуговой стрел­
ки с, авр = \e\BP (рис. 9).

Если спроектировать векторное ра­
венство (10) на два направления — па­
раллельное ВР и перпендикулярное ВР, 
получится система двух скалярных урав­
нений

ав cos 6 = —аР cos /3 -4- ш2ВР, 
ав sin 6 = —ар sin /3 4- \e\BPt

в которых фигурируют семь величин — 
aBi ap, &, 0i ВР, ^, е. Если пять из них 

две могут быть найдены путем решения
системы.

Мгновенным центром ускорений плоской фигуры называется не­
изменно связанная с ней точка Ра, ускорение которой в рассматрива­
емый момент времени равно нулю. Картина распределения ускорений 
точек плоской фигуры такая же, как при ее вращении вокруг непо­
движной оси, проходящей через точку Ра.
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1.4. Произвольное движение твердого тела
Скорость vB и ускорение ав любой точки твердого тела, совер­

шающего произвольное движение, могут быть найдены, если в рас­
сматриваемый момент времени известны: скорость vP и ускорение аР 
некоторой точки Р тела, а также векторы угловой скорости сП и угло­
вого ускорения е тела. Соответствующие формулы имеют вид

vB = vP+u*pfi,

ав = аР + е х Р^ + сП х (сП х РЁ).

Векторы сП и ё* характеризуют кинематическое состояние тела 
в рассматриваемый момент времени. Можно показать, что они не 
зависят от выбора полюса Р.

В случаях вращения тела вокруг неподвижной оси и при плоско­
параллельном движении вектор сП равен первой производной от угла 
поворота по времени и направлен перпендикулярно основной плоско­
сти. При этом, если посмотреть навстречу вектору сП, вращение бу­
дет казаться происходящим против хода часовой стрелки. Вектор £ 
в этих случаях направлен параллельно вектору сП, если знаки ^> и ^ 
одинаковы. В противном случае сП и £ антипараллельны.

При произвольном движении малое перемещение тела удобно 
представить как совокупность его простейших движений, совершае­
мых одновременно, — малого поступательного перемещения вместе с 
полюсом Р и малого поворота вокруг оси, проходящей через полюс.

Если vP = 0, что имеет место, например, при сферическом дви­
жении, формула для скорости (11) принимает вид формулы Эйлера 

vB — ш х Р^.

В этом случае распределение скоростей точек тела такое же, как 
при вращении вокруг неподвижной оси, проходящей через Р парал­
лельно вектору сП, поэтому она называется мгновенной осью враще­
ния. Скорости всех точек тела, оказавшихся на этой оси в рассма­
триваемый момент времени, будут равны нулю, и малое перемещение 
тела можно рассматривать как поворот на малый угол вокруг мгно­
венной оси вращения.

1.5. Сложное движение точки
► Основные понятия. Часто за одной и той же точкой М следят 
два наблюдателя, один из них находится в основной системе коорди­
нат Oxyz, которая считается неподвижной, другой — в подвижной 
системе координат Pxly1z1, которая известным образом движется 
относительно неподвижной (рис. 10). В этом случае, если будет задан 
закон движения точки в подвижной системе координат, то тем самым
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zf\ ^ ■* в лю^ой момент времени будет задано ПОЛО-
ZA \ wnep\ I / tnep жение точки и в неподвижной системе ко- 

ординат. Движение точки, заданное таким 
образом, называется сложным (составным) 

/ движением точки.
D _____[_^у Описанный способ задания движения
/точки отличен от изученных ранее. Ско­

рость точки и ее ускорение можно опреде- 
Рис! 10. лить так: надлежащими преобразованиями

перейти к одному из изученных способов задания движения точки 
и затем действовать соответствующим образом. Однако эту же за­
дачу можно решить по-другому, опираясь на рассматриваемые ниже 
теоремы о скоростях и ускорениях при сложном движении точки.

Абсолютным движением точки М называется ее движение по 
отношению к неподвижной (абсолютной) системе координат. Траек­
тория точки, ее скорость и ускорение называются соответственно 
абсолютной траекторией, абсолютной скоростью v^c и абсолют­
ным ускорением аабс.

Относительным движением точки М называется ее движение 
по отношению к подвижной системе координат. Траектория точки, 
ее скорость и ускорение по отношению к подвижной системе коорди­
нат называются соответственно относительной траекторией, от­
носительной скоростью i7OTH и относительным ускорением аотн.

Переносным движением называется движение подвижной систе­
мы координат по отношению к неподвижной. При этом движении по­
движная система «переносит» вместе с собой множество неизменно 
связанных с ней точек.

Переносной скоростью ипер и переносным ускорением 5пер назы­
ваются скорость и ускорение той неизменно связанной с подвижной 
системой точки В, с которой в данный момент времени совпадает 
движущаяся точка М.

Если известны скорость vP и ускорение аР некоторой точки, 
принадлежащей подвижной системе, а также угловая скорость dJnep и 
угловое ускорение £пер подвижной системы, то vB и ав можно найти, 
пользуясь формулами (11):

vB = ^P^ сПпер х г, 
ав = аР+ епер х г + шпер х (шпер х г).

► Основные теоремы. Теорема о скоростях при сложном движе­
нии точки: вектор абсолютной скорости равен геометрической сум­
ме векторов относительной и переносной скоростей

^абс ^отн + ^пер'
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Теорема об ускорениях при сложном движении точки: вектор аб­
солютного ускорения равен геометрической сумме векторов относи­
тельного, переносного и кориолисова ускорений

^абс ^отн + ^пер + ^кор’
Вектор ускорения Кориолиса определяется формулой 

акор 2(^пер х иотн) (12)

и находится в соответствии с правилами вычисления векторного 
произведения.

При нахождении векторов аотн и апер необходимо иметь в виду, 
что каждый из них может являться геометрической суммой несколь­
ких составляющих, например касательного и нормального ускорений.

Пример. По линейке эллипсографа, движение которого описано в примере 
из разд. 1.1, движется точка М по закону АМ = 0,5 t2 — 2/ + 2,5. Определить ее 
скорость и ускорение в момент времени t = 1 с.

Решение. Найдем скорость и ускорение, пользуясь теоремами сложного дви­
жения точки. Введем подвижную систему координат, связав ее со стержнем АВ. 
При таком выборе относительное движение точки М будет задано естественным 
способом. При t = 1с она окажется в середине отрезка.

Относительные скорость и ускорение найдем, пользуясь формулами (6)

voth = L = t - 2 = -1 м/с,
аотн ^ 1 м/с , аотн ^отн/^отн 0’ (так как 1/ротн 0),

где использовано обозначение L = АМ.
Изобразим на рис. 11 относительные скорость и ускорение с учетом знаков.
Переносными скоростью и ускорением точки М будут являться скорость 

и ускорение того пункта линейки эллипсографа, в котором точка окажется 
в момент t = 1 с. Этим пунктом будет являться точка С линейки, скорость 
и ускорение которой были найдены при решении 
примера, разобранного в разд. 1.1 (см. формулы (8)):

^пер VC' апер аС’

Найдем ускорение Кориолиса (12). Вектор угло­
вой скорости подвижной системы координат напра­
влен к наблюдателю перпендикулярно плоскости ри­
сунка. Вектор акор располагается в плоскости рисун­
ка перпендикулярно vOTH так, что если посмотреть 
навстречу акор, поворот от си в ближайшую сторону 
к ^отн кажется происходящим против хода часовой 
стрелки (рис. 11). Модуль акор равен

1акор1 = 2М|иотн|5т900 = 2м/с2.

Находим абсолютную скорость точки М 

^абс ^отн + ^пер’

Спроектируем обе части векторного равенства на оси т и у

"абс х = "отн х + "пер х = “1 sin 30° + 1 COS 30° = 0,37 м/с,

"абс'у = "отну + "перу = 1 cos30° - 1 sin30° = 0,37м/с,
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откуда va6c = = 0,52 м/с.
Находим абсолютное ускорение точки М

аабс “ аотн + апер + акор"

Спроектируем обе части последнего векторного соотношения на оси х и у с 
учетом формул (8)

аабсх = 1 sin30° - 1,37- 2cos30° = -2,60м/с2,

aa6cj/ = -1 cos 30° -0,37- 2 sin 30° = -2,24 м/с2.

Поэтому аабс = ^/а^с х 4- а2бс ~ = 3,43 м/с2.

При решении задач кинематики с помощью теорем сложного 
движения точки нахождение кинематических характеристик относи­
тельного и переносного движений можно начинать только после вы­
бора подвижной системы координат. Поэтому вопрос о направлении 
ускорения Кориолиса лишен всякого смысла, пока не указаны непо­
движная система, а также подвижная система и закон ее движения.

2. Основные понятия и аксиомы 
механики

2.1. Основные понятия механики
► Механические системы. Силы. Механической системой назы­
вается совокупность материальных точек, выделенных по некоторо­
му признаку. Как правило, положение какой-либо точки, ее скорость 
и ускорение зависят от положений и скоростей остальных точек.

Несвободной механической системой называется такая система 
точек, на положения и скорости которых наложены ограничения. Ма­
териальные тела, которые осуществляют эти ограничения, называ­
ются механическими связями, наложенными на механическую систе­
му. Соотношения, связывающие координаты, скорости точек систе­
мы и время, называются уравнениями связей. Материальная система 
называется свободной в случае отсутствия механических связей.

Абсолютно твердым телом (твердым телом, телом) называется 
совокупность материальных точек, взаимное положение которых не 
меняется.

При взаимодействии точек (тел) механической системы происхо­
дит изменение их кинематического состояния. Мерой такого взаи­
модействия является сила, изображаемая на рисунках в виде напра­
вленного прямолинейного отрезка. Линией действия силы называет­
ся прямая, вдоль которой направлен этот отрезок.

Совокупность сил, выделенных по какому-либо признаку, называ­
ется системой сил и обозначается { F 3.
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Система сил называется уравновешенной, если, приложенная к 
свободному твердому телу, находящемуся в покое, она не выводит 
его из этого состояния.

Системы сил {?,} и {Gj} называются эквивалентными, если, 
порознь приложенные к свободному твердому телу, они вызывают 
одинаковое изменение его кинематического состояния.

Равнодействующей системы сил, приложенных к твердому телу, 
называется сила, эквивалентная исходной системе сил.

Силы, с которыми механические связи действуют на точки систе­
мы, называются силами реакций связей. Силы, действующие на точки 
системы и не являющиеся силами реакций, называются активными 
силами.

► Моменты сил. Моментом силы ^ относительно центра (точ­
ки) Р называется вектор МР{^), равный векторному произведению 
радиуса-вектора гр, проведенного из центра в точку приложения си­
лы, на вектор силы: AW) = 1* р X ^ (рис. 12).

Модуль момента силы равен произведению модуля силы на ве­
личину ее плеча относительно центра. Плечом силы ^ относитель­
но центра называется отрезок перпен- az

дикуляра РК, опущенного из центра на у^^ _
линию действия. Вектор ^р{^) пер- Л
пендикулярен плоскости, в которой рас- \
полагаются сила и центр, и направлен ^ I |
так, что если посмотреть ему навстре- 'К । .
чу, поворот силы вокруг центра кажет- I i
ся происходящим против хода часовой ______ [____ I
стрелки. Если силу перенести по линии 
действия, ее момент относительно того 
же центра не изменится.

Моментом силы ^ относительно Рис* 12,
оси 2 называется скалярная величина Mz(^), равная проекции на 
эту ось вектора момента силы относительно любого центра, лежа­
щего на этой оси. Для вычисления момента силы относительно оси 
необходимо:

1) провести любую плоскость тг, перпендикулярную оси, и отме­
тить точку Р' их пересечения (рис. 12);

2) найти ?' — проекцию силы на плоскость;
3) найти абсолютное значение момента вектора ^' относительно 

центра Р'-,
4) полученной величине присвоить знак, наблюдая за вращением 
вокруг Р1 со стороны положительного направления оси, при 

этом вращению против хода часовой стрелки будет соответствовать 
положительный знак.
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Момент силы относительно оси не изменится, если силу перенести 
вдоль линии действия. Момент силы относительно оси равен нулю, 
если сила и ось находятся в одной плоскости; в этом случае линия 
действия силы либо параллельна оси, либо ее пересекает.

Момент силы ? относительно начала системы координат О и 
моменты силы относительно координатных осей вычисляются по 
формулам

^о(^) = ГО* ^ =

Mx(f)=yF2-zFy,

I

X

J
У
F у

k
z

F,
= Mx(^)i + My^)j + M2^)k-,

My^ = zFx-xF2> Mz^) = xFy-yFx,

где Fx, Fy, Fz — проекции силы на координатные оси, а х, у, z — 
координаты точки ее приложения.

Главным вектором системы сил {^к} называется вектор Й, 
равный геометрической сумме всех сил системы:

Главным моментом системы сил относительно центра Р назы­
вается вектор МР, равный геометрической сумме векторов моментов 
всех сил системы относительно центра Р:

п п
^р = ^^р(К)= Y^p* Я- 

/с = 1 /с = 1

► Парой сил называется система двух сил ^' и /", приложен­
ных к одному твердому телу, которые равны по модулю, параллель­

ны и направлены в противоположные 
стороны (рис. 13).

/р I Кратчайшее расстояние h между
>< линиями действия сил пары называет-

ся плечом пары, а плоскость, в кото- 
Рис, 1з рой лежат силы, — плоскостью дей­

ствия пары.
Свойства пары сил:
1. Главный вектор пары сил равен нулю.
2. Главный момент пары сил ^{F1, ?") = Й не зависит от 

выбора центра и называется моментом пары сил. Он равен моменту 
одной из сил пары относительно точки приложения другой силы. 
Момент пары сил является мерой ее механического действия на 
твердое тело. Под действием пары сил свободное твердое тело, 
находившееся до того в покое, начинает вращаться вокруг оси, 
параллельной вектору момента пары сил.
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2.2. Аксиомы механики
Основные аксиомы механики (законы Галилея — Ньютона) пере­

числены ниже.

► 1. Закон инерции (первый закон Ньютона): если на свободную 
материальную точку не действуют силы, то она сохраняет состояние 
покоя или равномерного прямолинейного движения.

► 2. Закон пропорциональности силы и ускорения (второй 
закон Ньютона) записывается в виде векторного равенства

та = ^,

согласно которому сила, действующая на свободную точку, сообщает 
ей ускорение, вектор которого параллелен силе и пропорционален ее 
величине.

Масса точки т входит во второй закон скалярным коэффици­
ентом пропорциональности. В механике масса полагается постоян­
ной величиной, она является мерой инертности и гравитационных 
свойств материальной тодки.

Системы отсчета, в которых выполняются первый и второй 
законы Ньютона, называются инерциальными системами отсчета. 
Если в некоторой системе отсчета эти законы не выполняются, то 
она называется неинерциальной.

► 3. Закон равенства действия и противодействия (третий 
закон Ньютона): всякому действию соответствует равное и проти­
воположно направленное противодействие.

Силовые воздействия одних материальных тел на другие не быва­
ют односторонними, они всегда взаимны. Силы не возникают сами 
по себе, а являются результатом контактного или пространственно­
го взаимодействия тел. Появление силы, действующей на тело, пред­
полагает наличие другого тела, на которое, в свою очередь, будет 
действовать сила со стороны первого тела. Закон утверждает, что 
эти силы равны по величине, противоположны по направлению и их 
линии действия совпадают.

► 4. Система сил, приложенных к одной точке, имеет равнодейству­
ющую R*, которая равна их геометрической сумме.

Теорема Вариньона о моменте равнодействующей системы схо­
дящихся сил (является следствием четвертой аксиомы): момент рав­
нодействующей системы сходящихся сил относительно произвольно­
го центра равен геометрической сумме моментов сил системы отно­
сительно того же центра.
► 5. Кинематическое состояние несвободной механической систе­
мы не изменяется, если отбросить механические связи, наложенные 
на систему, заменив их действие силами реакций связей.
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3. Статика
3.1. Основные законы и теоремы статики
► Задачами статики являются:

1) преобразования систем сил в эквивалентные системы сил;
2) определение условий равновесия систем сил, действующих на 

твердое тело.

► Аксиомы статики. Дополнительно к общим законам механики 
в статике присоединяют следующие аксиомы.

1. Аксиома об уравновешенности двух сил, приложенных к твер­
дому телу: две силы, приложенные к твердому телу, взаимно урав­
новешиваются только в том случае, если силы направлены в разные 
стороны вдоль общей линии действия и модули их равны.

2. Аксиома присоединения и исключения уравновешенных систем 
сил: действие системы сил на твердое тело не изменится, если к ней 
добавить или из нее исключить уравновешенную систему сил.

Из последних двух аксиом следует, что силу, приложенную к 
твердому телу, можно переносить вдоль линии действия, при этом 
действие силы на тело не будет меняться.

3. Аксиома о сохранении равновесия механической системы при 
наложении дополнительных механических связей: если механическая 
система находится в состоянии равновесия, то оно сохранится, если 
на систему наложить дополнительную механическую связь. Отсюда, 
в частности, следует, что равновесие деформируемого тела, находя­
щегося под действием некоторой системы сил, сохранится при его 
затвердевании, так как затвердевание тела эквивалентно наложению 
дополнительных механических связей на систему материальных то­
чек, образующих деформируемое тело.

► Основные теоремы статики.
Можно доказать, что две пары сил эквивалентны в том случае, 

если их моменты равны. Это означает, что, не изменяя действия па­
ры на твердое тело, ее можно переносить в любое место в плоскости 
ее действия, при этом пару можно поворачивать, менять величины 
сил и плеча, оставляя постоянным направление вращения и величину 
момента пары. Пару можно также переносить в другую плоскость, 
параллельную исходной плоскости действия пары. Таким образом, 
основной характеристикой пары является вектор ее момента, поэто­
му пару удобнее представлять этим вектором, а не двумя антипарал- 
лельными силами.

Теорема о результирующей паре сил: система пар, приложенных 
к твердому телу, эквивалентна одной паре сил, момент которой равен 
геометрической сумме моментов исходных пар.
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Теорема о параллельном переносе силы: силу, не меняя ее дей­
ствия на твердое тело, можно параллельно перенести в любую точку 
тела, добавив к нему при этом пару сил (эта пара называется присо­
единенной), момент которой равен моменту переносимой силы отно­
сительно той точки, куда сила переносится.

Теорема о приведении системы сил к центру: произвольная си­
стема сил, приложенных к твердому телу, эквивалентна одной силе, 
приложенной в наперед выбранном центре Р, и одной паре сил. При 
этом сила равна главному вектору системы сил Я, а момент пары 
сил — главному моменту системы сил А?Р относительно выбранного 
центра.

Теорема об эквивалентности систем сил, приложенных к твер­
дому телу: для того чтобы системы сил были эквивалентны, необхо­
димо и достаточно, чтобы у них были одинаковые главные векторы 
и главные моменты относительно одного и того же центра.

Теорема Варинъона о моменте равнодействующей: если система 
сил имеет равнодействующую Й*, то ее момент относительно любого 
центра Р равен геометрической сумме векторов моментов всех сил 
системы относительно того же центра:

^P^) = ^^P^kY 

k = l

Следствие: момент равнодействующей относительно произволь­
ной оси равен алгебраической сумме моментов всех сил системы от­
носительно той же оси.

3.2. Условия уравновешенности систем сил, 
приложенных к твердому телу

► Уравнения равновесия твердого тела. Для того чтобы си­
стема сил, приложенных к твердому телу, была уравновешенной, не­
обходимо и достаточно, чтобы были равны нулю ее главный вектор 
и главный момент относительно какого-либо центра

£ = £^ = °; ^P^^p^k) = Q. (1)

Условия уравновешенности системы сил, приложенных к твердо­
му телу, в координатной форме получаются из векторных уравне­
ний (1) и имеют вид системы шести уравнений

L^ = °. Е^=°, Е^,=о.
Ем,(Л) = о, Еч(?*) = °, £",(?*) = »■
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Верхние три уравнения называются уравнениями проекций сил на 
координатные оси; они отражают тот факт, что при‘равновесии твер­
дого тела алгебраическая сумма проекций всех сил, приложенных к 
телу, на каждую координатную ось должна быть равна нулю. Нижние 
три уравнения называются уравнениями моментов сил относительно 
координатных осей. Эти уравнения указывают на то, что при рав­
новесии тела алгебраическая сумма моментов всех сил, действующих 
на тело, относительно каждой координатной оси должна быть равна 
нулю.

Система уравнений (2) называется основной системой уравнений 
равновесия твердого тела, находящегося под действием произволь­
ной системы сил. Существуют другие формы системы уравнений рав­
новесия, каждая из которых состоит из шести уравнений. При исполь­
зовании таких систем приходится следить за выполнением условий, 
накладывающих ограничения на выбор осей, относительно которых 
вычисляются суммы моментов сил.

В каждой задаче о равновесии твердого тела или конструкции, 
состоящей из нескольких тел, кроме заданных величин, имеются ве­
личины, которые необходимо найти в процессе решения. Задача о 
равновесии называется статически определимой, если она решается 
до конца методами статики. В этом случае необходимо, чтобы чи­
сло неизвестных не превышало числа уравнений равновесия. Задача 
называется статически неопределимой, если ее нельзя решить, поль­
зуясь только уравнениями статики. Поэтому задача о равновесии од­
ного тела, содержащая семь и более неизвестных, заведомо является 
статически неопределимой.

► Частные случаи уравнений равновесия твердого тела. В 
частных случаях расположения сил одно или несколько уравнений си­
стемы (2) могут обращаться в тождества. Например, если все силы 
перпендикулярны координатной оси z, в тождество обращается урав­
нение проекций на ось z, и число уравнений равновесия уменьшается 
в этом случае до пяти; если линии действия всех сил пересекают ось у, 
в тождество обращается уравнение моментов относительно оси у.

Ниже рассмотрены системы сил, равновесие которых описывается 
тремя уравнениями равновесия.

Система сил называется сходящейся, если линии действия сил 
пересекаются в одной точке. Выберем начало координат в этой точке. 
Уравнения моментов основной системы (2) обращаются в тождества, 
а оставшиеся три

Е^ = о- £^ = о, $2^ = 0

образуют систему уравнений равновесия.
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Система сил называется плоской, если силы располагаются в 
одной плоскости. Направим координатные оси так, чтобы все силы 
оказались в плоскости хОу', в этом случае третье, четвертое и 
пятое уравнения основной системы (2) обращаются в тождества, 
оставшиеся три

£рь = о, £^ = о, £>0(Л) = о (з)
образуют систему уравнений равновесия плоской системы сил. Здесь 
уравнение моментов относительно оси z записано в иной, эквива­
лентной форме: в данном случае векторы моментов перпендикуляр­
ны плоскости действия сил, если центр расположен в той же плоско­
сти. Поэтому можно рассматривать момент силы относительно цен­
тра как скалярную величину. В правой системе координат момент 
считается положительным, если сила стремится повернуться вокруг 
центра против хода часовой стрелки.

В случае плоской системы сил можно пользоваться другими фор­
мами уравнений равновесия. Одна из них:

52^ = 0, ^MP(^k) = 0, ^Ms(^k) = 0,
где Р и S — любые точки плоскости, для которых отрезок PS 
неперпендикулярен оси х.

Еще одна форма уравнений равновесия:

^мр^к) = о, ^Ms(^k) = o, £м£(^) = 0,
где Р, S, Е—любые точки плоскости, не лежащие на одной прямой. 

Совокупность сил называется системой параллельных сил, если 
линии действия сил параллельны. Ось z направим параллельно лини­
ям действия. Первое, второе и шестое уравнения системы (2) обра­
щаются в тождества, оставшиеся

Е^ = °. ^MJJ^O, ^Му(^) = 0
образуют систему уравнений равновесия тела, находящегося под 
действием параллельных сил.

3.3. Решение задач статики
► Общая схема решения задач о равновесии тела (или кон­
струкции, состоящей из нескольких тел) содержит несколько этапов. 
Необходимо:

1. Выбрать тело (или конструкцию), исследование равновесия ко­
торого позволит определить требуемые величины. Нарисовать рас­
четную схему — упрощенный рисунок, на который вынесены лишь 
11 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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необходимые для решения линейные размеры и углы, а несуществен­
ные детали опущены.

2. Изобразить на схеме активные силы, заданные в условии 
задачи.

3. Если тело несвободно, отбросить наложенные на него механи­
ческие связи, заменив их действие реакциями связей. После такой 
замены тело становится свободным.

4. Проверить выполнение необходимого условия статической 
определимости задачи: число неизвестных, появившихся на расчет­
ной схеме, не должно превышать числа уравнений равновесия для 
рассматриваемой системы сил.

5. В случае выполнения этого условия составить систему уравне­
ний равновесия, решить ее и исследовать полученные результаты.

При решении задачи желательно действовать строго по описанной 
схеме.

Опыт показывает, что наиболее часто ошибки допускаются 
при замене связей их реакциями. Остановимся подробнее на этом 
вопросе.

► Правила расстановки сил реакций механических связей. 
Каждая механическая связь представляет либо тело, либо механиче­
ское устройство, которое накладывает какие-либо ограничения на 
перемещение тела в пространстве. При этом, в зависимости от вида 
связи, некоторые перемещения запрещены, а некоторые — разреше­
ны. Это обстоятельство позволяет заранее, не находя численных зна­
чений силовых факторов действия связи, указать на некоторые каче­
ственные особенности. Правило, которому необходимо следовать при 
замене связей силами реакций, заключается в следующем: реакция 
связи в общем случае может состоять из двух силовых факторов — 
силы, приложенной в точке наложения связи, и пары сил.

Если связь запрещает поступательное перемещение тела, появля­
ется сила реакции, направление которой противоположно запрещен­
ному перемещению. Если связь запрещает поворот тела, то возникает 
пара сил реакции связи, которая обеспечивает это запрещение, при 
этом вектор момента пары будет направлен вдоль оси запрещенного 
поворота.

► Некоторые типы механических связей.
1. Идеально гибкая нерастяжимая невесомая нить. На рис. 14 

изображена нить, прикрепленная к твердому телу в точке В. Рас­
сматриваемая связь наложена в точке В, в силу идеальной гибкости 
нити разрешен поворот тела вокруг любой оси, проходящей через эту 
точку. Это означает, что пары сил реакции не возникает.

Для этого типа связи разрешены малые поступательные переме­
щения тела, при которых точка В движется по поверхности сферы
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Рис. 15

радиуса 13К с центром в точке К, поэтому в направлении разрешен­
ных перемещений сила реакции возникнуть не может. Запрещено по­
ступательное перемещение тела в направлении К13, так как нить не­
растяжима. Это означает, что появляется сила реакции $ в, прило­
женная к телу в точке 13, направленная по прямой 13К.

2. Аналогично направляются силы реакции, когда связь осуще­
ствляется посредством либо свобод­
ного опирания двух тел, поверхность 
одного из которых является абсо- Д 
лютно гладкой (рис. 15), либо по- 
движного шарнира (рис. 16). Рис. 16.

3. Жесткая заделка. Связь запрещает любое поступательное пе­
ремещение тела, поэтому возникает сила 
правление которой неизвестно. Ее обычно 
представляют тремя составляющими, па­
раллельными координатным осям. Жест­
кая заделка запрещает поворот вокруг лю­
бой оси, проходящей через точку 13, по­
этому возникает пара сил реакции, мо­
мент которой Мв неизвестен ни по ве­
личине, ни по направлению. Обычно неиз­
вестную пару заменяют эквивалентной си­
стемой трех пар, моменты которых напра­
влены вдоль осей координат (рис. 17).

Если на тело наложено несколько связей, то каждая из них иссле­
дуется независимо от остальных связей и приложенных к телу сил.

Неизвестными в задачах статики могут быть не только реакции 
связей, но и углы, линейные размеры конструкций и др. параметры.
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Рис. 19.

Пример 1. Найти реакцию жесткой заделки В изогнутой невесомой бал­
ки BDE (рис. 18), находящейся под действием силы F = 20 кН и пары сил с 
моментом М = 2 кНм при следующих данных: а = 30°, BD = 2 м, DE = 1 м.

Решение. Будем следовать общей схеме решения задач о равновесии тела.
1. Реакция жесткой заделки В может быть найдена из исследования равно­

весия балки, поэтому в качестве твердого тела выбираем балку BDE. Отдельно 
рисуем расчетную схему (рис. 19).

2. Расставляем на схеме активные силовые факторы, действующие на бал­
ку,— силу 1? и пару сил Л?, которую изображаем при помощи дуговой стрел­
ки в направлении вращения пары (в рассматриваемом случае по ходу часовой 
стрелки).

3. Балка несвободна, так как на нее наложена связь — жесткая заделка 
в точке В. Делаем балку свободной: отбрасываем связь, заменяя ее реакцией 
связи. Реакция заделки состоит из силы ^ в, неизвестной ни по величине, ни 
по направлению, и пары сил с моментом Мв, неизвестным ни по величине, ни по 
направлению вращения.

Вводим систему координат xyt как показано на рисунке. Поскольку напра­
вление силы 1$в неизвестно, представим ее двумя составляющими: %в н Y в. 
Неизвестную пару сил реакции Мв изобразим дуговой стрелкой. Отметим, что 
не нужно гадать, куда на самом деле направлены составляющие и дуговая стрел­
ка момента пары— все это выяснится после решения задачи. Например, на рас­
четной схеме ?в была нами направлена влево лишь потому, что при этом она 
оказалась заметнее на рисунке.

Заменим ? эквивалентной системой сил, состоящей из двух составляю­
щих ?' и ? ", направленных параллельно координатным осям

?=?'+?", F' = Fcosa, F” = Fsina.

4. Теперь на расчетной схеме оказалась свободная балка, находящаяся под 
действием сил, расположенных в одной плоскости. В этом случае система 
уравнений равновесия состоит из трех уравнений. Количество неизвестных — 
Хв, Yb* ^В — равно трем. Это означает, что количество неизвестных и коли­
чество уравнений совпадают и необходимые условия статической определимости 
задачи выполнены.

5. Воспользуемся основной формой уравнений равновесия для плоской систе­
мы сил (3), выбрав в качестве моментной точки центр В.

Основная опасность при составлении уравнений равновесия — возможность 
потери какой-либо силы, либо пары сил, поэтому рекомендуется выписать в 
строке все силы и все пары сил, приложенные к телу, а уравнения равновесия 
составлять под этой строкой.

Силы, пары сил ^в ^в Мв ?' ?п М

g
Fkx = ~ХВ + 0 + 0 - F + 0 +0=0, 
Fky = 0 + Уд + 0 + 0 - F" + 0 = 0,

^мв(^к)= 0+0 + MB + F'DE-F"BD-M = 0.
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Подставив исходные данные, найдем решение задачи

Хв = —17,1 кН, YB = 10 кН, Мв = 4,9 кНм.

Знаки ответов говорят о том, что направление составляющей ^в проти­
воположно указанному на расчетной схеме, а направления составляющей У в и 
дуговой стрелки Мв соответствуют изображенным.

На схеме (рис. 19) не рекомендуется зачеркивать и рисовать заново %в 
с учетом знака ответа, так как при этом становятся* невозможными проверка 
правильности составления уравнений равновесия и интерпретация результатов.

Сила реакции заделки Йв является геоме­
трической суммой ортогональных составляющих 
X в и ^В^ поэтому ее величина может быть най­
дена по формуле

RB = VX В + YB = 19,8 кН.

Пример 2. Конструкция, состоящая из двух 
невесомых стержней BD и DE, изображена на 
рис. 20. Стержни имеют одинаковую длину 4м и 
соединены между собой и с основанием при по­
мощи шарниров, причем BE = BD. Левый стер­
жень BD в средней точке нагружен горизонталь- Рис. 20.
ной силой F = 20 кН, правый стержень DE нагружен парой сил М = 10 кНм. 
Определить опорные реакции и давление в промежуточном шарнире D.

Решение. Рассмотрим равновесие каждого стержня в отдельности, для чего 
расчленим конструкцию на две части — стержни BD и DE, расставим активные 
силы и реакции связей.

Расчетная схема задачи после описан­
ных действий представлена на рис. 21, 
система координат — общая для обоих 
стержней. Сила Й в, действующая на 
стержень BD со стороны стержня ED, 
представлена двумя составляющими У D 
и Y Е, сила ^(D действия стержня DB 
на стержень ED — составляющими f̂D 
и ^в. Поскольку сила действия ^^ и си­
ла противодействия Йр должны удовле­

Рис. 21.

творять аксиоме действия-противодействия, то и их составляющие будут свя­
заны соотношениями: ^ D = -Х^^, ^ D — — У^р, т.е. составляющие равны и 
противоположно направлены, и это уже учтено на схеме. При этом ашгебраиче- 
ские значения составляющих будут связаны соотношениями

Xd=X'd, Yd=Y'd. (4)
Количество неизвестных— Хв, YB, XD, YD, Хв, Y^, ХЕ, YE — равно 

восьми. Равновесие каждого стержня будет описываться тремя уравнениями 
равновесия; вместе с двумя уравнениями (4) они образуют систему 8 уравнений
с 8 неизвестными (необходимые условия 
выполняются).

Ниже выписаны уравнения равновесия:

для стержня BD
£Fkx=XB + XD + F = 0,

EFky = YB + YD=0,

^Мв( F^k) = —Fasin60° —

-X£)2asin60° + yD2acos60° = 0,

статической определимости задачи

для стержня ED
^Fkx = -X'D+XE = 0,

^Fky = -Y[}+YE = 0, 

XIЕ( ? к) = %j2asin60° + 

+YB 2а cos 60° — М = 0.
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Решив эту систему уравнений с учетом равенств (4), в итоге получим: 
Хв = -16,44 кН; YB = -11,16 кН; XD = X'D = -3,56 кН; YD = Y^ = 11,16 кН; 
ХЕ = -3,56 кН; Ye = 11,16 кН.

3.4. Центр параллельных сил. Центр 
тяжести твердого тела

► Центр параллельных сил. Пусть на точки твердого тела дей­
ствует система параллельных сил {?к}. Силы могут поворачиваться 
вокруг точек их приложения, оставаясь параллельными. Можно дока­
зать, что система имеет равнодействующую Й*, если главный вектор 
отличен от нуля. При этом линия действия ^* проходит всегда через 
одну и ту же неизменно связанную с телом точку С независимо от 
ориентации сил. Эта точка называется центром параллельных сил, и 
ее положение в пространстве определяется радиусом-вектором гс:

гс =

здесь гк — радиус-вектор точки приложения силы F к, & Fk — алге­
браическое значение силы.

Координаты хс, ус, zc центра параллельных сил можно опреде­
лить по формулам

хс = Ус = ^кУк Z
EFk

► Центром тяжести твердого тела называют центр параллель­
ных сил, представляющих силы тяжести материальных частиц, из 
которых состоит тело. Если тело находится на поверхности Земли и 
его размеры малы по сравнению с радиусом Земли, то можно счи­
тать, что линии действия сил тяжести параллельны, а их величины 
зависят лишь от объема материальных частиц, плотности материала 
и ускорения свободного падения д, одинакового для всех частиц.

Формулы для нахождения центра тяжести следуют из формул для 
нахождения центра параллельных сил

/ yrdV f ух dV fyydV hz dv
Т _ У_________

с~ hdv ’ 
V

с~ И™ ’ 
V

“С“ fydV '
V

c~ h™ 
V

где V — объем тела, 7 = 7(2, у, z) — удельный вес; G = f у dV — вес 
vтела.

Аналогичные формулы имеют место для нахождения центра тя­
жести тела, имеющего форму поверхности или линии.
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► Способы нахождения центра тяжести.
Симметричные тела. Если тело имеет плоскость (ось, центр)

материальной симметрии, то его центр 
тяжести находится в этой плоскости (на 
оси, в центре).

Метод разбиения. Пусть тело соста­
влено, например, из трех частей (рис. 22), 
для каждой из которых известен вес 
Gp G2j G3 и положение центра тяжести 
^Ci > ^с2 ’ ^с3 • Радиус-вектор центра тяже­
сти тела гс и его координаты находятся 
по формулам

^i^ + G2fCi + G3rC3 _ GrxCx +G2xC2 + G3xC3 
Gi + G2 + G3 ’ c С^Сз + бз

G\ycx + G2yC2 + G3yc? _ G1zCi 4- G2zC2 + G3zC3 
^l+^2^^3 C G4+G2 + G3

Метод отрицательных масс. Пусть теперь необходимо найти 
центр тяжести нового тела, составленного из частей 1 н 2 (его 
можно получить, вырезав из основного тела часть 5). Решение можно 
получить либо по формулам (5), либо по формулам

_ Grc - G3fc Gxc - G3xc
c G-G3 c G-G3

.,1 _ Gyc ~ G3yc, j _ Gzc - G3zCi
Ус~ G-G3 ' c~ G-G3 ’

где G = G{ 4-G2 + G3 — вес тела, составленного из трех частей, a G3 — 
вес вырезанной части, который в формулы вхоДит с отрицательным 
знаком, что и послужило основанием для названия метода.

3.5. Распределенные силы
В практике часто встречаются случаи, когда к телу приложены 

не сосредоточенные силы, а нагрузки, распределенные по некоторому 
объему, поверхности или линии. Частный случай объемного распре­
деления силы веса был рассмотрен в разд. 3.4. Векторная величина д, 
характеризующая нагрузку, называется интенсивностью нагрузки и 
измеряется в Н/м3, Н/м2 или Н/м.

При решении задач статики распределенную нагрузку обычно 
заменяют более простой статически эквивалентной силой (системой 
сил).

1. Равномерно распределенная нагрузка интенсивности g (рис. 23) 
в плоской задаче статики имеет равнодействующую ^ = g BD, линия
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Рис. 24.Рис. 23.

действия которой проходит через середину отрезка приложения на­
грузки BE = ED.

2. Линейно распределенная нагрузка в плоских задачах статики 
(рис. 24) имеет равнодействующую ^ = ygmax BD, проходящую 
через точку Е, причем BE = ^BD.

3.6. Законы трения (законы Кулона)
► Законы трения скольжения. Рассмотрим тело веса G, находя­
щееся в покое на негладкой горизонтальной плоскости (рис. 25). По­
пытка передвинуть тело, приложив к нему горизонтальную силу ^,

^J^^be

Рис. 25.

не приводит к успеху до тех пор, пока величина силы не достигнет не­
которого значения ^*. Равнодейству­
ющая сил реакций опоры может быть 
представлена в виде двух составляю­
щих — силы нормального давления ^ 
и силы трения покоя ^тр. Уравнение 
проекций сил на горизонтальную ось 
дает FTp = F.

Опыт показывает, что F* и N связаны соотношением (закон 
Кулона)

F* = fQN,

где /о называется статическим коэффициентом трения] он зависит 
от материалов соприкасающихся тел и состояния их поверхностей.

Пока F ^. F*, тело будет оставаться в покое. Если же к нему 
приложить силу, большую чем F*, то оно станет двигаться. При 
движении силу сопротивления можно найти, пользуясь формулой

fTp = fN, (6)

где f называется динамическим коэффициентом трения, a FTp — 
силой трения скольжения.

Отметим, что динамический коэффициент трения всегда меньше 
статического коэффициента трения: f < fQ.
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► Законы трения качения. Рассмотрим диск радиуса R, поко­
ящийся на негладкой горизонтальной плоскости (рис. 26). Попытка 
перекатить диск, приложив к его центру горизонтальную силу ?, не
приведет к успеху, пока величина силы остается меньше предельного

Рис. 26.

значения F**.
Силы реакции опоры, распределенные 

по малой поверхности вблизи точки кон­
такта Р, в соответствии с теоремой о 
приведении системы сил к центру мо­
гут быть заменены эквивалентной систе­
мой — силой нормального давления ^, си­
лой трения покоя ^тр, приложенными в 
точке контакта Р, а также парой сил тре-
ния качения с моментом Мтр.

При равновесии диска из уравнения моментов относительно цен-
тра Р следует FR = Мтр. Опыт показывает, что F** и N связаны 
соотношением F** = kN/R, при этом

М^ = kN. (7)

Размерный коэффициент А:[см] называется коэффициентом тре­
ния качения.

Поверхность качения называют абсолютно шероховатой, когда 
f :£ 0 п к = 0.

Опыт показывает, что при прочих равных условиях F* много 
больше F**, поэтому в технике при необходимости уменьшить потери 
на трение стремятся заменить скольжение качением.

4. Динамика материальной точки
4.1. Дифференциальные уравнения движения 

материальной точки
Движение материальной точки по отношению к инерциальной 

системе отсчета описывается вторым законом Ньютона:

п ' I
mS=^^+U^lc< (1)

j = l A; = l

где т — масса точки, а — ее ускорение, в правой части равенства — 
геометрическая сумма всех сил, приложенных к точке. Причины воз­
никновения каждой из сил могут быть различными. Здесь мы будем 
различать силы активные ^ и силы реакций связей Rk. Активные
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силы зависят от времени /, а также от положений и скоростей то­
чек механической системы. К активным силам относятся, например, 
силы тяжести, упругости, вязкого трения, аэрогидродинамического 
сопротивления и т.п.

Силы реакций связей действуют на несвободную материальную 
точку, когда ее движение стеснено механическими связями. Эти силы 
можно определить лишь в процессе решения задачи динамики.

Выберем декартовы оси инерциальной системы отсчета х, у, z и> 
проектируя на них обе части векторного равенства (1), получим

т^т = Е^+Ел^’ 

т~^ = 52 Fiv + ^Rkyy 

m^ = 12F^+^R^

Эти три уравнения называются дифференциальными уравнениями 
движения материальной точки в декартовых координатах.

Дифференциальные уравнения движения точки в проекциях на 
естественные оси координат имеют вид

^=Е^+Е^.

о - 52 ^ь + 52 Rkb-

dv v2
Здесь учтено, что а = -г-, а = —, аь = 0. at р

4.2. Первая и вторая задачи динамики
В уравнения движения (см. разд. 4.1) неизвестные могут входить 

как в левые, так и в правые части. В зависимости от этого задачи 
динамики делятся на два типа, которые рассмотрены ниже.

► Первая задача динамики. Задан закон движения и активные 
силы, необходимо найти силы реакций связей.

Рис. 27.

Пример 1. П>уз веса G, которому в мо­
мент времени t0 = О была сообщена некоторая 
начальная скорость, поднимается по наклонной 
шероховатой плоскости (рис. 27). Определить 
величины сил трения FTp и нормального давле­
ния N, действующих на тело, если известны ко­
эффициент трения о плоскость / и угол накло-
на а.
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Решение. Введем декартовы оси координат, совместив начало отсчета О 
с положением груза при t = 0. Изобразим груз в произвольном положении и 
действующие на него силы. Принимая груз за материальную точку, запишем для 
него второй закон Ньютона

та=?+^+?тр. (2)

Проектируя обе части векторного равенства (2) на ось у, имеем 0 = -Geos а + N 
(учтено, что ускорение груза параллельно оси я). Отсюда находим N = Geos а. 
Используя далее закон Кулона (уравнение (3) в гл. 3), получим силу трения 
FTp = Nf = Gcosa f.

► Вторая задача динамики. Заданы активные силы, уравнения 
механических связей, начальное положение точки и ее начальная 
скорость, необходимо найти закон движения точки и реакции связей.

Вторую задачу динамики рекомендуется решать последовательно 
в несколько этапов, перечисленных ниже.

1. Рисуют предполагаемую траекторию движения, на которой 
изображают материальную точку.

2. Рисуют силы, приложенные к точке.
3. Записывают второй закон Ньютона в векторной форме.
4. Выбирают удобную систему координат.
5. Записывают уравнения движения точки в проекциях либо на 

оси декартовой системы координат, либо на оси естественного трех­
гранника. В первом случае все активные силы необходимо выразить 
через t, х, у, z, х, у, z, а во втором — через t, s, s.

6. К полученным дифференциальным уравнениям добавляют на­
чальные условия: значения координат и проекций скорости точки в 
начальный момент времени (они берутся из условия задачи с учетом 
введенной системы координат).

7. Поставленную задачу решают численно или аналитически ме­
тодами, известными из курса высшей математики.

Указанные этапы решения рекомендуется выполнять, не меняя 
порядка их следования.

Пример 2. Дополнительно к условиям задачи примера 1 дано, что в момент 
времени tt скорость груза стала равна половине начальной. Найти начальную 
скорость груза и0 и путь D, пройденный им за время t^.

Решение. Проектируем обе части векторного равенства (2) на ось х. 
Используя формулы G = тд и FTp = G f cos а, получим

х = — д (sin а 4- / cos а).

Общее решение полученного дифференциального уравнения и выражение для 
скорости груза даются формулами (подробности их. получения опущены, а их 
правильность можно проверить путем дифференцирования)

х = —^д (sin а 4- /cosa)t2 4- C\t + С2,

х = - д (sin а 4- / cos a)t 4- G?

Последние два соотношения должны быть справедливы в любой момент вре­
мени t, стало быть, и в начальный момент времени t0 =0, ив момент времени t,,
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т.е. соотношения будут удовлетворяться, если в них вместо t, г, dx/dt будут под­
ставлены сначала значения О, 0, v0, азатем t*, D,vQ/2. После подстановок получим 
систему четырех уравнений

0 = С2, 

vo = ^1 > 
D = -~^ (sinо 4- /cosa)tj + C^t* + C2, 

}vo = ~9 (sin a + / cos a)^ + C\

с четырьмя'неизвестными Ср C2, v0, D, решая которую, найдем искомые вели­
чины

v0 = 2д (sin а + f cos a)t,,

D = y^ (sin a + / cos a)t,.

5. Общие теоремы динамики 
механической системы

Довольно часто удается выделить важные особенности движения 
механической системы, не прибегая к интегрированию системы диф­
ференциальных уравнений движения. Это достигается применением 
общих теорем динамики.

5.1. Основные понятия и определения
► Внешние и внут]£енние силы. Любая сила, действующая на 
точку механической системы, обязательно является либо активной 
силой, либо реакцией связи. Всю совокупность сил, действующих на 
точки системы, можно разделить на два класса иначе: на внешние 
силы ^е и внутренние силы ?х (индексы е и i — от латинских слов 
externus — внешний и internus — внутренний). Внешними называются 
силы, действующие на точки системы со стороны точек и тел, не вхо­
дящих в состав рассматриваемой системы. Внутренними называются 
силы взаимодействия между точками и телами рассматриваемой си­
стемы.

Это разделение зависит от того, какие материальные точки и тела 
включены исследователем в рассматриваемую механическую систему. 
Если расширить состав системы, включив в нее дополнительно точки 
и тела, то некоторые силы, которые для прежней системы были 
внешними, для расширенной системы могут стать внутренними.

► Свойства внутренних сил. Поскольку эти силы являются сила­
ми взаимодействия между частями системы, они входят в полную си­
стему внутренних сил «двойками», организованными в соответствии 
с аксиомой действия-противодействия. У каждой такой «двойки» сил
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главный вектор и главный момент относительно произвольного цен­
тра равны нулю. Так как полная система внутренних сил состоит 
только из «двоек», то

1) главный вектор системы внутренних сил равен нулю,
2) главный момент системы внутренних сил относительно произ­

вольной точки равен нулю.
Массой системы т называется арифметическая сумма масс тк 

всех точек и тел, образующих систему: *

™ = Lm‘-
► Центром масс (центром инерции) механической системы назы­
вается геометрическая точка С, радиус-вектор и координаты кото­
рой хс, ус, zc определяются формулами

_ Иткхк .. _ ЕткУк . _ Еткгк——- ’ ХС  - —- > Ус - ———> *с - — -

где rk, хк, ук, zk —радиусы-векторы и координаты точек, образую­
щих систему,.

Для твердого тела, находящегося в однородном поле тяжести, 
положения центра масс и центра тяжести совпадают, в других 
случаях это разные геометрические точки.

Вместе с инерциальной системой отсчета часто рассматривают 
одновременно неинерциальную систему отсчета, движущуюся посту­
пательно. Ее оси координат Cx*y*z* (оси Кёнига) выбирают так, 
чтобы начало отсчета С постоянно совпадало с центром масс меха­
нической системы. В соответствии с определением центр масс непо­
движен в осях Кёнига и находится в начале координат.

► Моментом инерции системы относительно оси z называется 
скалярная величина 12, равная сумме произведений масс тк всех 
точек системы на квадраты их расстояний hk до оси:

4 = Y^mkhk-

Если механической системой является твердое тело, для нахожде­
ния lz можно воспользоваться формулой

Л = У р(х2 + y2)dV,

v

где р(х, у, z) —плотность, а V — объем, занимаемый телом.
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Момент инерции однородного диска массы т радиуса 7? отно­
сительно оси, перпендикулярной его плоскости и проходящей через 
центр, подсчитывается по формуле

Iz = ^mR2. (1)

Теорема Гюйгенса о моментах инерции относительно параллель­
ных осей, одна из которых проходит через центр масс:

Ц = 1Сг + md2’

где Iz и ICz — моменты инерции относительно параллельных осей 
z и Cz, причем ось С2 проходит через центр масс, d — расстояние 
между осями, т — масса системы. Из теоремы следует, что ICz < Iz.

5.2. Теорема о движении центра масс
► Формулировка теоремы: центр масс механической системы 
движется так же, как двигалась бы материальная точка с массой т, 
равной массе системы под действием внешних сил, приложенных к 
системе:

mSc = 22 ^е’ (2)

где т — масса системы, & ас — ускорение центра масс.
Математическая запись теоремы (2) похожа на второй закон 

Ньютона. Дадим более подробное изложение теоремы. При движении 
системы ее центр масс С движется по некоторой траектории. Пусть, 
например, в момент времени /0 он находится в положении В и имеет 
скорость vCQ, Если теперь в момент времени t0 в положение В 
поместить точку массы т, сообщить ей скорость vco и приложить 
к ней силы, равные внешним силам, действующим на систему, то, 
начиная с этого момента, точка будет двигаться вместе с центром 
масс системы, по одной и той же траектории, с одинаковой скоростью 
и одинаковым ускорением.

Из уравнения (2) можно получить дифференциальные уравнения 
движения центра масс в проекциях на оси декартовой системы 
координат:

mic = ^F^’ тУс = 52 Fky > m^c = 22F^ •

► Закон сохранения скорости центра масс механической 
системы: если главный вектор внешних сил системы равен нулю, 
центр масс системыдвижется с постоянной скоростью, т.е. если 

^ = 0, то vc = const.
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Отметим, что в этом случае постоянным является вектор скоро­
сти, а не только его модуль, поэтому центр масс будет двигаться 
равномерно и прямолинейно.

Если проекция главного вектора внешних сил, системы на какую- 
либо ось равна нулю, то проекция скорости центра масс системы 
на эту ось остается постоянной. Например, если ^Fkx = 0, то 
vCx = const.

Пример. По боковой грани призмы массы т^ находящейся на гладкой го­
ризонтальной плоскости, под действием силы веса скатывается однородный диск 
массы т2 (рис. 28). Угол наклона боковой грани к основанию равен а. В началь­
ный момент скорости призмы и диска равны нулю. Определить расстояние d1} 
на которое сдвинется призма, когда центр диска переместится вдоль грани на 
расстояние d2 •

Решение. Включим в механическую систему два тела — призму и диск и 
расставим внешние силы — активные силы веса Gj и ^2 и силу реакции л\ 
гладкой плоскости. Характерная особенность 
системы внешних сил заключается в том, что 
все они перпендикулярны горизонтальной оси, 
и поэтому сумма их проекций на эту ось равна 
нулю.

Направим ось х горизонтально слева на­
право с началом в точке О. На рис. 28 изобра­
зим систему в двух положениях: начальном I и 
в тот момент времени, когда диск переместил­
ся по грани призмы на расстояние d2 — II. По­
скольку направление и величина перемещения

Рис. 28. 
призмы заранее неизвестны, то,

особенно не гадая, изобразим положение II правее начального положения I.
Так как ^^кх = О’ из закона сохранения проекции скорости центра масс 

системы на ось х следует vCx = const. Так как в положении I все скорости были 
равны нулю, то vCx = 0. Отсюда следует, что хс = const или х^ = х^ . Пользуясь 
формулами для координат центра масс, перепишем последнее равенство так:

т1ДС! + *"2^; _ ^l^C, + Y^Ca (3)

7711 -f* ТП2 771 j "t ^^2

Здесь x^ и x^ — координаты центров масс призмы и диска в положении I, а 
х^ и х^ — аналогичные величины в положении II.

Из рис. 28 видно, что х1̂  = х^ 4- d^^ х^ = х^2 +^ + ^2 cos а. Подставляя 
эти соотношения в формулу (3), после алгебраических преобразований найдем 

m2d2 cos а 
= ” ш 'тп 1 -f- тп2

Знак полученного ответа говорит о том, что перемещение призмы направлено 
противоположно изображенному на рисунке.

5.3. Теорема об изменении количества 
движения

► Количеством движения точки массы т, движущейся со ско­
ростью f, называется вектор

^ = mv.
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Количеством движения механической системы называется глав­
ный вектор количеств движения всех точек системы:

$ = £&■

Можно доказать, что количество движения системы равно коли­
честву движения воображаемой материальной точки, имеющей массу 
системы и движущейся со скоростью центра масс: Q = mvc.

► Импульс силы. Пусть к движущейся материальной точке при­
ложена сила ? (кроме нее к точке могут быть приложены и другие 
силы, но сейчас мы выделили только одну из них).

Элементарным импульсом силы Ё за элементарный промежуток 
времени dt называется вектор d^:

d^ = ? dt.

Импульсом силы $ за конечный промежуток времени от tQ до t 
называется вектор ?:

Проекции импульса силы на координатные оси могут быть вычи­
слены по формулам

Sx= [ Fx dt, S = f Fv dt, S, = Г Fz dt.
•'to •'to •'to

► Разные формулировки теоремы о количестве движения.
Теорема об изменении количества движения в дифференциальной 

форме, производная по времени от количества движения механиче­
ской системы равна главному вектору внешних сил системы:

или, по-другому: дифференциал количества движения системы равен 
геометрической сумме элементарных импульсов всех внешних сил, 
действующих на точки системы:

d^^d^.

Проектируя на оси координат (например, на ось я), получим

^- = £Х или dQ^^dS^-
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Теорема об изменении количества движения в интегральной 
форме: изменение количества движения механической системы за 
некоторый промежуток времени равно сумме импульсов внешних сил 
системы за тот же промежуток времени:

где векторы ^ и ^0 соответствуют моментам временй / и /0, а ^ — 
импульсы внешних сил системы за промежуток времени от /0 до / . В 
проекциях на координатные оси (например, на ось я)

Qx-Qx0^s^-

При использовании теоремы применительно к одной материаль­
ной точке следует иметь в виду, что любая сила, приложенная к точке, 
является внешней.
► Закон сохранения количества движения.

Закон сохранения количества движения механической системы:

если ?^ = О, то ^ = const.

Закон сохранения проекции количества движения на какую-либо 
ось (например, на ось х):

если ^2FkX = о, то Qx =const • ' (4)

Пример. По гладкой горизонтальной плоскости со скоростью v0 движется 
прямоугольный параллелепипед массы mlt на верхней грани которого покоят­
ся две самоходные тележки с массами т2 и т3 (рис. 29). В некоторый момент 
времени тележки начинают двигаться навстречу друг другу, при этом законы 
их движения по отношению к параллелепипе­
ду задаются функциями d2 = h2t3, d3 = h3t3. 
Найти зависимость скорости параллелепипеда 
от времени.

Решение. В систему включим три те­
ла — параллелепипед и обе тележки. Изо­
бразим внешние силы — активные силы веса 
^1, ^2» ^3’ а также реакцию плоскости ^. 
Все они вертикгшьны, и сумма их проекций на 
горизонталь равна нулю. Поэтому применим
закон (4) о сохранении проекции количества движения системы на ось х — за­
пишем Qx0 в момент времени t0, затем Qx в произвольный момент времени t и 
приравняем полученные величины:

Qxq = 771^0-1- m2vQ 4- m3v0,

Qx = mlvl + m2(v1 + d2) 4- m3H - d3).

В последнем выражении скорости тележек подсчитывались в соответствии с 
теоремой о скоростях при сложном движении точки. После приравнивания правых 
частей равенств и проведения алгебраических выкладок получим

V1 = VO
3t‘̂ ^Tn2h2 7П3/i3)

ml + m2 + m3
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5.4. Теорема об изменении кинетического 
момента

► Момент количества движения и кинетический момент.
Моментом количества движения материальной точки относи­

тельно неподвижного центра Р называется вектор Йр, равный век­
торному произведению радиуса-вектора, соединяющего центр с точ­
кой, на количество движения точки:

ЙР = ЙР($) — rx mv.

Кинетическим моментом (главным моментом количества дви­
жения) механической системы относительно центра Р называется 
геометрическая сумма моментов количеств движения всех точек си­
стемы относительно центра

Моментом количества движения точки относительно оси х на­
зывается величина Кх, равная проекции на эту ось момента количе­
ства движения точки относительно любого центра Р, принадлежа­
щего оси:

кх = мх^\
Вычисляется Кх так же, как момент силы относительно оси.

Кинетическим моментом системы относительно оси х называ­
ется проекция на нее момента системы относительно любого цен­
тра Р, принадлежащего оси:

Kx=^Kjt-
Аналитическое выражение для кинетического момента системы 

относительно оси х имеет вид

Кх ^^т^У^ -У^У
Формулы для Ку и К2 аналогичны приведенной.

Можно показать, что кинетический момент системы относитель­
но центра Р равен сумме момента количества движения центра масс 
относительно центра Р и кинетического момента системы относи­
тельно центра масс С в ее относительном движении в системе Кёнига 

^р = Йр + $с-

Здесь ^р = йР{т^с\ ^с — кинетический момент системы в ее 
движении по отношению к системе отсчета Кёнига.

Кинетический момент К2 твердого тела, вращающегося относи­
тельно неподвижной оси z с угловой скоростью ш, вычисляется по 
формуле . ,

^ = Ц^ (5)
где 12 —момент инерции твердого тела относительно оси z.
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► Теорема об изменении кинетического момента механиче­
ской системы: производная по времени от кинетического момента 
относительно любого неподвижного центра Р равна главному момен­
ту внешних сил системы относительно того же центра:

^=^^- (6)

Проектируя (6) на оси координат (например, на ось г), получим 
теорему об изменении кинетического момента системы относительно
неподвижной оси:

^=Е«.|^ (7)

Если эту теорему применить к изучению движения твердого те­
ла, вращающегося вокруг неподвижной оси г, получим дифференци­
альное уравнение вращательного движения твердого тела вокруг 
неподвижной оси:

Цё^м,^,
где <р — угол поворота.

► Закон сохранения кинетического момента: если главный
момент внешних сил системы относительно центра 
то главный момент количеств движения отно­
сительно этого центра будет постоянным. На­
пример,

то Ар = const.

В правой части равенства располагается век­
тор-константа, т.е. и величина вектора, и его 
направление не зависят от времени.

Если сумма моментов внешних сил системы 
относительно какой-либо неподвижной оси рав­
на нулю, то кинетический момент системы от­
носительно этой оси остается постоянным. На­
пример,

если Мх(?^) = 0, то Кх = const.

равен нулю,Р

Пример. На однородный барабан веса G^ и радиуса R намотана невесомая 
нить с грузом веса С2 на конце (рис. 30). Определить ускорение груза, пренебре­
гая силами трения при вращении барабана.

Решение. Включим в систему барабан,' груз и нить. Расставим внешние 
силы — активные силы веса ^, ^2 и силу реакции $о, проходящую через
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ось вращения О. Направление силы Ro заранее неизвестно, поэтому рисуем ее 
произвольно. Пары сил трения в оси не возникает, что следует из условия задачи. 

Воспользуемся теоремой об изменении кинетического момента системы от­
носительно оси вращения барабана (7):

l^^M^. <»)
Подсчитывая Ко как сумму кинетических моментов барабана и груза, с 

учетом (1), (5) и равенства v2 = u^R получим

Ко = v2R^m1 + М2У (9)

Вычислим сумму моментов внешних сил относительно оси

^Мо(^) = т2дЯ. (Ю)

Подставив правые части формул (9), (10) в выражение (8) и проведя диффе­
ренцирование, найдем

2 m 2
а2 = --------------- 9'

тп 1 “{“ ^тп^

5.5. Теорема об изменении кинетической 
энергии

► Элементарная работа. Рассмотрим точку В, перемещающуюся 
под действием системы сил. Малое перемещение точки вдоль траек­
тории характеризуется вектором dr (рис. 31). Из системы выделим 

одну силу F.
Элементарной работой силы $ на пе­

ремещении dr называется скалярная ве­
личина dA, равная скалярному произведе­
нию векторов ? и dr:

dA=^dr=F drcosa.

В координатной форме элементарная работа подсчитывается по 
формуле

dA = Fxdx + Fy dy + Fz dz,

где Fx, Fy, Fz, dx, dy, dz — координаты векторов ? и dr соответ­
ственно.

Следует подчеркнуть, что, несмотря на принятую форму записи, 
элементарная работа dA не обязательно является полным дифферен­
циалом некоторой функции, зависящей от координат.

Знак элементарной работы определяется косинусом угла а: она 
положительна для 0 ^ а < тг/2, отрицательна для тг/2<а^7ги равна 
нулю при а = 7г/2.
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► Вычисление элементарной работы в частных случаях.
1. Элементарная работа силы, приложенной к твердому телу, 

вращающемуся вокруг неподвижной оси z, находится по формуле
dA = ±Mt(^)d^.

2. Сумма элементарных работ сил пары, приложенной к телу, 
вращающемуся вокруг неподвижной оси и при плоскопараллельном 
движении, может быть подсчитана так:

dA = ±М dtp.

Здесь М — момент пары сил, dp — элементарный угол поворо­
та тела. Знак «плюс» берется при одинаковых направлениях дуго­
вых стрелок момента пары и напра­
вления вращения, «минус» — при раз­
личных направлениях (плоскость дей­
ствия пары предполагается парал­
лельной основной плоскости).

3. При вычислении элементарных 
работ сил трения, приложенных к те­
лу, катящемуся без проскальзывания, 
необходимо учесть, что в точке ка­
сания Р (рис. 32) действуют: сила 
нормального давления ^, сила тре­
ния ?тр и пара сил трения качения с 
моментом Мтр = Nk. Поскольку, в си­
лу отсутствия проскальзывания, точка касания является мгновенным 
центром скоростей и ее скорость vp равна нулю, то и dr = vp dt = О, 
откуда

dAN = dA^ = 0, dAM = -Мтр dp = -Nk dp.

4. Можно доказать, что сумма элементарных работ сил, прило­
женных к твердому телу, равна сумме элементарных работ статиче­
ски эквивалентной системы сил. По теореме о приведении системы 
сил к заданному центру произвольную систему сил можно заменить 
эквивалентной системой, состоящей из силы R, приложенной в напе­
ред заданной точке Р, и пары сил с моментом ЙР. Поэтому доволь­
но часто вместо громоздкого подсчета суммы элементарных работ 
большого числа сил, приложенных к телу, подсчитывают сумму эле­
ментарных работ одной силы и одной пары.

Пример 1. Система элементарных сил тяжести твердого тела всегда имеет 
равнодействующую, равную весу тела G, приложенную в центре тяжести С. 
Поэтому сумма элементарных работ сил тяжести равна работе силы веса на 
перемещении центра тяжести тела.

Пример 2. Сумма элементарных работ внутренних сил, приложенных к 
точкам твердого тела, равна нулю, так как главный вектор и главный момент 
системы внутренних сил равны нулю.
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► Работа силы. Потенциальная сила. Работа силы X на ко­
нечном перемещении точки по траектории DE (см. рис. 31) равна 
криволинейному интегралу

Л= У dA = У ^dr = У Fx dx + Fydy + Fz dz. 

DE DE DE

Сила называется потенциальной, если ее работа не зависит от 
формы траектории, а зависит лишь от ее начальной и конечной точек.

Примером потенциальной силы является сила тяжести G, ее 
работа может быть подсчитана по формуле

A = -G(:-z0).

Здесь ось z выбрана параллельно линии действия силы веса 
и направлена ей навстречу, ^ — сила веса, z0, z — координаты 
начальной и конечной точек траектории.

к Кинетическая энергия. Кинетической энергией точки мас­
сы т, движущейся со скоростью и, называется скалярная величина Т, 
определяемая формулой

mv2

Кинетической энергией механической системы называется сумма 
кинетических энергий всех ее точек:

Можно доказать, что кинетическая энергия системы равна сумме 
кинетической энергии центра масс и кинетической энергии системы 
при ее относительном движении в системе отсчета Кёнига:

2 2

где т = ^Jmj, a Vj —относительные скорости точек.

► Формулы для кинетической энергии твердого тела:
а) при его поступательном движении: Т = ^mv^,
б) при вращении вокруг неподвижной оси z: Т = ^1ги2,
в) при плоскопараллельном движении: Т = ^mv^ 4- ^1си2, где 

1С — момент инерции тела относительно оси, перпендикулярной 
основной плоскости и проходящей через центр масс С.
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к Разные формулировки теоремы о кинетической энергии.
Теорема об изменении кинетической энергии в дифференциальной 

форме: дифференциал кинетической энергии механической системы 
равен сумме элементарных работ сил, приложенных к точкам систе­
мы, на их элементарных перемещениях

dT = '^dAj. (11)

Теорема об изменении кинетической энергии в интегральной 
форме: изменение кинетической энергии механической системы при 
некотором ее перемещении равно сумме работ всех сил, приложенных 
к точкам системы, на перемещениях этих точек

Т-Т^ = ИАГ
Замечание. В отличие от трех ранее рассмотренных теорем 

динамики системы последняя теорема характеризуется следующими 
особенностями:

1) теорема об изменении кинетической энергии связывает не
векторные величины, а скалярные;

2) в правую часть равенства входят работы всех сил, не только 
внешних, но и внутренних (возможно также разбиение суммы работ 
на сумму работ активных сил и сил реакций связей);

3) сумма работ внутренних сил, приложенных к точкам твердого
тела, равна нулю.

Пример. Однородный диск под действием силы веса G скатывается без про­
скальзывания по идеально шероховатой плоскости, наклоненной под углом а к 
горизонту (рис. 33). Определить ускорение цен­
тра диска, величину силы трения и минимальное 
значение коэффициента трения /*, при котором 
возможно качение без проскальзывания.

Решение. В качестве механической систе­
мы выберем диск и применим для исследования 
движения теорему об изменении кинетической 
энергии в дифференциальной форме (11). Под­
считывая кинетическую энергию диска, найдем

1 — ~2тУС ’ ~2*СШ — -4mvC-

Здесь учтено, что 1С = ymr2 и vc = air. Так 
как исследуемая система является твердым телом, то
сумму элементарных работ внешних сил и, подставив найденные выражения для 
Т и д dAe в равенство (11), получим

d(--3mvc) = mprsinad^.

Поделив обе части равенства на dt с учетом кинематических соотношений 
vc = ас, ф = ш} найдем

ас = ypsina. (12)
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Запишем формулировку теоремы о движении центра масс системы (2) при- 
менительно к рассматриваемой задаче

тас = & + $ + ?тр.

Спроектируем полученное векторное равенство на две перпендикулярные 
оси, первая из которых параллельна нормальной силе реакции N:

О = -Geos а + N, 
тас = G sin а — FTp.

С учетом (12) находим решение этой системы: FTp = у G sin а, N = Geos а. 
Подставляя полученные величины в формулировку закона трения Кулона, опре­
делим минимальное значение коэффициента трения /*, при котором возможно 
качение без проскальзывания: J* = ytga.

6. Принцип Даламбера. Элементы 
аналитической механики

6.1. Принцип Даламбера
к Силы инерции. Принцип Даламбера. Пусть точка матери­
альной системы движется под действием некоторой системы сил (эти 
силы могут быть разбиты либо на внешние и внутренние, либо на ак­
тивные и силы реакций связей). Равнодействующую этой системы 
сходящихся сил обозначим ?.

Силой инерции точки называется векторная величина Ф , равная 
произведению массы точки на ее ускорение и направленная противо­
положно ускорению:

Ф = —та.

Сила Ф фиктивна, она не входит в число реальных сил, действу­
ющих на точку.

Принцип Даламбера: при движении механической системы (точ­
ки) любое ее состояние можно рассматривать как положение равнове­
сия, если к реальным силам, действующим на каждую точку системы, 
добавить фиктивные силы инерции.

В соответствии с этим принципом, если к каждой точке системы 
добавить силу ^ = —т^, то система сил, состоящая из реальных F^- 

и фиктивных Ф^ сил, будет удовлетворять всем уравнением статики, 
т.е. главный вектор системы сил и ее главный момент относительно 
произвольного центра Р будут равны нулю:

^^(^)+Еяи^)=о.
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В координатной форме эти уравнения записываются так:

Е^ + Еф^ = о, ^ли^ + ^мл^о, 
Е^+Е^0- Еч(^)+^ч(^ = °- 
Е^+Еф^ = °- EM^)+EM^) = 0-

Принцип Даламбера позволяет перенести методы решения задач
статики на задачи динамики.

Пример 1. В кабине лифта, поднимающегося замедленно с ускорением а, 
находится груз веса G (рис. 34). Определить давление пола лифта на груз.

Решение. Примем груз за материальную точку и расставим реальные силы,, 
действующие на него, — активную силу веса Ст и силу давления пола на груз ^. 
Добавим к этим силам фиктивную силу инерции Ф = —та (обратите внима-
ние: сила Ф на рисунке направлена не против 
перемещения лифта, а противоположно вектору F 
ускорения).

Полученная система трех сил ^, ^, Ф урав­
новешена в соответствии с принципом Даламбе­
ра. Линии действия всех сил направлены вдоль 
одной прямой, поэтому равновесие системы опи­
сывается одним уравнением У^ Fz = 0, остальные 
пять уравнений обращаются в тождества. Урав­
нение равновесия имеет вид

-G + N + Ф = 0.

Рис. 34.

и

5

Подставляя вместо Ф модуль силы Инерции та 
(знак минус был учтен на рисунке), имеем 
N = G(g — а). Видно, что сила давления пола мень-
ше веса груза.

Система сил инерции может оказаться громоздкой в случаях 
большого количества материальных точек или распределенных масс. 
Пользуясь теоремой_статики о приведении системы сил к центру, си­
стему сил инерции Ф; можно заменить эквивалентной системой, со­
стоящей из одной силы Ф , приложенной в наперед заданном центре Р 
(она равна главному вектору сил инерции Ф = ^2 Ф • и не зависит от 
выбора центра), и одной пары сил, момент которой Мр равен глав­
ному моменту сил инерции относительно центра: Мр = Y^^P^jY

Можно показать, что Ф подсчитывается по формуле

Ф = —тас.

где т — масса системы, ас — ускорение центра масс.

► Выражения для главного момента сил инерции твердого 
тела и его проекций на координатные оси:

1. При поступательном движении: М^ = 0.
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2. При вращении вокруг неподвижной оси zi М* = —12€.
3. При плоскопараллельном движении: М^ = —1СЕ.
Здесь е — угловое ускорение тела, 12 и 1с — моменты инерции 

тела относительно оси z и оси, проходящей через центр масс перпен­
дикулярно основной плоскости (знаки «минус» в формулах означают,

ветствующую ему дуговую

Рис. 35

что направления углового ускорения и момента пары сил инерции 
противоположны).

Пример 2. Однородный диск радиуса г катится вверх без проскальзывания 
по дуге окружности радиуса R (рис. 35). Коэффициент трения качения равен к. 
Определить ускорение центра диска и силу давления диска на опору в тот момент, 
когда скорость центра диска равна и0, а угол между вертикалью и прямой, 
соединяющей центры диска и дуги, равен о.

Решение. Ускорение центра диска состоит из двух составляющих oj и aj, 
причем направление а^ заранее неизвестно, a aj = Vq/^R — г). При отсутствии 
проскальзывания а£ = ег, где с — угловое ускорение диска.

Силы инерции диска приведем к центру Macc,jipH этом силу днерции раз­
ложим на две составляющие Ф = Фг + Ф п, где Ф г = —тЗ^ и Ф п = —тЗ^. 
Величина момента пары сил инерции будет равна М^ = 1се = тга^/2, соот- 

стрелку направим противоположно дуговой стрелке 
предполагаемого углового ускорения.

Изображенная на рис. 35 система сил уравнове­
шена в силу принципа Даламбера. Выпишем уравне­
ния равновесия для плоской системы сил:

FTp 4-Фг - Gain а = О, (1)

N - Фп - Geos а = 0, (2)
-Мтр -|- Mq + Фг г - Gr sin а = 0. (3)

Здесь (1) — уравнение проекций на направле­
ние ?тр, (2) — уравнение проекций на направле­
ние Д^, (3) — уравнение моментов относительно цен­
тра Р. Присоединив к этим уравнениям закон Куло­
на (см. гл. 3):

Мтр = fc^

получим окончательно систему четырех уравнений с 
четырьмя неизвестными а^, ^, FTp, Мтр, решив которую, найдем:

аТс = ---- gr sin a + к ( д cos а 4-
R-r

N = ml д cos a 4- —Ей.
R-

6.2. Классификация механических связей. 
Обобщенные координаты

► Классификация механических связей. Механическими связя­
ми называются некоторые устройства (тела), накладывающие огра­
ничения на положения и скорости точек механической системы. Эти 
ограничения выполняются всегда независимо от заданных сил и за­
писываются в виде соотношений, называемых уравнениями связей.
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Стационарными связями называются связи, не зависящие от вре­
мени; связи, зависящие от времени, называются нестационарными.

Связи, в уравнения которых входят координаты точек и время, 
называются геометрическими] связи называются кинематическими 
(дифференциальными), если в уравнения связей входят скорости, 
координаты точек и время.

Если кинематическую связь можно «заменить» эквивалентной гео­
метрической, то она называется кинематической интегрируемой, в 
противном случае— неинтегрируемой.

Геометрические и кинематические интегрируемые связи называ­
ются голономными, а кинематические неинтегрируемые — неголо- 
номными. Механическая система называется голономной, если на нее 
наложены только голономные связи, и неголономной, если имеется 
хотя бы одна неголономная связь.

Связи называются неосвобождающими, если ограничения, накла­
дываемые ими на положения точек, их скорости и время, могут быть 
записаны в форме равенств. Освобождаюгцие связи записываются в 
форме неравенств.

► Возможным (виртуальным) перемещением точки механиче­
ской системы называется любое допускаемое наложенными связями 
перемещение <5г из положения, занимаемого точкой в данный момент 
времени (при построении таких перемещений надо мысленно остано­
вить время, при этом нестационарные связи станут неподвижными, 
т.е. — стационарными). Возможные перемещения точка не соверша­
ет, но могла бы совершить, не нарушая связей в данный момент вре­
мени.

Возможным перемещением системы называется любая совокуп­
ность возможных перемещений точек системы 6rj, допускаемых все­
ми наложенными на нее связями.

В качестве примера рассмотрим точку, на которую наложена не­
стационарная связь — плоскость, движущаяся поступательно со ско­
ростью v (рис. 36). В соответствии с теоре­
мой о сложном движении точки ее действи­
тельное перемещение dr равно геометриче­
ской сумме относительного 6г и переносно­
го, равного vdt. На рисунке видна разница 
между действительным и возможным пере­
мещениями точки.

Рис. 36.

Для стационарных связей действительные перемещения точек на­
ходятся среди возможных.

Механическая система может иметь множество различных воз­
можных перемещений. Однако для систем, состоящих из материаль­
ных твердых тел и конечного количества материальных точек, су-
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ществует некоторое число независимых между собой возможных пе­
ремещений, через которые можно выразить любое другое возмож­
ное перемещение. Число независимых перемещений называется чис- 
лом степеней свободы механической системы.

> Обобщенными координатами называются независимые меж­
ду собой параметры, которые однозначно определяют положение ка­
ждой точки механической системы. В случае голономной системы чи­
сло степеней свободы равно числу обобщенных координат, в случае 
неголономной системы число степеней свободы меньше числа обоб­
щенных координат.

Рассмотрим конкретные примеры.
1. Свободная материальная точка в пространстве является систе­

мой с тремя степенями свободы.
2. Свободное твердое тело имеет шесть степеней свободы. Дей­

ствительно, положение любой точки тела в пространстве можно опре­
делить, зная положение трех его точек В^ В2, В3, не лежащих на од­
ной прямой. Положение каждой из точек можно задать тремя пара­
метрами, например, координатами х^ у^ Zj (j = 1, 2, 3). Общее число 
координат равно девяти, но эти 9 чисел не могут задаваться произ­
вольно, так как они связаны тремя уравнениями, согласно которым 
расстояния d12, d23, d31 между точками должны оставаться постоян­
ными, поскольку они принадлежат твердому телу. Если, например,
известны шесть координат xYi ylf z1? т2, у2) х3) то оставшиеся три 
:2> Уз^ z3 могут быть найдены из уравнений связей.

3. Тело, вращающееся вокруг неподвижной оси, имеет одну сте­
пень свободы, и в качестве обобщенной координаты можно выбрать
угол поворота ^р.

4. Твердое тело при плоскопараллельном движении имеет три сте­
пени свободы, в качестве обобщенных координат можно, например, 

выбрать угол поворота и две декарто­
вы координаты какой-либо точки те­
ла.

5. Твердое тело при поступатель­
ном движении имеет три степени сво­
боды, в качестве обобщенных коорди­
нат можно выбрать три декартовы ко­
ординаты какой-либо точки тела.

6. Система, состоящая из призмы, 
положенной на плоскость, и диска, ка­
тящегося без проскальзывания по бо­

ковой грани призмы, имеет две степени свободы (рис. 37).
7. Система, состоящая из двух свободных точек, имеет шесть 

степеней свободы.
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8. Механизм швейной машины, состоящий из большого числа 
твердых тел, имеет одну степень свободы.

9. Тонкий прямолинейный стержень на плоскости, который дол­
жен двигаться так, чтобы скорость его центра была параллельна оси 
стержня, имеет две степени свободы.

Из приведенных примеров механических систем лишь одна — 
последняя —была неголономной, остальные были голономными.

Вернемся снова к понятию обобщенных координат, взяв для 
иллюстрации систему из примера 6. Положение каждой точки диска 
и призмы будет известно, как только будут заданы значения величин, 
входящих в один из наборов, состоящих из двух параметров: (2^, г2), 
ИЛИ (г^ d2), или (z2, ^2)) ИЛИ (XD ^2)) ИЛИ 91 = у (^Н"^)) 9г = Тх1 “Ж2 
И Т.д.

Подведем итоги: для рассматриваемой системы вариантов выбора 
обобщенных координат существует бесконечно много, но каждый 
фиксированный набор всегда содержит две независимые величины. 
Так как данная система голономна, число обобщенных координат 
равно двум, т.е. числу степеней свободы. Координаты называются 
обобщенными, поскольку они могут не иметь явно выраженного 
геометрического смысла, как, например, в случае координат ^1} д2.

► Идеальные связи. Связи называются идеальными, если сумма 
работ их реакций Rj равна нулю на любом возможном перемещении 
системы:

£чя=°-
Примером системы с идеальными связями служит свободное твер­

дое тело. Любой сложный механизм, состоящий из нескольких твер­
дых тел, можно трактовать как механическую систему с идеальными 
связями, если тела соединены абсолютно жестко, при помощи идеаль­
ных шарниров (без трения), невесомыми нерастяжимыми идеально 
гибкими нитями. Кроме того, поверхности соприкосновения должны 
быть либо абсолютно гладкими, либо идеально шероховатыми, когда 
одно из тел катится по другому без проскальзывания.

6.3. Принцип возможных перемещений
Принцип возможных перемещений: для равновесия механической 

системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы 
сумма элементарных работ активных сил ^ на любом возможном 
перемещении системы была равна нулю.

Математическая запись принципа возможных перемещений:

Еч^»-
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Пример. Найти угол <р отклонения от вертикали оси тяжелого однородного 
стержня веса G} к нижнему концу которого В приложена горизонтальная сила F 

(рис. 38).
Решение. В механическую систему включим стержень,

Рис. 38.

являющийся твердым телом. Пренебрегая трением в шарни­
ре, заключаем, что связи, наложенные на систему, идеальные 
и к исследованию ее равновесия можно применить принцип 
возможных перемещений.

Из состояния равновесия, характеризуемого углом (р, 
сообщаем системе возможное перемещение — поворачиваем 
стержень на малый угол S<p вокруг шарнира Н в сторону уве­
личения угла «г, подсчитываем сумму элементарных работ ак­
тивных сил G и F и приравниваем ее нулю:

—GL sin р hip + F2L cos tpStp = О

(принимаем длину стержня равной 2L), или после преобразо­
ваний:

8р ( — GL sin <р + F2L cos р) = 0.

Поскольку возможное перемещение 8р произвольно, то для того, чтобы про­
изведение было равно нулю, необходимо приравнять нулю выражение, заключен­
ное в круглые скобки:

—GL sin р + F2L cos р = 0.

Отсюда находим искомый угол р = arctg(2F/G).

6.4. Общее уравнение динамики
(принцип Даламбера — Лагранжа)

Формулировка общего уравнения динамики: механическая систе­
ма, на которую наложены идеальные связи, движется так, что в ка­
ждый момент времени сумма элементарных работ всех активных 
сил ^ и сил инерции ^ на любом возможном перемещении системы 
равна нулю. Математическая формулировка принципа Даламбера — 
Лагранжа:,1

j;<5Af +^jAf = o.

Пример. По гладкой горизонтальной поверхности движется прямоугольный 
параллелепипед массы mlt по его верхней идеально шероховатой поверхности ка­
тится однородный диск массы т2 и радиуса г2, к центру которого приложена 
постоянная горизонтальная сила F2 (рис. 39, а). Найти ускорения параллелепипе­
да aj и центра диска а2.

Решение. Рассмотрим систему, состоящую из параллелепипеда и диска. На­
ложенные связи являются идеальными, и для изучения движения системы можно 
применить общее уравнение динамики. В качестве координат, определяющих по­
ложение системы, выберем абсолютную координату параллелепипеда Xj и коор­
динату i2, характеризующую положение диска по отношению к параллелепипеду.

Векторы ускорений параллелепипеда aj и центра диска а2 горизонтальны, их 
величины aj = х1, a2 = 5^ +i2, угловое ускорение диска f2 = Ё2 /г2. Предполагаемые 
направления векторов ffj, а2 и соответствующее им направление дуговой стрел­
ки с2 изображены на рис. 39, б. К активным силам ?2, ?1( ^2 ( ?j, ^2 — силы
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веса параллелепипедам диска) добавим силы инерции Ф t = —т^^ Ф 2 = ~т2^2 
и пару сил инерции с моментом М2 = — t2Ce2 (см< Рис- ^9, ^)-

Сообщим системе возможное перемеще­
ние, увеличив координаты ij, г2 &а величины 
5гц 8х2. При этом диск повернется на угол 
8<р2 = 8х2/г2.

Подсчитаем сумму элементарных работ 
активных сил и сил инерции на возможном пе­
ремещении и приравняем ее нулю:

F2(6x1 4- 8х2) — тхах 8х^ — 

— 77l2d2^8x^ 4" 8х2^ ~~ ^2С^2 ^^2 = 9*

После преобразований получим

6xY ^F2 — т^Х! — m2(r1 + i2)] 4-

+Ц[Г2 — m2(i1 4- ^2) “ f^^] = O’ (4)

Здесь возможные перемещения 5а?! и 8x2 
могут принимать произвольные независимые 
между собой значения. Чтобы равенство ну­
лю выполнялось всегда, необходимо, чтобы
оба выражения, стоящие множителями при ^j и 8х2 и заключенные в квадратные 
скобки, были равны нулю. Таким образом, равенство (4) распадается на систему 
двух уравнений с двумя неизвестными

F2 - тп^ - m2(r1 4- i2) = О, 

F2 “ шг(^1 + ^2) ” ^т2^2 = О-

Решая систему, найдем

„ ~ ^2(2пг1+т2)
3mj 4-7^2 m2 (Smj 4-m2)

(5)

6.5. Уравнения Лагранжа второго рода
Для описания движения голономной механической системы с п 

степенями свободы, на которую наложены идеальные связи, исполь­
зуют уравнения Лагранжа второго рода

dt \ dqj )
r¥T*
^- = Qj, ; = 1(2,...,п. (6)

Здесь qj — обобщенные координаты, количество которых равно 
числу степеней свободы п, qj — обобщенные скорости, равные про­
изводным по времени от обобщенных координат, Т — кинетическая 
энергия системы, Qj — обобщенные силы.
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Величины Т и Qj должны быть представлены в виде функций 
обобщенных скоростей, обобщенных координат и времени:

T = T(q1, ...,qn, 9i, ■ ■ ■, qn, t),

Qj = Qjiqi, •••, 9n. 9i. • • •> 9n. *)•

Обобщенные силы находятся из выражения для суммы элементарных 
работ активных сил F{ на возможном перемещении системы, преобра­
зованного к виду

J=1

Количество обобщенных сил равно числу степеней свободы.
Физическая размерность обобщенной силы Qj зависит от размер­

ности соответствующей обобщенной координаты fy, так как размер­
ность их произведения Qj Sqj должна совпадать с размерностью ра­
боты силы. По этой причине Qj может не иметь явного физического 
смысла, отсюда и ее название — обобщенная сила.

После подстановки в (6) функций Т и Qj получается система 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, ко­
торую необходимо интегрировать с учетом начальных условий.

Пример. Чтобы наглядно проявились достоинства изложенной методики, 
составим в форме уравнений Лагранжа второго рода дифференциальные уравне­
ния движения механической системы, рассмотренной в примере из разд. 6.4.

Решение. Рассмотрим систему, состоящую из параллелепипеда и диска. На­
ложенные связи являются голономными и идеальными, поэтому можно применять 
уравнения Лагранжа второго рода. Система имеет две степени свободы; в каче­
стве обобщенных координат, определяющих ее положение, выберем абсолютные 
координаты параллелепипеда gj = ij и центра диска д2 = х1 + ^2 (см. рис. 39, а).

Запишем выражение кинетической энергии системы и приведем его к виду 
функции, зависящей от glt g2, дц g2, t:

т = Т +T = -^1 + ^b. + Ic2j^ _ miii , 22111 + ma(^ ~ 91 )2
1 2 2 2 2 2 2 2’

При проведении выкладок использована формула (1) из гл. 5 и кинематиче­
ское соотношение cv2 = (g2 — 9i)/r2.

Из-за простой кинематики и удачного выбора обобщенных координат оказа­
лось, что в выражение кинетической энергии не входят ни обобщенные коорди­
наты, ни время.

Вычислим обобщенные силы. Для этого подсчитаем сумму элементарных 
работ активных сил 5ц 52, /^ на возможном перемещении системы, задаваемом 
вариациями 5дц £д2, направленными в сторону увеличения координат gj и д2:

SAf = F2 5д2 = 0 5gj + F2 5д2.

Коэффициенты, стоящие при вариациях обобщенных координат, являются 
искомыми выражениями обобщенных сил, откуда

Q1 = О, Q2 = ^2-
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Осталось записать систему уравнений движения (6):

d ( ЭТ_\ _ ЭТ 
Л у ^91 / ^91 

d / эт \ _ дТ 

dt \ ^9з J ^42

С учетом найденных выражений T,Q^ и Q2 после соответствующих преобра­
зований уравнения движения принимают следующий вид:

т1?1 - Т’п2(«2-91)=°.
т2Ч2 + "2~т2(Ч2 — 91) = ^*2"

(7)

Решение системы (7) совпадает с решением (5) этой же задачи, полученным 
ранее иным способом.

В отличие от уравнений Лагранжа второго рода, общее уравне­
ние динамики пригодно также для изучения неголономных систем, 
поэтому оно имеет более широкие возможности применения. В то же 
время применение уравнений (6) для исследования голономных си­
стем более предпочтительно, так как оно требует меньшего количе­
ства простых действий.
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СОПРОТИВЛЕНИЕ 
МАТЕРИАЛОВ

Основные обозначения
А — площадь поперечного сечения;
D — диаметр стержня;
F — сила;

FKp — критическая сила;
G — модуль упругости второго рода;
1р — полярный момент инерции стержня;

1Х, 1у — осевые моменты инерции стержня;
г — радиус инерции стержня;
к — кривизна оси стержня;
I — длина (стержня);

Мх, Му — изгибающие моменты;
Mz — крутящий момент;
N — продольная сила;
п — коэффициент запаса;

Qx,Qy — поперечные силы;
q — распределенная вдоль оси нагрузка;

Sx, Sy — статические моменты плоской фигуры относительно осей х и у, 
Sx™ — статический момент отсеченной части поперечного сечения относи­

тельно оси х\
Wp — полярный момент сопротивления сечения;

Wx, ^у — осевые моменты сопротивления сечения;
'х, у, z — прямоугольные декартовы координаты;

7 — угловая деформация;
е — линейная деформация;
Л — гибкос.ть стержня;
М — коэффициент приведенной длины;
v — коэффициент Пуассона;
ст — нормальное напряжение;

сткр — критическое напряжение;
[ст] — допускаемое нормальное напряжение;

т — касательное напряжение;
[т] — допускаемое касательное напряжение;

Ф — угол.
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1. Основные понятия
1.1. Введение. Внешние и внутренние силы
► Деформация, прочность и жесткость. Сопротивление мате­
риалов представляет собой часть механики, в которой рассматрива­
ются вопросы расчета элементов конструкций на прочность, жест­
кость и устойчивость.

Сопротивление материалов опирается на знания теоретической 
механики. Но если объектом теоретической механики является абсо­
лютно твердое тело, то в сопротивлении материалов рассматривают­
ся деформируемые твердые тела.

На практике реальные части машин и сооружений подвергаются 
воздействию разного рода сил. Под действием этих сил происходит 
деформация тел, т.е. изменение взаимного расположения частиц ма­
териала. Если силы достаточно велики, возможно разрушение тела.

Способность тела воспринимать нагрузки без разрушения и боль­
ших деформаций называют соответственно прочностью и жестко­
стью.

Некоторые состояния равновесия тел и конструкций оказываются 
неустойчивыми, т.е. такими, при которых незначительные механиче­
ские воздействия, как правило, случайного характера, могут приве­
сти к существенным отклонениям от этих состояний. Если же от­
клонения также невелики, то такие состояния равновесия называют 
устойчивыми.

► Внешние силы. К внешним силам, действующим на конструк­
цию, относятся активные силы (нагрузки) и реакции внешних связей. 
Различают несколько видов нагрузок.

Сосредоточенная сила, приложенная в точке. Ее вводят вместо 
реальных сил, действующих на небольшой участок поверхности эле­
мента конструкции, размерами которого можно пренебречь.

Распределенные силы. Например, силы давления жидкости на дно 
сосуда относятся к распределенным по поверхности нагрузкам и из­
меряются в единицах Н/м2, а силы веса — к нагрузке, распределен­
ной по объему и измеряемой в Н/м3. В ряде случаев вводят нагрузку, 
распределенную по линии, интенсивность которой измеряется в Н/м.

Одним из вариантов нагрузок является сосредоточенный момент 
(пара сил).

► Внутренние силы в стержне. Наиболее распространенным 
элементом конструкций является стержень, поэтому в сопротивлении 
материалов ему уделяют главное внимание.

Продольная ось и поперечное сечение — основные геометрические 
элементы стержня. Принимается, что поперечные сечения стержня
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перпендикулярны продольной оси, а продольная ось проходит через 
центры тяжести поперечных сечений.

Внутренними силами стержня называют силы взаимодействия 
между его отдельными частями, возникающие под действием внеш­
них сил (предполагается, что в отсутствие внешних сил внутренние 
силы равны нулю).

Рассмотрим стержень, находящийся в равновесии под действием 
некоторой системы внешних сил (рис. 1, а). Мысленно проведем про­
извольное поперечное сечение, которое делит стержень на две части 
Л и П. На правую часть П стержня со стороны левой части Л дей- • 
ствует система распределенных по поверхности поперечного сечения 
сил — внутренних сил по отношению к стержню в целом. Эту систему 
сил можно привести к главному вектору R и главному моменту М, 
взяв центр тяжести сечения — точку О — в качестве центра приве­
дения.

к Внутренние силовые факторы. Выберем систему координат, 
расположив оси х^у в доперечном сечении, а ось z перпендикулярно 
ему, и разложим R и М на. составляющие по этим осям: Qx, Qy} N и 
Мх, Му, М2 (рис. 1, б).

Эти шесть величин называются внутренними силовыми фактора­
ми стержня (или внутренними усилиями) в рассматриваемом сече­
нии. Каждое из этих усилий имеет свое название, соответствующее 
его направлению или определенному виду деформации стержня, кото­
рый вызывается этим усилием. Силы Qx и Qy называются попереч­
ными (перерезывающими) силами, а ^ — нормальной (продольной) 
силой. Моменты Мх и Му называются изгибающими моментами, а 
Mz — крутящим моментом.

► Метод сечений. Так как отсеченная часть стержня П находит­
ся в равновесии, можно составить шесть уравнений статики для дей­
ствующих на эту часть сил, из которых определяются все шесть вну-
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тренних силовых факторов

Е^ = о- Е^ = °- Е^ = °>
1>Л^) = °. 5>у(/) = о, £тг(?) = о.

Этот способ определения внутренних усилий называют методом 
сечений.

На основании закона действия и противодействия правая часть 
стержня действует на левую с такими же, но противоположно напра­
вленными усилиями, поэтому их можно также определить, исходя из 
равновесия части Л стержня.

1.2. Напряжения и деформации в точке
► Напряжения. Вектором напряжения р называется интенсив­
ность распределенных по сечению внутренних сил в некоторой точ­

ке сечения (рис. 2). Его составляющие, ле­
жащие в плоскости сечения, называются ка­
сательными напряжениями тх, ту, а соста­
вляющая, перпендикулярная сечению, — нор­
мальным напряжением а. Напряжения изме­
ряются в единицах Н/м2 (Па) и зависят не 
только от выбора точки, но и от ориентации 
сечения (или площадки dA, рис. 2), проходя­
щего через эту точку. Вся совокупность на­
пряжений в заданной точке для разных пло­
щадок называется напряженным состояни­
ем в этой точке.

При известных напряжениях в сечении стержня его внутренние 
силовые факторы могут быть найдены по формулам

где интегрирование распространено на всю площадь сечения А.

► Деформации. Рассмотрим произвольную точку К тела в началь­
ном недеформированном состоянии и проведем через нее в направле­
нии осей х и у два бесконечно малых отрезка длиной dx и dy (рис. 3).

Под действием нагрузки происходит деформация тела, точка К 
перемещается в точку К1, отрезки dx и dy изменяют свою длину на 
величины Ах и Ау, а угол тг/2 между ними изменяется на у .
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Отношения
_ Дж _ Ат/ 

£* = -fa1 6y = ~d^~ 
называются линейными деформациями в 
точке К в направлении осей хну со­
ответственно, а величина у — угловой 
деформацией (углом сдвига) в точке К 
между осями х и у. Вся совокупность 
линейных и угловых деформаций для 
различных направлений, проходящих че­
рез рассматриваемую точку, называет­
ся деформированным состоянием в этой 
точке.

1.3. Основные понятия и допущения
к Упругостью называют свойство тела, выражающееся в одно­
значной зависимости между силами, действующими на тело, и его 
деформациями.В частности, упругое тело после снятия нагрузок воз­
вращается в исходное состояние.

В некоторых случаях после снятия нагрузок исчезает лишь часть 
полной деформации, называемая упругой. Оставшаяся часть — так 
называемая остаточная (пластическая) деформация связана со 
свойством тела, которое называется пластичностью.

► Основные допущения, принятые в сопротивлении мате­
риалов:

1. Тела считаются сплошными (без пустот) и однородными, т.е. 
свойства материала тела в разных точках одинаковы.

2. Материал тела изотропен, т.е. его свойства по всем направле­
ниям одинаковы. (В ряде случаев приходится отказываться от это­
го допущения для анизотропных тел, свойства материала которых в 
разных направлениях различаются. Например, свойства дерева в на­
правлении вдоль волокон и поперек различны.)

3. Деформации тела в каждой точке прямо пропорциональны на­
пряжениям в этой точке. Это свойство называют линейной упруго­
стью или законом Гука.

4. Предполагается малость деформаций тела, а также малость 
перемещений его точек по сравнению с геометрическими размерами 
самого тела.

5. Справедлив принцип независимости действия сил (принцип 
суперпозиции), согласно которому какая-либо величина а, зависящая 
от действия нескольких сил, равна сумме величин а{, найденных от 
каждой силы в отдельности. Этот принцип следует из допущений 
3 и 4.
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2. Напряженно-деформированное 
состояние в точке

2.1. Виды напряженного состояния
► Главные напряжения и главные направления. Анализ на­
пряженного состояния в некоторой точке К тела удобно проводить, 
мысленно выделяя элементарный параллелепипед в окрестности этой 
точки и рассматривая напряжения, действующие на его грани. Ввиду 
малости параллелепипеда можно считать, что напряженное состояние 
во всех его точках одинаково (однородно) и совпадает с напряжен­
ным состоянием в исследуемой точке К. Изменяя ориентацию этого 
параллелепипеда, можно добиться того, чтобы все его грани были 
свободны от касательных напряжений. Соответствующие нормаль­
ные напряжения называются главными напряжениями, а их напра­
вления— главными направлениями в точке К.

Различают линейное, плоское и объемное (одноосное, двухосное 
и трехосное) напряженные состояния в точке в зависимости от 
того, испытывает ли параллелепипед, ориентированный по главным 
направлениям, растяжение (или сжатие) соответственно в одном, 
двух или трех взаимно перпендикулярных направлениях.

► Плоское напряженное состояние. Закон парности. В 
дальнейшем ввиду особой важности ограничимся случаем плоско­

го напряженного состояния, при кото­
ром на двух противоположных гранях 
элементарного параллелепипеда напря­
жения отсутствуют. На остальных гра­
нях в общем случае их ориентации дей­
ствуют касательные и нормальные на­
пряжения (рис. 4). Из однородности на­
пряженного состояния параллелепипеда 
следует, что одноименные напряжения 
на противоположных гранях численно 
равны. Очевидно, что нормальные уси­
лия на гранях параллелепипеда взаимно

уравновешены. Касательные усилия на тех же гранях образуют две 
пары сил с моментами (ry dy dx) dz и (rz dz dx) dy противоположного 
направления, где dx, dy, dz — размеры параллелепипеда. Эти момен­
ты должны быть уравновешены, откуда т2 = ту.

Последнее равенство выражает закон парности касательных на­
пряжений: на любых взаимно перпендикулярных площадках каса­
тельные напряжения равны по величине и направлены так, что стре-
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мятся вращать элемент в противоположные стороны (рис. 4). Сказан­
ное позволяет ввести единое обозначение: т = rz = т •

2.2. Одноосное растяжение и сжатие
► Модуль упругости первого рода. Рассмотрим элементар­
ный параллелепипед в состоянии одноосного растяжения или сжатия.
на двух противоположных гранях ко­
торого действуют только нормальные 
напряжения (рис. 5).

Правило знаков: растягивающие
о)

Рис. 5.

6)

напряжения считаются положительными, а сжимающие — отрица­
тельными.

В соответствии с законом Гука напряжение и линейная деформа­
ция в направлении оси z прямо пропорциональны:

а — Etz. (1)

Коэффициент пропорциональности Е называется модулем упру­
гости первого рода и имеет размерность напряжения, так как ez — 
безразмерная величина. При ст > 0 (растяжение) ez — также больше 
нуля, что соответствует удлинению параллелепипеда в направлении 
оси z. При <т < 0 (сжатие) имеем б2 < 0, что соответствует укороче­
нию параллелепипеда.

► Коэффициент Пуассона. Линейные деформации в направлении 
осей ж и 1/ из соображений симметрии равны между собой и также 
пропорциональны напряжению или, с учетом (1), деформации ez:

va
ex = ey = -vez = - — . (2)

Постоянный безразмерный коэффициент пропорциональности у 
называется коэффициентом Пуассона, а знак минус учитывает раз­
ные знаки продольной ez и поперечных ех, еу деформаций. В частно­
сти, при а > О, £z > 0 величины ех, еу меньше нуля, т.е. поперечные 
размеры параллелепипеда уменьшаются.

Постоянные величины Е и v характеризуют упругие свойст­
ва конкретного материала, например для стали 2? = 210 ГПа, 
р = 0,25 ^0,3.

2.3. Чистый сдвиг
► Чистый сдвиг. Рассмотрим частный вид плоского напряженно­
го состояния, при котором на боковые грани элементарного паралле­
лепипеда действуют только касательные напряжения г (рис. 6, а). По
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Рис. 6.

закону парности напряжения на соседних гранях одинаковы. Такой 
вид напряженного состояния называется чистым сдвигом.

Характер деформации параллелепипеда показан на рис. 6, б. 
Первоначально прямые углы между боковыми гранями изменяются 
на величину 7, называемую углом сдвига, а линейные деформации 
ех, еу, е2 равны нулю.

► Модуль сдвига. Закон Гука в данном случае имеет вид

г = Gy. (3)

Коэффициент пропорциональности G называют модулем сдвига 
или модулем упругости второго рода. Размерность модуля совпада­
ет с размерностью напряжений.

Нетрудно видеть, что при dy = dz диагональный отрезок АВ 
параллелепипеда укорачивается, а отрезок CD удлиняется на одну 
и ту же величину △ = 7dysin45° (рис. 6, б), поэтому на другой 
элементарный параллелепипед, выделенный в окрестности той же 
точки и повернутый на угол 45° относительно первого, должны 
действовать соответствующие нормальные напряжения сг (рис. 6, в). 
Касательных напряжений здесь уже не будет, поэтому нормальные 
напряжения а — главные напряжения, а их направления — главные
направления для данного напряженного состояния.

Tdxdz

Рис. 7.

► Связь между G^ Е т и. Рассмотрим 
элемент, образованный диагональным разре­
зом параллелепипеда (рис. 7). На его грани 
действуют силы, по величине равные rdxdy, 
г dx dz и a dx dz/cos 45°.

Из равновесия этого элемента можно по-
лучить

(4)
С учетом (3), (4) деформация отрезка CD

(рис. 6, б) равна eCD = ^/CD = у7 = ^т/G = ^^/G.
С другой стороны, рассматривая состояние на рис. 6, в как

комбинацию двух одноосных напряженных состояний (растяжения и
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сжатия по перпендикулярным направлениям), из закона Гука (1), (2) 
а иа а а иа Е

полуним £<,„ = — + —. Отсюда — = _ + _ „ли С = ^.

Таким образом, модуль сдвига G определяется через уже введен­
ные постоянные Е и I/.

3. Центральное растяжение и сжатие
3.1. Продольная сила

Центральным растяжением (сжатием) называется такой вид де­
формации стержня, при котором в его поперечных сечениях возни­
кает только продольная сила ^, а все остальные внутренние усилия 
равны нулю.

Правило знаков: растягивающие продольные силы считаются по­
ложительными, а сжимающие — отрицательными.

Пример. На рис. 8, а показан стержень, нагруженный двумя силами Fx 
и F2, лежащими на его оси. Для определения продольной силы используем метод 
сечений (см. разд. 1.1). Проведем произвольное сечение I на участке «а» стержня 
и рассмотрим равновесие свободной отсеченной части (рис. 8, б). Действие 
отброшенной части заменим неизвестной силой N^, считая ее положительной. 
Из уравнения равновесия этой отсеченной части в форме равенства нулю суммы 
проекций всех сил на ось z: Nr — F1 = 0 следует Nr = Fr = 20 кН. Аналогично для 
сечения II на участке «Ь» стержня получим (рис. 8, в) N2 + F2 — Fx =0, откуда 
N2 = F} — F2 = —40 кН.

Таким образом, продольная сила на участках «а» и «6» стержня различна. 
Участок *а* стержня испытывает растяжение (N > 0), а участок «Ь» — сжатие 
(Ц < 0). При переходе от участка «а» к участку *Ъ* сила N изменяется скачком 
на величину силы F2.
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Для иллюстрации характера изменения продольной силы вдоль 
стержня принято строить график функции N(z), называемый эпюрой 
продольной силы. На этом графике указывают числовые значения 
продольной силы в характерных сечениях, а также их знаки. Для 
рассмотренного примера эпюра N(z) показана на рис. 8, г.

3.2. Напряжения и деформации 
при растяжении или сжатии

► Гипотеза плоских сечений. Для определения напряжений при 
растяжении или сжатии примем гипотезу плоских сечений: попереч­
ные сечения стержня после деформации остаются плоскими и пер­
пендикулярными оси стержня. Опыт показывает, что эта гипотеза 
нарушается только для областей так называемых местных напряже­
ний, в непосредственной близости от точек приложения внешних сил, 
или в местах резкого изменения площади поперечного сечения, где 
происходит так называемая концентрация напряжений. Их учет со­
ставляет особую задачу, нами не затрагиваемую.

► Формулы для напряжений 
и деформаций. Рассмотрим стер­
жень, растягиваемый двумя силами 
(рис. 9, а). В соответствии с гипо­
тезой плоских сечений и постоян­
ством продольной силы вдоль стер­
жня (N = F), напряженное и дефор­
мированное состояние точек стер­

жня вне окрестности концов однородно и нормальные напряжения 
по поперечному сечению распределены равномерно (рис. 9, 5).

Из формулы (1) гл. 1 следует N = fAadA = а А, отсюда

N
(1)

Формула (1) позволяет вычислять нормальные напряжения в 
поперечных сечениях стержня при центральном растяжении или 
сжатии по известной продольной силе N и площади поперечного 
сечения А.

Выделенный из стержня элементарный параллелепипед находится 
в условиях одноосного растяжения (рис. 5, а). Его деформации 
определяются из закона ГУка (см. разд. 2.2). В частности, продольная 
деформация

- - N
£’~ Е ~ ЕА'
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Суммируя удлинения малых элементов по всей длине стержня, 
получим его абсолютное удлинение

[‘ NIД' = /о e-d2 = ‘‘'=EA'

где I — длина стержня.
Величина ЕА называется жесткостью сечения стержня при 

растяжении и сжатии.

3.3. Расчеты на прочность при растяжении 
и сжатии

► Допускаемое напряжение. Для обеспечения прочности стерж­
ня, испытывающего растяжение или сжатие, необходимо ограничить 
максимальные напряжения этого стержня некоторым значением, на­
зываемым допускаемым напряжением [а]. Его величина выбирается 
на основе устанавливаемого заранее для данного материала опасного 
значения напряжения с учетом коэффициента запаса. Для материа­
лов, неодинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию, вводят 
два разных допускаемых напряжения [<тр] и [<тс].

► Задачи расчета на прочность. Таким образом, условие проч­
ности в данном случае имеет вид

^max L^J'

Пользуясь им, можно решать следующие задачи:
1. По заданным нагрузкам, размерам сечения и величине допус­

каемого напряжения проверять прочность стержня.
2. По заданным нагрузкам и известной величине допускаемого 

напряжения определять размеры поперечного сечения:

3. По заданным размерам сечения и известной величине допус­
каемого напряжения определять величину допускаемой продольной 
силы:

Пример. Для чугунного стержня (рис. 8, а) с площадью сечения Я = 5 см2 
проверить условия прочности при [<тр] = 30 МПа, [<тс] = 100 МПа.

Решение. На участке «а» стержень испытывает растягивающее усилие 
^1 = 20 кН (см. рис. 8, г), поэтому нормальное напряжение в сечениях на этом 
участке aj = Nx/А = 40 МПа.

На участке «Ь», испытывающем сжатие, N2 = —40 кН. Соответствующее 
напряжение а2 = |^21М = 80 МПа.

Так как допускаемые напряжения на растяжение и сжатие для чугуна различ­
ны, необходимо проверить два условия а1 ^ [ар] и а2 ^ [ас]. Первое оказывается 
невыполненным, поэтому условие прочности в целом не соблюдено.
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4. Кручение
4.1. Крутящий момент

Кручением называется такой вид деформации стержня, при ко­
тором в его поперечных сечениях возникает только крутящий мо­
мент Mzi а все остальные внутренние силовые факторы равны нулю.

Правило знаков: если при взгляде со стороны внешней нормали к 
сечению крутящий момент направлен против хода часовой стрелки, 
он считается положительным.

Пример. Рассмотрим стержень, нагру­
женный двумя моментами т^ и т2, плоско­
сти действия которых перпендикулярны оси 
стержня (рис. 10, а). В соответствии с мето­
дом сечений проведем произвольное попереч­
ное сечение I на участке «а» и рассмотрим рав­
новесие свободной отсеченной части стержня 
(рис. 10, б). Действие отброшенной части за­
меним неизвестным крутящим моментом Mzl, 
выбрав его направление положительным. Из 
уравнения равновесия для отсеченной части в 
форме равенства нулю суммы моментов всех 
сил относительно оси z: Mzl — тп^ = 0 следует 
Mzl = тх = 30 кНм. Аналогично для сечения II 
будем иметь (рис. 10, в) Mz2 + тп2 — mY = 0, 
откуда Mz2 = тх — т2 = —10 кНм.

Рис. 10.

На рис. 10, г дана эпюра крутящего момента, показывающая характер изме­
нения величины Mz вдоль оси стержня. На границе участков «а» и «6» стержня 
крутящий момент претерпевает скачок на величину, равную моменту т2.

4.2. Напряжения и деформации при кручении
/л ► Напряженное состояние при 

кручении. Ограничимся рассмотре- 
11 нием стержней с поперечным сечени­

ем в форме круга или кольца.
Для установления закона рас- 

ч пределения напряжений по сечению 
примем допущение, подтверждаемое 
опытом, о том, что при кручении

Рис. 11.

поперечные сечения стержня в ре­
зультате деформации поворачивают­
ся вокруг продольной оси как жест­
кие диски (кольца). Условия приме­
нимости этого допущения аналогич­
ны условиям применимости гипотезы

плоских сечений при растяжении или сжатии (см. разд. 3.2).
Рассмотрим стержень, испытывающий кручение под действием 

двух моментов, приложенных на его концах (рис. 11, а). Разобьем
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его на соосные трубки (рис. И, 5) и выделим одну с внутренним ра­
диусом р и бесконечно малой толщиной dp (рис. 11, в).

В силу принятого допущения относительно характера деформи­
рования стержня можно утверждать, что бесконечно малый элемент 
ACBD, выделенный из трубки (рис. 11, в), испытывает деформацию, 
соответствующую чистому сдвигу (см. разд. 2.3). Отсюда следует, 
что по боковым граням элемента действуют только касательные на­
пряжения г (см. рис. 6, а).

► Полярный момент инерции. Угол сдвига элемента 7 = 
= BB'/dz = pd(p/dz (рис. 11, в), где d(p/dz— погонный угол закручи­
вания трубки или угол закручивания на единицу длины. Из форму­
лы (3) гл. 2 (закон 1\ка) следует

r^G^Gp^. (1) 
az

Величина погонного угла закручивания dp/dz 
одинакова для всех соосных трубок, из которых 
составлен стержень. Поэтому из формулы (1) вы­
текает, что касательные напряжения в попереч­
ных сечениях стержня прямо пропорциональны 
расстоянию р до его оси (рис. 12).

Крутящий момент Mz может быть получен суммированием мо­
ментов всех распределенных по сечению напряжений относительно
оси z:

Mz = j TPdA = GIp^~> где ^Р ~ /р2 ЛА. 

А А
(2)

Интеграл по поверхности сечения 1р называется полярным момен­
том инерции сечения и представляет собой геометрическую харак­
теристику этого сечения.

Для круга диаметра D имеем /р = -^D4.
Для кольца /р = -^(D4 — d4), где d и D — внутренний и внешний 

диаметры соответственно.

► Касательные напряжения. Угол закручивания. Исполь­
зуя (2), находим

±L = _^z_ (3)
dz GIp ’ (3)

Подставляя это выражение в (1) для г, получим основную форму­
лу для касательных напряжений в поперечных сечениях стержня при 
кручении
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Угол закручивания всего стержня на рис. И, а, т.е. угол взаимно­
го поворота его крайних сечений, можно найти, зная погонный угол 
закручивания (3) и учитывая постоянство величины Mz вдоль оси 
стержня (М2 = т):

Jo dz GIp’

где I — длина стержня.
Величина GIp называется жесткостью сечения при кручении.

4.3. Расчеты на прочность при кручении
Значение наибольшего касательного напряжения при кручении 

находится из формулы (4) при р = ртах:

_ \^z IPmax _ \MZ |

'max ~ Т ~ W
Р Р

Величина Wp = /р/ртах называется полярным моментом сопро­
тивления сечения.

Для круга Wp = -feD3.
Для кольца Wp = ^-^3(1 — d4/D4).
Условие прочности сводится к неравенству ттах = \MZ\/Wp ^ [т], 

где [г] — допускаемое напряжение при кручении.
Как и при расчете на прочность при растяжении и сжатии, воз­

можны следующие три вида задач, различающихся формой использо­
вания условия прочности.

1. Проверочный расчет: \M2\/Wp ^ [т].
2. Подбор сечения: Wp ^ \Mz\/[r].
3. Определение допускаемой нагрузки: \М2\ ^ [т]^.
Пример. Для стального стержня кругового сечения (рис. 10, а) подобрать 

диаметр из условия прочности при [т] = 100 МПа.
Решение. Так как поперечное сечение постоянно вдоль стержня, опасными 

будут сечения на участке «о», где возникает максимальный крутящий момент 
Mz = 30 кНм (см. рис. 10, г).

Из условия прочности v

_ м; _ 16 мг 
' mlx Wp irD3 1 1

находим D ^ У 16Л/г/(тг[т]) = 0,119 м.
Округляя в большую сторону, выбираем окончательно D = 12 см.
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5. Прямой изгиб
5.1. Изгибающий момент и поперечная сила
► Определения. Изгибом называется такой вид деформации стер­
жня, при котором в его поперечных сечениях возникают изгибаю­
щие моменты Мх и Му и, быть может, поперечные силы Qx и Qy, а 
остальные внутренние силовые факторы (N и М2) равны нулю.

В случае равенства нулю поперечных сил изгиб называют чи­
стым, а при наличии поперечных сил имеем так называемый попе­
речный изгиб.

Будем рассматривать стержни, поперечные сечения которых име­
ют ось симметрии у. Если на такой стержень действует система
внешних сил, лежащих в плоскости yz 
и направленных перпендикулярно про­
дольной оси стержня (рис. 13), то в его 
поперечных сечениях возникнут только 
два внутренних силовых фактора — из­
гибающий момент Мх и поперечная си­
ла Qy. Такой изгиб называют прямым 
(о косом изгибе смотри разд. 6.1).

Правило знаков: изгибающий мо­
мент считается положительным, если
он приводит к растяжению нижних волокон и сжатию верхних; по­
перечная сила положительна, если при воздействии на сечение справа 
она направлена вниз, а при воздействии слева — вверх.

Как уже отмечалось, внутренние силовые факторы стержня зави­
сят от продольной координаты рассматриваемого сечения, т.е. явля­
ются функциями переменной z.

► Дифференциальные уравнения равновесия стержня. Рас­
смотрим стержень, на который действует распределенная вдоль его 
оси нагрузка q (рис. 14, а). Выделим двумя сечениями бесконечно 
малый элемент (рис. 14, б}, действие отброшенных частей стержня 
заменим соответствующими внутренними усилиями, направления ко­
торых выбраны положительными.

Вычисляя сумму проекций всех сил на ось у и сумму моментов 
сил относительно точки О, составим соответствующие уравнения 
равновесия элемента

gdz + Qy- (Qy + dQy) = О, 
-Мх + (Мх + dMx) -Qydz = 0. 

Из них следуют соотношения

dz 1 dz
13 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.

(1)
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Рис. 14.

«У

мх

Рис. 15.

называемые дифференциальными уравнениями равновесия стержня 
при изгибе. Уравнения (1), которым должны удовлетворять функции 
Qy(z) и Mx(z)y часто используют при построении эпюр изгибающих 
моментов и поперечных сил, а также при проверке этого построения.

Стержни, работающие преимущественно на изгиб, принято назы­
вать балками.

► Примеры построения эпюр. Рассмотрим примеры построения 
эпюр Qy(z) и Mx(z) для некоторых балок с использованием метода 
сечений.

На рис. 15, а показана консольная, т.е. с защемленным концом, балка, нагру­
женная сосредоточенной силой. В соответствии с методом сечений проведем про­
извольное поперечное сечение К, отстоящее на расстояние z от свободного конца 
балки, и рассмотрим равновесие свободной отсеченной части. Действие отбро­
шенной части заменим неизвестными усилиями Qy и Мх, считая их направления 
положительными. Вычисляя сумму проекций всех сил на ось у и сумму моментов 
сил относительно точки К} составим соответствующие уравнения равновесия

Qy-F = Q, -Мх -Fx = 0,
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6) 2 в)

Рис. 16.

откуда получим Qy = F, Мх = —Fz. Таким образом, поперечная сила постоянна, а 
изгибающий момент изменяется прямо пропорционально расстоянию 2, принимая 
значения 0 и —FI соответственно на свободном (2 = 0) и защемленном (z = /) 
концах балки. На рис. 15, а даны соответствующие эпюры Qy и Мх.

Та же процедура для балки, нагруженной равномерно распределенной нагруз­
кой (рис. 15, б), дает

-gz - Q» = °- fgz2 + мх = о,

откуда Qy = — qz, Мх = --^qz2. В данном случае поперечная сила есть линейная 
функция z, а изгибающий момент зависит от 2 по закону квадратной параболы, 
чему соответствуют эпюры Qy и Мх на рис. 15, б.

Аналогично для консольной балки, нагруженной моментом (рис. 15, в), 
получим Qy = 0, Мх = т.

Для двухопорных балок (рис. 16), у которых нет свободных концов, необхо­
димо предварительно найти опорные реакции из условий равновесия для балки в 
целом. После этого можно приступить к определению внутренних усилий анало­
гично предыдущему.

Для произвольного сечения на участке АВ балки, нагруженной в центре 
(АВ = ВС = 1/2) сосредоточенной силой F (рис. 16, а), получим: Qy = R1 = F/2, 
Мх = R^z = Fz/2, где z — расстояние от левого конца А. Для сечения на 
участке ВС находим: Qy = R^ - F = —F/2, Мх = R^z - F(z - 1/2) = F(l — 2)/2. 
Соответствующие эпюры даны снизу на рис. 16, а.

Для балки на рис. 16, б: Qy = R^ — qz = q(l/2 — z), Mx = Rxz — qz2/2 = qz(l — z)/2. 
Для середины балки имеем Мх = ql2/S.

Для участка АВ балки на рис. 16, в: Qy = R^ — m/l, Мх = R^z = mz/l, а для 
участка ВС: Qy = R^ = m/l, Mx = R^z — m = m(z/l — 1).

► Особенности эпюр M® и Qy. Кратко сформулируем каче­
ственные особенности эпюр, вытекающие из соотношений (1).

1. На участке балки, свободном от нагрузки (д = 0), величина Qy 
постоянна, а Мх —линейная функция z.

2. На участке равномерно распределенной нагрузки (g = const), 
Qy —линейная функция, а Мх —квадратичная (см. рис. 15, б, 16, б).

3. В точках приложения сосредоточенной силы величина Qy пре­
терпевает скачок на величину этой силы, а эпюра Мх имеет излом 
(рис. 16, а).
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Рис. 17.

4. В точках приложения сосредоточенного момента величина Мх 
претерпевает скачок на величину этого момента (рис. 16, в).

В точках экстремумов функции Мх величина Qy = О (рис. 16, б).
Знание качественных особенностей эпюр позволяет строить эпю­

ры, не находя функциональных зависимостей Qy(z) и Mx(z), а вычи­
сляя значения Qy и Мх только на границах характерных участков. 
Экстремальные значения Мх определяются после нахождения точек 
экстремума из условий Qy = 0.

5.2. Напряжения и деформации при прямом 
чистом изгибе

► Гипотезы чистого изгиба. Рассмотрим стержень в состоянии 
чистого изгиба (рис. 17). В его поперечных сечениях возникает 
единственный, отличный от нуля силовой фактор — постоянный 
изгибающий момент Мх = т.

Будем использовать гипотезу* плоских сечений: плоские до де­
формации поперечные сечения стержня остаются после деформации 
плоскими и перпендикулярными деформированной продольной оси.

В соответствии с этой гипотезой два близких сечения поворачи­
ваются относительно друг друга на угол dtp (рис. 17, б). В результа­
те такой деформации возникает нейтральный слой, продольные во­
локна которого О — О не изменяют своей длины. В нижней части 
сечения продольные волокна удлиняются (а в верхней — укорачива­
ются) на величину △ = —у dtp. Продольная деформация волокна равна

* Аналогичная гипотеза использовалась в разд. 3.2.
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е = A/dz = -у d^[{pd^) = -у/р, где р — радиус кривизны нейтраль­
ного слоя.

Дополнительно к гипотезе плоских сечений предположим, что 
продольные волокна стержня не давят друг на друга. Отсюда следует, 
что они находятся в состоянии одноосного растяжения или сжатия 
(см. рис. 5). .

► Кривизна оси. Формула для нор-
мальных напряжений. В соответ- б м
ствии с законом Гука имеем

(2)
Рис. 18.

Отсюда следует, что нормальные напряжения а в поперечном сече­
нии стержня изменяются прямо пропорционально расстоянию у от 
нейтрального слоя (рис. 18.).

Используя формулы (1) гл. 1 и равенство нулю продольной силы, 
получим

Из первого равенства вытекает, что нейтральная ось х попереч­
ного сечения проходит через центр тяжести, следовательно, величи­
на р есть радиус кривизны изогнутой оси стержня. Из второго ра­
венства выводим формулу, определяющую кривизну оси,

к = Мх
Р Е1Х'

где 1Х = у2 dA. (3)

Величина 1Х называется моментом инерции сечения относитель­
но оси х (см. часть «Теоретическая механика», разд. 5.1), а произве­
дение Е1Х — жесткостью сечения при изгибе.

Из (2), (3) получим основную фор­
мулу для нормальных напряжений 
стержня при прямом изгибе а<0___

Рис. 19.
в которой знак «минус» необходим для согласования правила знаков 
величин а и Мх. При Мх > 0 (рис. 19) верхние волокна сжимаются 
(j/ > 0,а < 0), нижние растягиваются (j/ < 0,<т > 0); при Мх < 0 
знаки напряжений в верхней и нижней частях сечения меняются на 
противоположные.
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5.3. Напряжения и деформации при прямом 
поперечном изгибе

к Касательные напряжения. Формула Журавского. При пря­
мом поперечном изгибе в сечениях стержня возникает не только из­
гибающий момент МХУ но и поперечная сила Qy, связанная с каса­
тельными напряжениями в сечении формулой

А

Несмотря на наличие касательных напряжений, формулы (3), (4), 
полученные для чистого изгиба, применимы и в этом случае.

Для определения касательных напряжений рассмотрим балку на 
рис. 20, а. Вырежем из нее двумя близкими поперечными сечения­
ми и одним продольным малый элемент (рис. 20, б). По его боковым 
граням действуют нормальные напряжения, вычисляемые по форму­
ле (4). Так как изгибающий момент справа больше, чем слева, на ве­
личину dMx) то и нормальное напряжение справа больше на величину 
da = dMty/Ix.

Готе

Рис. 20.

Для того чтобы элемент оставался в равновесии, к его ниж­
ней грани должны быть приложены касательные напряжения т 
(рис. 20, б).

Примем допущение об их равномерном распределении по ширине 
поперечного сечения. Тогда из условия равновесия элемента в форме 
равенства нулю суммы проекций всех сил на ось z:

rbdz — / dadA = 0,
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где интеграл распространен на отсеченную часть поперечного сече­
ния стержня, следует

/ dadA I ydA
_ ^OTC __ ^OTC

T = * — ~ ”^—■^^—.
b dz dz blx

Учитывая второе уравнение (1), для касательных напряжений 
получим формулу Журавского:

О SOTC
где S^Q = / ydA. (5)

Величина S°TC называется статическим моментом отсеченной 
части поперечного сечения относительно оси х.

На основании закона парности касательных напряжений (см. 
разд. 2.1) формула (5) определяет также касательные напряжения в 
поперечном сечении стержня (рис. 20, в), 

г
► Сечение прямоугольной формы. В частном случае сечения 
прямоугольной формы (рис. 21) имеем

/, = ^3, sr = ycAOTC = ib(ih2-y2).

Подставляя эти выражения в формулу (5), находим

QyS™ 6Qy 7 h2 2
Lb bh3 \ 4 У

Видно, что величина г меняется 
по высоте сечения по закону квадрат­
ной параболы, достигая максимально­
го значения при t/ = 0 (т.е. на оси я):

^тах
3^
2bh ' (6) Рис. 21.

На рис. 21 показана эпюра касательных напряжений по высоте 
прямоугольного сечения.

5.4. Расчет на прочность при прямом изгибе
► Максимальные напряжения. Из формулы (4) следует, что наи­
большие по модулю нормальные напряжения достигаются в точках 
сечения, наиболее удаленных от нейтральной оси х, при |у| = 2/тах:

тах 4 wx ’
где Wx=^~ 

2/тах
(7)
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Величина Wx называется моментом сопротивления сечения при 
изгибе (осевым моментом сопротивления).

Для сечения прямоугольной формы (рис. 21)

м2 6|МТ|
1 6 и °тах bh2 • (8)

Сопоставим величины атах и ттах для балки прямоугольного се­
чения. По порядку величины Qy~ F и Мх ^ FI, где F — действующая 
на балку характерная сила, а I — длина балки. Тогда из (6), (8) полу­
чим

Л 
-«1

max
max

Таким образом, касательные напряжения малы по сравнению с нор­
мальными. Этот вывод справедлив и для стержней других форм по­
перечного сечения (исключение составляют тонкостенные стержни, 
когда возможно появление больших касательных напряжений).

► Условия прочности балок. Как правило, расчет на прочность 
для балок проводят по нормальным напряжениям с использованием 
условия прочности в форме

атах ~

Если же материал стержня (например, дерево) плохо сопротивля­
ется сдвиговым деформациям (срезу), то необходим расчет и по ка­
сательным напряжениям:

. _ Щ г sr \ , ы
max ^ 7 max

В случаях, когда материал, из которого изготовлен стержень, 
имеет различные допускаемые напряжения при растяжении [ар] и 
сжатии [<тс], расчет на прочность проводят отдельно по растягиваю­
щим и сжимающим напряжениям:

р _ IМестах г pi
vmax г г J>

-с _ l^l^max 
^тах “ ----- 7------ L^ 1.

где 1/р ах и ^ах — расстояния от оси х до наиболее удаленных от 
этой оси точек растянутой и сжатой частей поперечного сечения 
соответственно.

Как и при растяжении — сжатии или кручении, при расчете на 
прочность стержней, работающих на изгиб, решается какая-либо из 
трех задач:
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1) проверочный расчет,
2) подбор сечения,
3) определение допускаемой нагрузки.
Все необходимые для расчета на прочность геометрические ха­

рактеристики прокатных сечений (двутавр, швеллер и т.п.) приво­
дятся в специальных таблицах, называемых сортаментом прокатной 
стали.

Пример. Для стальной двутавровой балки (№ 55) длиной I = 3,2 м (см. 
рис. 16, б) из условия прочности определить допускаемую нагрузку [д] при 
[а] = 160 МПа.

Решение. Опасным для рассматриваемой балки будет сечение в середине 
пролета, где возникнет максимальный изгибающий момент Мх = ql2/&.

В сортаменте прокатной стали находим для двутавра момент сопротивления 
Wx = 2000 см3.

Из условия прочности

wx 8WX

следует q ^ SW^fa]//2 = 250 Н/м. Таким образом, [д] = 250 кН/м.

6. Сложное сопротивление
Сложным сопротивлением называются виды деформаций стерж­

ня, при которых в его поперечных сечениях одновременно возника­
ет не менее двух отличных от нуля внутренних силовых факторов. 
Исключением является прямой поперечный изгиб, который рассма­
тривается как простой вид деформации, несмотря на возникающие 
при этом два силовых фактора — изгибающий момент и поперечную 
силу, так как в подавляющем большинстве случаев расчеты на проч­
ность и жесткость ведутся без учета влияния поперечных сил, т.е. по 
одному силовому фактору — изгибающему моменту.

6.1. Косой изгиб
► Определение. При рассмотрении прямого поперечного изгиба 
предполагалось, что поперечное сечение симметрично относительно 
оси у. Оказывается, все результаты главы 5 справедливы и для се­
чения произвольной формы, если оси х и у являются главными цен­
тральными осями инерции, т.е. взаимно перпендикулярными осями, 
проходящими через центр тяжести сечения, для которых осевые мо­
менты инерции принимают экстремальные значения. В дальнейшем 
в качестве осей х и у будут выбираться главные центральные оси.

Косым изгибом называется общий случай изгиба стержня (см. 
разд. 5.1), при котором в поперечном сечении возникают два изгиба­
ющих момента Мх и Му и, быть может, поперечные силы Qx, Qy.
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Рис. 22.

Пользуясь принципом независимости действия сил, можно опре­
делить нормальные напряжения в любой точке поперечного сечения 
с координатами ж, 3/ по формуле

_ Мху МуХ

которая является следствием формулы (4) гл. 5.
► Нейтральная ось при косом изгибе, как и при прямом 
изгибе, в сечении существует нейтральная ось, в точках которой 
напряжения равны нулю. Ее уравнение

* + ' (2)

Перечислим некоторые свойства нейтральной оси при косом 
изгибе.

1. Нейтральная ось проходит через центр тяжести сечения.
2. Нейтральная ось делит сечение на две части: в одной а > 0, в 

другой а < 0.
3. Нормальные напряжения в сечении изменяются прямо пропор­

ционально расстоянию от нейтральной оси, достигая максимальных 
значений (по модулю) в наиболее удаленных от нейтральной оси точ­
ках сечения.

Касательные напряжения в поперечном сечении (рис. 22) могут 
быть определены по формуле (5) гл. 5:

Q^ST QXS™
у 1хъ ’ * Ivh ■

Как и при прямом поперечном изгибе, касательные напряжения, 
как правило, играют второстепенную роль, поэтому условия прочно­
сти накладывают ограничения на максимальные нормальные напря­
жения.
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Пример. Вычислить максимальные нормальные напряжения в опасном сече­
нии балки (рис. 23), испытывающей косой изгиб. Форма сечения—прямоуголь­
ная, 6 = 6 см, /i = 12 см.

Решение. На рис. 23, б, г показаны схемы нагружения балки в вертикальной 
и горизонтальной плоскостях, а на рис. 23, в, д — соответствующие эпюры 
изгибающих моментов МХ1 Му. Судя по эпюрам, опасным сечением является 
заделка, где Мх = — 20 |(Нм, Му = 5 кНм.

Для прямоугольного сечения Ix = 6/i3/12,1у = Л63/12, и уравнение нейтральной 
оси (2) для опасного сечения принимает вид —у + г = 0.

Из расположения нейтральной линии (рис. 24) видно, что самыми опасными 
точками сечения являются точки В и С, как наиболее удаленные от нейтральной 
оси. Подставлял их координаты в (1), вычислим напряжения в этих точках

,в = _Л^_^ = 208МПа,

ас = -^ _ 2^ = _208 МПа.

*х *у

На рис. 24 изображена эпюра а, характеризующая изменение нормальных 
напряжений в направлении, перпендикулярном нейтральной оси.

6.2. Внецентренное растяжение или сжатие
► Внецентренным растяжением или сжатием называется та­
кой вид деформации стержня, при котором в его поперечном сече­
нии возникают продольная сила N и изгибающие моменты Мх) Му 
(и, быть может, поперечные силы Qx, Qy).

Продольная сила и изгибающие моменты могут рассматриваться 
как результат воздействия на стержень внецентренно приложенной 
силы F = N (рис. 25). Именно поэтому такой вид сложного сопроти­
вления называют внецентренным растяжением или сжатием.
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Изгибающие моменты связаны с координатами точки приложе­
ния силы F соотношениями Мх = —FyF) 
Му = —Fxf. Поэтому из (1), формулы (1) 
гл. 3 и принципа независимости действия 
сил для нормальных напряжений в произ­
вольной точке любого поперечного сече­
ния с координатами х, у получим

Мху Мух
4 А,

► Нейтральная ось при внецентренном растяжении или 
сжатии. Уравнение нейтральной оси поперечного сечения, в точках 
которой напряжения равны нулю, имеет в данном случае вид

rf+f=” (4)

Нетрудно видеть, что нейтральная ось не проходит через центр 
тяжести сечения. Остальные свойства такие же, как и при косом 
изгибе. Дополнительно укажем еще одно свойство нейтральной оси 
при внецентренном растяжении или сжатии: нейтральная ось не 
пересекает той четверти сечения, в которой приложена сила F.

► Ядро сечения. Положение нейтральной оси, как видно из уравне­
ния (4), зависит от координат точки приложения силы F. Если точка 
приложения силы F располагается достаточно близко к центру тяже­
сти сечения, в области, которая называется ядром сечения, то ней­
тральная ось проходит за пределами поперечного сечения, т.е. все 
точки сечения испытывают нормальные напряжения одного знака. 
На рис. 26 показаны ядра для прямоугольного и кругового сечений.

Условия прочности при внецентренном растяжении или сжатии 
имеют вид ограничений на максимальные нормальные напряжения.

Пример. Вычислить максимальные нормальные напряжения в поперечном 
сечении внецентренно сжатого стержня прямоугольного сечения при 6 = 6 см, 
А = 12 см (рис. 27). Точка К приложения силы F = 144 кН имеет координаты 
:rF = —1 см, yF = 6 см (рис. 27, ^).

Решение. Вычислим геометрические характеристики сечения:

А = bh = 72 см2,

Ix = bh3/12 = 864 см4,

1у = Л63/12 = 216 см4.

Уравнение нейтральной оси (4) принимает вид 1 + У/2 — х/3 = 0. Из ее 
расположения (рис. 27, б) видно, что В и С — наиболее напряженные точки
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Рис. 26. Рис. 27.

сечения. Подставляя в (3) их координаты, находим напряжения этих точках 
(силу F следует взять со знаком «минус*, так как ее направление противоположно 
показанному на рис. 25):

,b = -f( 1+WS- + ^ =-100МПа,

= -F (— + ^2- + ^c'j = 60 МПа.

\ ^ I* А/ /

На рис. 27, б построена эпюра а, показывающая закон распределения нор­
мальных напряжений в направлении, перпендикулярном нейтральной оси.

6.3. Изгиб с кручением
► Изгибом с кручением называется такой вид деформации стер­
жня, при котором в его поперечных сечениях возникает крутящий 
момент М2, изгибающие моменты Mxi Му и, быть может, попереч­
ные силы Qx> Qy.

Будем рассматривать стержни кругового сечения. Ввиду его 
симметрии, любые две взаимно перпендикулярные центральные оси 
сечения являются главными. Поэтому их всегда можно выбрать 
так, чтобы в рассматриваемом сечении суммарный изгибающий
момент имел только одну составляющую, 
например Мх.

Наибольшие по модулю нормальные 
напряжения в сечении определяются по 
формуле (7) гл. 5 для прямого изгиба

„ -Ml 
max ру* (5)

и достигаются в точках В и С, наи­
более удаленных от нейтральной оси х 
(рис. 28).

По формуле (5) гл. 4 находим наибольшие касательные напряже­
ния при кручении

max wp ’ (в)
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Они возникают в точках границы сечения, в том числе и в точках 
В и С.

Таким образом, точки В и С наиболее опасны. В их окрестности 
реализуется плоское напряженное состояние, являющееся комбинаци­
ей одноосного растяжения (или сжатия) и чистого сдвига.

► Условия прочности Сен-Венана и Мизеса. В отличие от 
всех видов деформаций, рассмотренных ранее, в данном случае мо­
гут быть существенны как а, так и т, поэтому возникает вопрос об 
условии прочности для такого вида напряженного состояния. Суще­
ствуют различные теории прочности, отвечающие на этот вопрос. 
Чаще всего применяют условия прочности Сен-Венана

Уа2 + 4т2 ^ [а]

или Мизеса
Уа2 + Зт2 ^ [а].

Используя соотношение между моментами сопротивления И^ = 214^, 
а также учитывая, что при произвольной ориентации осей х к у в 
формуле (5) величину Мх следует заменить на суммарный изгибаю­
щий момент Мк = ^М 2 4- М 2, условия прочности приводятся к сле­
дующему окончательному виду:

(Сен-Венан),

./м2 4- ЛГ2 + 0.75Л/2
—---------- —-------------- ^ [а] (Мизес),

момент сопротивления для круга диа-где Wx = 7г/?3/32 — осевой 
метра D.

Рис. 29.

Пример. Из условия прочности Мизеса по­
добрать диаметр стального вала, испытываю­
щего изгиб с кручением (рис. 29). Допускаемое 
напряжение [а] = 150 МПа.

Решение. Схема нагружения вала в вер­
тикальной плоскости и соответствующая эпюра 
изгибающего момента Мх даны на рис. 29, £, о.

Схема нагружения вала внешним моментом 
и эпюра возникающих крутящих моментов Mz 
показаны на рис. 29, г, д.

Наиболее опасно сечение в заделке, где 
возникают максимальный изгибающий Мх = 
= 13 кНм и крутящий Mz = 6 кНм моменты.

Из условия прочности

32^/Mj + 0,75Mj 

irD3
находим: D ^ 0,098 м. Таким образом, можем 
принять D = 10 см.
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7. Устойчивость сжатых стержней
7.1. Критическая сила

В разд. 1.1 уже отмечалось, что некоторые состояния равнове­
сия тел или систем оказываются неустойчивыми, т.е. такими, при 
которых незначительные механические воздействия могут привести 
к существенным отклонениям от этих состояний. Каждое из этих со­
стояний равновесия характеризуется опре- 
деленным значением нагрузки, отделяющим , ^^ 1 > кр
области устойчивого и неустойчивого рав- । у
новесия. | /

Применительно к сжатому стержню I /
(рис. 30) оказывается, что при величине /
сжимающей силы F, не превышающей неко- J
торого значения, называемого критической 
силой FKp, прямолинейная форма равнове- 
сия стержня устойчива. Если же F > FKp, 
то прямолинейная форма равновесия неустойчива, и стержень стре­
мится принять иную, устойчивую форму равновесия с криволинейной 
осью.

Сжимающие напряжения акр = FKp/A, соответствующие крити­
ческой силе, называются критическими напряжениями.

7.2. Формула Эйлера
Таким образом, при F > FKp решение задачи о равновесии стерж­

ня неединственно. Анализ условий этой неединственности позволяет 
получить формулу для величины FKp. *

Рассмотрим шарнирно опертый цен- ----- ---- __  
трально сжатый стержень в слегка изо- _____ -1___  2?*— 5
гнутом состоянии (рис. 31). Изгибающий
момент в поперечном сечении стержня рис 31
равен М = —Fv, где прогиб v(z) задает
криволинейную ось стержня. Кривизна к изогнутой оси при малых
прогибах стержня (у/l <ЗС 1, г/ <$С 1) равна

к = d2v
р (1 -F v'2)3/2 dz2

При анализе деформации изгиба была получена формула (3) гл. 5,
связывающая кривизну и изгибающий момент,

1 М
к~ р~ ЕГ
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в которой согласованы правила знаков для кривизны Л = 1/р и 
момента М.

Отсюда приходим к дифференциальному уравнению изогнутой 
оси стержня

vH = —а2у3 (1)

где обозначено a2 = F/(EI).
Граничные условия учитывают закрепления концов стержня:

v(0) = v(/) = 0. (2)

Уравнение (1) при граничных условиях (2) имеет очевидное три­
виальное решение v = 0, соответствующее прямолинейной форме рав­
новесия. Нас интересуют ненулевые решения.

Общий интеграл уравнения (1) имеет вид

v = Сг sin(a:) + С2 cos(az).

Из первого граничного условия следует, что С2 = 0, а из второго — 
С\ sin(al) = 0. Сокращая на Q / 0, приходим к равенству

sin(al) = 0,

которое будет выполнено, если al = тгп или

п я2п2Е1
F =-----------

/2
(п = 1,2,...). (3)

Таким образом, установлено, что если величина сжимающей си­
лы F принимает дискретные значения, даваемые формулой (3), то 
наряду с прямолинейным возможны искривленные состояния равно­
весия стержня, имеющие форму синусоиды

tir^Sin^—] .

Из (3) при n = 1 получаем формулу Эйлера для критической силы

п ^2Е1F =-------- кр /2

Более точная теория показывает, что неоднозначность форм 
равновесия имеет место при всех силах F, превышающих эйлерову 
силу (4).
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7.3. Влияние способов закрепления концов 
стержня на величину критической силы

Можно рассмотреть аналогичные задачи для других случаев за­
крепления концов стержня (рис. 32). Их решение показывает, что кри­
тическую силу можно определять по формуле, подобной (4):

^кр “ (д/)2 ’

введя понятие приведенной длины pl и коэффициента приведенной 
длины р.

Величину pl можно истолковать как часть длины стержня, на 
которой укладывается полуволна синусоиды, соответствующей его 
искривленной оси. Значения коэффициента р для некоторых случаев 
закрепления стержня даны на рис. 32.

Рис. 32.

Пример. Найти критическую силу для стального стержня длиной / = 4 м 
(рис. 32), жестко заделанного одним концом. Сечение стержня— двутавр № 22.

Решение. По сортаменту находим для данного двутавра моменты инерции 
1Х = 2550 см4, 1у = 157 см4. Естественно, что стержень теряет устойчивость в 
плоскости наименьшей жесткости, поэтому следует выбрать наименьший момент 
инерции Zmin = /у = 157 см4.

Для заданного закрепления коэффициент /1 = 2, модуль упругости стали

Е = 210 ГПа. По формуле Эйлера (5) получим FKp =
(мО2 = 50,8 кН.

7.4. Пределы- применимости формулы 
Эйлера

Критические напряжения, соответствующие критической си­
ле (5), равны

_ FKp _ i^_E
А “ (ц1/г? ’

где г = y/l/A — радиус инерции сечения.
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Введем обозначение X — pl/i. Тогда предыдущая формула прини­
мает вид

_ п2Е 
кр“ А2 ’ (6)

Величина А называется гибкостью стержня.
Из (6) следует, что с уменьшением гибкости значение <ткр неогра­

ниченно возрастает. Ясно, что формулой (6) нельзя пользоваться при 
слишком больших напряжениях, так как материал стержня в этих 
условиях не подчиняется закону Гука.

Величина наибольшего напряжения, при котором справедлив за­
кон Гука, называется пределом пропорциональности апц.

жень при сжатии теряет

Таким образом, пределы применимо­
сти формулы Эйлера устанавливаются 
неравенством <ткр < апц или л2 Е/Х2 < апц. 
В результате получим А > Ао = тг^Е/апц.

Зависимость <ткр от А при А < Ао 
находят экспериментальным путем. На 
рис. 33 схематически сплошной лини­
ей показан полный график зависимости 
акр(А). При очень малых гибкостях стер- 

прочность, поэтому критические напря-
жения практически равны соответствующим напряжениям потери 
прочности.

7.5. Расчеты сжатых стержней 
на устойчивость

На практике необходимо обеспечить устойчивую работу сжатых 
стержней, поэтому напряжения в стержне не должны превосходить 
критических с некоторым запасом:

где п — коэффициент запаса.
Для удобства вводится коэффициент продольного изгиба 

V = акр/(п[а])- Тогда условие (7) принимает вид

4 Ир. (8)

Зависимости ^>(А) для разных материалов приводятся* в справоч­
никах в виде таблиц.

Пользуясь условием (8), можно решать те же задачи, что и при 
расчете на прочность (см. разд. 3.3).



Список ЛИТЕРАТУРЫ 387

Список литературы
Беляев Н. М. Сопротивление материалов. — М.: Наука, 1976. — 607 с.
Биргер И. А., Мавлютов Р. Р. Сопротивление материалов. — М.: Наука, 1986.— 

560 с.
Гастев В. А. Краткий курс сопротивления материалов. — М.: Наука, 1977. — 

456 с.
Дарков А. В., Шпиро Г. С. Сопротивление материалов. — М.: Высшая школа, 

1989. —622 с.
Иосилевич Г. Б. и др. Прикладная механика. — М.: Машиностроение, 1985. — 

575 с.
Кинасошвили Р. С. Сопротивление материалов.— М.: Наука, 1976. — 607 с.
Работное Ю. Н. Механика деформируемого твердого тела. — М.: Наука, 1988.— 

711 с.
Сопротивление материалов. / Под ред. Писаренко Г.С. — Киев: Вища школа, 

1986. — 775 с.
Сопротивление материалов. / Под ред. Смирнова А.Ф. — М.: Высшая школа, 

1975. —480 с.
Степин П. А. Сопротивление материалов.— М.: Высшая школа, 1988. — 366 с.
Терегулов И. Г. Сопротивление материалов и основы теории упругости и пла­

стичности.— М.: Высшая школа, 1984. — 472 с.
Тимошенко С. П. Механика материалов. — М.: Мир, 1976. — 669 с.
Толоконников Л. А. Механика деформируемого твердого тела. — М.: Высылая 

школа, 1979. — 318 с.
Феодосъев В. И. Сопротивление материалов.— М.: Наука, 1986.— 512 с.



ПРИЛОЖЕНИЯ

1. Элементарные функции и их 
свойства

В приложении 1 обычно считается, что п — целое положитель­
ное число (другие случаи специально оговариваются).

1.1. Тригонометрические функции

к Простейшие соотношения.

sin2 х + cos2 я = 1, 
sin(—я) = — sinr, 

sin а;
tg г = ------- ,

cos а;
tg(-a?) = - tgz,

1 + tg2 а? = ---- ,
COS2 X

tgrctgi = 1, 
cos(—a?) = cost,

cosx 
ctgx = —----- , 

sinx
ctg(-x) = - Ctga:,

1 4- ctg2 X = 1
sin2 x

► Соотношения между тригонометрическими функциями 
одного аргумента.

sin х = ± у 1 — сов2 а? = х —===• 
У 1 + tg2 т

1
0 + Ctg2 X

x/T^cos2^
сова?

, sin а;
tga: = ±—. = ±

V 1 — sin2 х

. \/1 “ sin2 X 
ctg а; = ± —---- ;---------- 

sina;
cos а;

\/1 — cos2 х

1 
ctg а?

1 
tgx



1.1. Тригонометрические функции 389

► Формулы приведения.

sin(i ± П7г) = (-1)п sins, 
2п+1 \

sin 7Г
\ 2 /

tg(l ± П7г) = tgX, 
/ 2n + 1 \ 

tgk±---- ----- X,

cos(x ± П7г) = (-l)n cos a;, 
/ . 2n+l \

COS ± - ---- 7Г 1

ctg(l ± П7г) = ctgl, 
/ 2n 4 1 \

ctg lx i ---- ----- 7Г I = -tg X,

sin

tg

— (sinx ± cosi),

tgX ± 1
1 T tgx ’

COS ( X

Ctg I X

v2 / • X-y(cosr ^ sinx), 

ctg а? ^ 1
1 ± CtgT

► Формулы сложения.

sin(i ± у) = sin х cos у ± cos х sin у,

1 Т tgxtgi/

cos(j ± у) = cos х cos у Т sin х sin у, 
* / . ч ^tg^tg?/ctg(x ±у) = -- -----—----- .

tgz±tgy

► Суммы и разности тригонометрических функции.

. О ( х + у\ ( Х~У\ cos x 4- cos у — 2 cos -------- cos --------
\ 2 / \ 2 /

n + H ( x-y cos x — cos у = —2 sin I --------  1 sin I --------

sin2 x — sin2 i/ = cos2 у — cos2 x = sin(x 4- t/) sin(x - у), 

sin2 x — cos2 у = — cos(x + y) cos(x — y), 
sinfziy) sin(xiy)

tgx ± tg j/ = -------------- , ctgx ± ctgi/ = —:—-,
COS X cos у sin x sin у

a cos z + b sin x = r sin(x + ^) = r cos(x — ^),

где r = y/a^b~b^f sin <p = a/r, cos<p = b/r, sin ^ = b/r} cos V> = a/r. 

► Произведения тригонометрических функций.

sin x sin у = у [cos(x - у) - cos(x + j/)], 

COS X COS ^ = у [cos(x - y) 4 cos(x + y)], 

sin x сов у = у [sin(x - у) + sin(x 4- у)].

► Степени тригонометрических функций.

cos2 X = у COS 2х + у , sin2 X = — у COS 2х + у ,

cos3 х = у cos Зх + | cos х, sin3 х = — у sin Зх + у sin х,

сов4 1=7 сов 4х 4- 4 сов 2х 4- т, sin4 х = 4" cos 4х - — cos 2х 4 т,
О л О о z о

cos5 х = -4 сов5х 4- тг совЗх 4- т cosх, sin5 х = -^ sin5x - 77 sinЗх + 7 sinх,
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сов2" ® = £ C*n сов[2(п - к)т] + -^С?п,
*=0 1

сов2п+1 х = -j^ £ c2‘n+1 cos[(2n - 2* + 1)®], 
1 *=0

“»2” ® = ir Е (-^-Мп со«[2(п - ад + ^р?л 
2 fc=0 2

sin2n+1 X = -j^ £ (-l)n-*C2*n+1 sin[(2n - 2k + l)x], 
2 fc=0

где C* = m!
A:! (m — А)!

биномиальные коэффициенты (0! = 1).

► Тригонометрические функции кратных аргументов.

cos 2x = 2 cos2 x — 1 = 1 — 2 sin2 x,

cos 3x = —3 cos x 4- 4 cos3 x,

cos 4x = 1 — 8 cos2 x + 8 cos4 x,

cos 5x = 5 cosx — 20 cos3 x + 16 cos5 x,

sin2x = 2 sin x cos x,

sin3x = 3sinx — 4 sin3 x, 

sin 4x = 4 cosx(sin x — 2 sin3 x), 

sin 5x = 5 sin x — 20 sin3 x + 16 sin5 x,

x 1 + V f n^2(n2 - 1).. .[n2 - (fc - I)2] 4fc - 
cos(2nx) = 1 + ----------------- (^----------------- 4 sin

• cos[2(n + l)x] = cosx |1 +

+ £ (_1)fc [(2n+1)2 - l][(2n+ 1)2 -34 . . ■ [(2n + 1)2 - (2A - 1)2] ein2fc * 
k=l (2fc)!

sin(2nx) = 2ncosx,
* O^l^n^^^^fn^-^^

(2А-1)!
,2к-1

sin[2(n + 1)®] = (2n + l)^sinx +

' (2^ + 1)’

tg2x = ^q_, tg3l=^«^^, 
1 — tg2 x 1 — 3 tg2 x

sin'

. , 4tgx - 41g3 x 
®X 1 — 6 tg2 x + tg4 x

► Тригонометрические формулы с половинными углами.
. О X 1 — COSX НИ*

х sin х _ 1 — cos х
tg — =  ------^- =  :--------,

2 - 1 + cos х sin x

8,n® =77^277- C08I =

о X 1 + COS X COS — = ------------- ,
2 2

x sin x 1 + cos x 
ctg — = I----------- =------ :-------^ 2 , 1 — cosx sinx

i-tg2f 

i + tg’f ’

2tgf 
tgx = ----- f-r

1 - tg2 f

► Формулы Эйлера и Муавра, связь с гиперболическими 
функциями.

еУ+,я: = сУ(совх+4sinx), (cosx + t sin x)n = cos(nx) + tsin(nx), t2 = —1, 
sin(tx) = tshx, cos(tx) = chx, tg(tx) s= ithx, ctg(tx) = —icthx.



1.2. Гиперболические функции 391

1.2. Гиперболические функции
► Определения.

shz = —
— е

2
chz = -------- 

2
. С'

thz = —
— е e + e cth x = ---------

► Простейшие соотношения.

ch2 х - sh2 х = 1, 
sh(—z) = — shz, 

shx th z = ——, 
chz 

th(—z) = — thz,

1 — th2 x = 1
ch2 x ’

thx • cthx = 1, 
ch(—x) = chx,

cthx = ——, 
sh x

cth(—x) = — cthx, 

cth2 x — 1 = -4—.
sh x

► Соотношения между гиперболическими функциями од­
ного аргумента.

sh z ^ ±\Jch2 z - 1 = ± —==

chz

\Jcth2 z - 1 

cthz
\/cth2 z — 1

^= = ±
- th2 x

shz 
thz = —2== 

у sh2 z 4-1 

^/sh2 z 4 1 
cth z = —---- ---------  

shz

y^ch2 z — 1 _ 1

cthzchi

chx 
у/ch2 x - 1

1 
thx

► Формулы сложения.

sh(x ± з/) = sh x ch у ± sh з/ ch x, ch(z ± y) = ch z ch у ± sh z sh 3/,
th(x ± y) = ^^thy ct ± cth^cthydzl

1± thzthy cthyicthz

► Суммы и разности гиперболических функций.

sh х ± sh у = 2 eh

ch х + ch у = 2 ch

ch x — ch у = 2 sh

sh2 x — sh2 у = ch2 x — ch2 у = sh(z 4- y) sh(z — y), 
sh2 x 4- ch2 у = ch(z + y) ch(z — 3/),

, , , sh(z±y) , . , . sh(z ± 3/)th z ± th 3/ = ——-——, cth x ± cth у - ± ——-—- 
ch z ch j/ sh x sh з/
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к Произведения гиперболических функций.

shishy = у [ch(x + з/) - ch(x - у)], 

сЬхсЬз/ = у [ch(x + у) + ch(x - 3/)], 

shxchy = y[sh(x + у) + sh(x - 3/)].

► Степени гиперболических функций.

ch2 x = у ch 2x 4- у, sh2 x = у ch 2x - у,

ch3 x = у sh3i + у shr, sh3 x — у sh 3x — | shr,

ch4 x = у ch4x 4- у ch2x + y, sh4 x = у ch4x - у ch2x + у,
ОАО О А б

ch5 x = -jy sh 5x 4- -jy sh 3x 4- у sh я, sh5 x = -^y sh 5x — -~ sh 3x 4- у sh x,

ch2" х = 22L E cb ch[2(n - ад + тЕс2"п) 
fc=0 2

ch2"*1* = Tin” 52 ^2n+i ch[(2n - 2H l)z],
2 fc=0

eh2" * = 22,!-! E ( 1№ ch[2(n - ад] + -yECnn) 

* k=0

sh2"+1* = i E ("l)*C2*n+i eh[(2n - 2* + 1)*]. 
2 fc=0

► Гиперболические функции кратных аргументов.

ch2x = 2 ch2 x — 1,

ch 3x = —3 ch x 4- 4 ch3 x,

ch 4x = 1 - 8 ch2 x 4- 8 ch4 x,

ch 5x = 5 ch x — 20 ch3 x 4- 16 ch5 x,

sh2x = 2shxchx,

sh 3x = 3 sh x 4- 4 sh3 x,

sh4x = 4chx(shx 4- 2sh3 x),

sh 5x = 5 sh x 4- 20 sh3 x 4-16 sh5 x,

ch(n*) = 2"-1ch"*+-l £ 1J------С^^З""2*-2^*)"-2*"2, 
2 fc = o * + 1
[("-1)/2J

sh(nx) = shx 2П * ^J-fc-ifchx)’1”2*”1,
fc=o

где ^m —биномиальные коэффициенты, [А] обозначает целую часть числа А.

► Связь с тригонометрическими функциями.

sh(:x) = isinx, ch(tx) = cosx, th(tx) = itgx, cth(tx) = -ictgx, i2 = -1.

1.3. Обратные тригонометрические функции 
► Простейшие соотношения. Главные значения обратных тригономе­
трических функций определяются неравенствами

“"г" $ arcsinx ^ у, 0 ^ arccosx ^ тг, где —1 ^х^ 1,

-у < arctgx < у, 0 < arcctgx < тг, где -оо < х < 4-оо.
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arcsin(—х) = — arcsinx, 
arctg(—г) = — arctg a:,

arccos(—г) = тт — arccosz, 
arcctg(—г) = тт - arcctg а:,

sin(arcsinx) = х, 
tg(arctgz) = х,

cos(arccosr) = я, 
ctg(arcctgz) = х,

( x- 2птг 
arcsin(sinx) = < .v 7 [ -z + 2(n 4- 1)7T

При 2П7Г — у- ^ a; ^ 2п7Г + у, 
при (2n 4* 1)тг — -у ^ я ^ 2(п 4- 1)тг 4- у>

arccos(cosa:) X — 2п7Г
-х 4- 2(п 4- 1)тг

при 2птг ^х^ (2п 4- 1)тг, 
при (2п 4- 1)7г ^х ^ 2(п + 1)тг,

arctg(tgl) = I-ПТГ при П7Г — у- < Z < П7Г 4- -|-, 
arcctg(ctgz) = х — nir при птг < т< (п4- 1)тг.

► Соотношения между обратными тригонометрическими 
функциями.

arcsin а; 4- arccosх = —, arctg а; 4- arcctg а? = —;
2 2

f arccos \/l — a;2
— arccos \/i — a;2

а?
arcsin а; = < arctg х/п^

\/1 - г2
arcctg--------------- тт

k X

arccos a? =

arcsin \/i-r2
7Г — arcsin У1-12

arctg------------
x

при 0 ^ a; ^ 1, 
при -1 ^ a; ^ 0, 

при —1 < a? < 1,

при -1 ^ a; < 0;

при 0 ^ z ^ 1, 
при -Цх ^0,

при 0 < a; ^ 1,

при -1 < x < 1;

arctg a: =

arcsin —7===- 
VI 4- x2

1 arccos —===■ 
’/l 4-12

1 — arccos —-== 
уг+т7

1 arcctg —

x — любое, 

при x ^ 0, 

при z ^ 0, 

при x > 0.

arcctgг =

1 arcsin —= 
х/1 4- ^

17Г — arcsin —===
a/TTJ7

1 
arctg —

x

7Г 4- arctg ~

при 

при 

при 

при

^ > 0,

^ < 0, 

^ > 0, 

а; < 0.
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► Суммы и разности обратных тригонометрических 
функций.

arcsinz 4- arcsiny = arcsin(x\/l - у2 + у\/ 1-х2) при я2 + у2 ( 1-,

arccosz + arccosy = arccos [zy — при x + у ^ О,

arccosz — arccosy = — arccos [zy + ^(1 —*’)(l-v2)] при z - у ^ 0,

x + у 
arctg z + arctg у = arctg---------- при zy < 1, 

1 - zy 
x — у 

arctg x — arctg у = arctg---------- при zy > — 1.
1 + xy

1.4. Обратные гиперболические функции
► Связь с логарифмической функцией, простейшие 
соотношения.

Arsh z = ln(z + \/z2 + 1),

A 1 1 1 + *
Arth z = — In , 

2 1 — z

Arch z = ± In (z + x/z2 — 1),

Arcth z = — In-------- : 
2 z- 1

Arsh(—z) = — Arshz, Arch(—z) = Archz, 
Arth(—z) = — Arthz, Arcth (—z) = — Arcth z.

► Соотношения между обратными гиперболическими 
функциями.

. ■ . ... X
Arshz = Arch ух2 + 1 = Arth —=^=,

Arch х = Arsh Tr^T = Arth ^^^ ,
z

X 11
Arth x = Arsh —===- = Arch —_____ _ x = Arcth —.

x/1 - x2 У1 -z2 z

► Суммы и разности обратных гиперболических 
функций.

Arshх ± Arsh у = Arsh (z\/1 4- у2 ± у\/1 + z2 ), 

Arch х ± Arch у = Arch [zy ± ^/(z2 — 1)(у2 — 1) ] 

Arsh z ± Arch у = Arsh [zy ± ^(z2 4- l)(y2 - 1) ]

Arth z ± Arth у = Arth---------- , 
1 ± zy

Arthz ± Arcthу = Arth ^ ^ 1 . 
y±x
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2. Таблица неопределенных 
интегралов

2.1. Интегралы, содержащие 
алгебраические функции

► Интегралы, содержащие целые степени а + Ьх.*

1.. 1 а + Ьх- 61п|“ + ^-

2. /(a + bx^dx-^ ь(п^1} , п#-1.

3. / , l =l2(“ + il aln|a + 6x|).
J а + bx '

4. Г х_^х = 1 Г 1 (a + ^^2 _ 2a(a + ^ + a2 |n |a _|_ ^П 
/ a 4- ox L 2 J

5. /-±- = .lin|^±|.
/ x(a + ox) a | x |

6. / ^x _ 1 + k in| a + &Т I1 x2(a + bx) ax a2 | x |
f x dx 1 / , a \

7. 1 (a + bxp = * ^ + ^+a + bx)-

8. f h = № (а + ЬХ ^’"I^H , . )•/ (a + ox)2 b6 \ a + bx /

9.
f dx _ 1 1 I a 4- Ьх I

1 x(a 4- bx)2 a(a 4- bx) a2 | x |

10.
у xdx _ 1 Г 1 a 1
J (a 4-bx)3 b2 L a 4-bx ' 2(a4-bx)2]

► Интегралы, содержащие а + х и Ь + х.

* Здесь и далее постоянная интегрирования С для краткости опускается.

11. / = x 4-(a b)ln|b4-z|.
j b + x

12. / dx 1 1 b 4" ^ 1 «
/ - ------- —------г = --------In ---------  , a^b b. Для a = b см. интеграл 2, n = —2.

J (a + x)(b + x) a-b | a + т |

13. fl j. wi. X = , (aln|a + a:| Mn |fr+r|).
j (a + x)(b + x) a—b v '

14. / dx _ 1 1 I a 4- s I
J (a 4- x)(b 4- x)2 (b —a)(b4-z) ’ (a — b)2 |b + x|

15. [ x dx _ b a 1 a 4- ^ I
J (a 4-z)(b 4-z)2 (a-b)(b4-z) (a-b)2 |b4-z|

( x2 dx »b2 a2 b2 — 2ab
16. J (a + i)(b + x)2 ” (b-a)(b4-r) * (a - b)2 1П й * * (b - a)2 П X '

17.
Г dx _ 1/1 1 \ 2 I a 4- x I

J (a 4- x)2(b 4- r)2 (a — b)2 \ a 4- z * b 4- ^ / * (a — b)3 | b 4- 1
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18.
f xdx _ 1 /а Ь \ а + 6 I а + ® I

1 (а + х)2(Ь + х)2 (а - Ь)2 \ а + я ' Ь + х/ (а — 6)3 П| Ь + а; |

19.
f х2 dx _ 1 / а2 Ь2 \ 2ab 1 а + х 1

1 (а 4- х)2(Ъ 4- z)2 (а — Ь)2 \ а 4- * Ь + х ) ' (а — Ь)3 | Hi 1

► Интегралы, содержащие а2 + ж2.

20.
f dx 1 х
1 2± 2 = аГС‘8 • 
f а^ 4- a?z a fl

21.
f dx _ x 1 x

F (a2+x2)2 2a2(a24-z2) "*" 2a3 $ a

22.
[ dx _ x 3x 3 x
F (a2+x2)3 - 4a2(a2 + r2)2 1 8a«(a2+r2) + 8а» аГС‘5 a ’

23.
f dx __ x 2n — 1 f dx . _
I (a2 4-s2)n+1 2na2(a2 4- x2)n ' 2na2 J (a24-^2)n’ ’ ’ ’

24. f _^L^=Lln(a2+x2y
1 a2+ x2 2 ' '

24.
f x dx _ 1

1 (o2fx2)2 “ 2(a24-*2) ’

25.
f x dx _ 1

1 (a24-r2)3 “ 4(a24r2)2 ’

26. J
f xdx _ ______ 1______ _

F (a2+x2)"+l “ 2n(a2+x2)n - n -..................

27. J
f x2 dx x1 a2+x2=X oarct8 a •

28. J
f x2 dx __ x 1 x

f (a2+^2)2 2(a24-^2) "^ 2a ^a

29.
f x2 dx _ x x 1 x

f (а24-т2)3 4(a24-x2)2 * 8a2(a2 4-^2) 8a3 $ a

30.
Г x2 dx _ x If dx

f (a24-s2)n+1 • 2n(a24-£2)n ' 2n J (a2 4-z2)n ’ ’ ’ ’

31. f X3 dx X2 “2 . / 2 . 2\

1 a2+x2 2 2 v '

32.
[ x3 dx a2 . 1 , , 2 . 2\1 (a2+®2)2 - 2(a2 + x2) + 2 n(“ +x

33.
f x3 dx _ __________1__________ _____ a2______ — 2 3 4
/ (a24-^2)n+1 2(n-l)(a2 4-x2)n"1 2n(a2 4-s2)n ’ П ’ ’ ’

34.
f dx _ ^ ]n x2

f x(a24-x2) 2a2 a2 4-я2

35.
Г dx _ 1 1 x2

F x(a2 4-x2)2 2a2(a2 4-я2) 2a4 a2 4-®2

36.
f dx _ 1 1 l x2

f x(a2 4-x2)3 4a2(a2 4- z2)2 * 2a4(a24-^2) * 2o6 a2 + x2

► Интегралы, содержащие а2 — ®2.

37. f dx _ 1 I a 4- я 1
' a2 -x2 ” 2a П| a — г Г
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38.
7 dx _ х 1 1 а 4 х 1

J (а2 — х2)2 2а2(а2 — х2) ' 4а3 | а — я |

39.
f dx _ х Зх 3 I а + х I

J (а2 — х2)3 4а2(а2 — х2)2 ' 8а4(а2 — х2) ‘ 16а5 |а —х|

/ dx х 2п — 1 f dx . „ „
40. / -------------------  = ---------------------- 4- ----------- / ----------------: n = 1, 2. 3, ...

J (а2—x2)n+1 2па2(а2 — r2)n 2na2 J (а2 — x2)n

41. J a2 - ®2 2 V '

42.
f xdx _ 1

J (a2 -x2)2 ” 2(a2 -x2) ’

43.
f xdx _ 1

j (a2-x2)3 ~ 4(a2-x2)2 *

44. Г xdx _ ______1______ -i о q
J (a2 — x2)”*1 2n(a2 — x2)n ’

45.
f x2 dx a , I a + z I

1 9 = *+ InJ a* — x* 2 1 a — x |

46.
( x2 dx x 1 I a + x I

j (a2 — x2)2 2(a2 — x2) 4a | a — x |

47.
[ x2 dx _ x x l |a + x|
j (a2 — x2)3 4(a2 — x2)2 8a2(a2 — x2) 16a3 |a —x|

48.
f x2 dx x 1 f dx . « „

J (a2—x2)n+1 2n(a2 — x2)n 2n J (a2 — x2)n

49.
[ x3 dx x2 a2 2 21

J a?-x* 2 2 ' '

50.
/ x3 dx a2 1 , । 2 2i
/ / 2 212 = 2 21 + Jn <1 1 '

J (a2—x2)2 2(a2 — x2) 2
f x3 dx _ 1 a2 _

51. J (a2—x2)n+1 2(n-l)(a2-x2)”"1 ' 2n(a2 — x2)n ’ ’ ’ ’

52.
/ __dx_________1_ | i2 1

J x(a2 -x2) 2a2 П| a2 - x2 Г

53.
/ ^x _ 1 1 1 x2 1

J x(a2 — x2)2 2a2(a2 — x2) ' 2a4 | a2 — x2 |

54. f dx _ 1 1 1 1 1 x2 1
J x(a2 — x2)3 4a2(a2 — x2)2 ' 2a4(a2 — x2) ' 2a6 | a2 — x2 |

► Интегралы, содержащие a3 + ж3.

55. f dx 1 (a + я)2 1 2x — a
/ -7----- Г = —T 1° “^T------- -—T + Z 7= arctg----- 7=—.J a3 + x3 6a2 a2 — ax + x2 a2\/3 a\/3

56.
f dx _ x 2 f dx

J (a3+x3)2 За3(а3 + х3) ' За3 J a3 + x3

57.
[ xdx 1 , a2 — ax + x2 1 2x — a

J a3 4- x3 6a (a 4- x)2 a\/3 ау/З

58.
[ x dx _ x2 1 f x dx

J (a3 4-я3)2 За3(а34г3) ' За3 J a3 4-s3

59.
[ x2 dx 1 , . о/ -TTT = T1"!0 +x 1-

J a3 + x3 3
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60.
/ dx___________ 1_ 1 I3 |

J фЗ+а.З) За3 п| а3 + а:3 |’

61.
/ ^х — 1 1 1 X3 1

J х(а3+х3)2 За3(а3 + х3) ' За® | а3 + я3 |

62.
Г dx _ 1 1 [ х dx

J т2(а3+х3) а3х a3 J а3 + я3

63.
f dx _ 1 х2 4 f х dx

J х2(а34-х3)2 а®х За®(а34-х3) За® J а3 + я3

► Интегралы, содержащие а3 — х3.

64.
[ dx 1 а2 4- ах + х2 1 2х 4- а

J а3 - х3 6а2 (а - я)2 * а2\/3 g а>/3

65.
[ dx _ х 2 f dx

J (а3 — х3)2 За3(а3 - х3) ' За3 J а3 — х3

66.
( х dx 1 , а2 4- ах 4- х2 1 2х 4- а
/ -;------Г = ---- In —г------Т5--------------^ arctg---- ir-.

J а3 — х3 6а (а — х)2 а\/3 а\/3

67.
f х dx _ х2 I t х dx

J (a3 — x3)2 За3(а3 ~ x3) J За3 J a3 — x3

68.
/ -4^ = -lln|a3-r3|.
J a3 -x3 3 1 1

69.
f dx _ 1 I x3 I

J x(a3 — хзУ' За3 1 a3 — я3 |

70.
f dx _ 1 1 1 x3 1

J x(a3 — x3)2 За3(а3 — x3) * 3a® | a3 — x3 |

71.
[ dx 1 1 [ xdx

J x2(a3—x3) a3x ’ a3 / a3 — x3

72.
f dx 1 x2 4 f x dx

J x2(a3—x3)2 a®x 3a®(a3 — x3) ' 3a® J a3 — x3

► Интегралы, содержащие a4 ±®4.

73.
( dx _ 1 a2 4- ax\/2 4-12 1 ax\/2

J a4 4- x4 4a3\/2 a2 — ax>/2 4- я2 ' 2a3\/2 $ a2 — x2

74.
f xdx 1 x2

J a4 4- x4 ~ 2a2 arct® a2 ’

75.
f x2 dx _ 1 a2 4- axy/2 4- x2 1 ax\/2

J a4 4- a?4 4a\/2 a2 — ax\/2 4- x2 ' 2a\/2 $ a2 — x2

76.
/ dx 1 . 1 a 4- x 1 1 x

J a4 — x4 4a3 1 a — x | 2a3 a

77.
/ xdx _ 1 1 a2 4" x2 1

J a4 -x4 “ 4a2 П a2 -x2 Г

78.
f x2 dx 1 , 1 a 4- x 1 1 x
I :------T = ---- ln --------- “ ’—arctg—.

J a* — x* 4a | a — я | 2a a

79. / dg = 1 hl| тШ 1
J x(a 4- bxm) am | a 4- bxm |
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2.2. Интегралы, содержащие 
иррациональные функции

► Интегралы, содержащие ж1/2.

80.
[ x^dx 2 2а Ьх1^2

J а*+ Ь*х= Ь** Ьзагс‘8.а •

81.
/ x3/2dx 2х3/2 2а2х{/2 2а3 Ьх1/2

J а* + Ъ2х “ ЗЬ2 М * 6s arCtS а ’

82.
f x^dx х1/2 1 bx1^2

J (a2+b2x)2 b2(a2+b2x) ' ab3 $ а

83.
/ x^dx _ 2x^_ За2*1/2 _ За_ t?/2

J (a2 + b2x)2 b2(a2 + b2x) * M(a2 + 62z) b5 $ a

84.
Г dx _ 2 bx1!2

J (a2 + Ь2х)хх^2 ab ^ a

85.
F dx __ 2 2b bx1^2

J (a2 + b2x)x3/2 a2^1/2 a3 $ a

86.
f dx _ x1/2 1 bx1^2

J (a2 + b2!)2!1/2 a2(a2 + b2x) ' a3b ^ a

87.
f xY/2dx _ 2 j/2 2° I I a+^1^2 I

J a2 — b2x b2 b2 I a — bx^2 |

88.
f x3^2dx _ 2т3/2 2a2x^2 a3 1 a + bxlf2 1

J a2 — b2x 3b2 b4 ‘ Ь5 I a - bx1^2 |

89.
f x^dx _ x1/2 1 I a + bz1/2 I

J (a2 — b2x)2 b2(a2 — b2x) 2ab3 la-br1/2 |

90.
/ x3l2dx _ 2a2x1^2 — 2b2x3^2 За 1 a + br1/2 1

J (a?-Vx)2 ~ b*(a2-b2x) J5 П|а-Ь?/2Г

91.
t dx _ 1 1 a + bx1!2 1

J (a2 — b2x)x!/2 ab I a — bx^l2 |

92.
f______dx______ _ 2 b I a + bz1/2 I

J (a2 — b2x)x3^2 alx1/2 * a3 1 a — bx1^2 |

93.
[ dx _ x1!2 1 I a-j-kr1/2 I

J (a2 — ^x^x1!2 a2(a2 — b2x) ‘ 2a3b | a — bx1^2 |

► Интегралы, содержащие (a + b®)1/2.

94. ^(а + bx)p^2dx = ^ + — (а + Ьх}^р^2^2.

96. j ^ + Ь,у1Ч^ ^[^^^- ^^^-].

%. yI>(a + lI)6/>Jl = A[t±S^_^2ji>^
а2(а 4- bx)(p+2^2 1

+ р + 2
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► Интегралы, содержащие (а:3 4- a3)V2.

97. У (z2 + а2)^2(/т = у1!®2 + я2)1/2 + ~~ 1п[х + (х2 + а2)1/2].

98. jx(x2^a2)^2dx=^(a2^x2)^2.

99. У(r2+a2)3/2 dx = ±х(а2+х2)3'2 + 1а2х(^ \п\х+(х2+а2

100.

101.

102.

103.

у ±(*2 + а2)1/2 ix = (а2 + *2)1/2 _ а |n|ij±!l^ 

I^Jt^ =|Ф+<*,+“д>1»].

/^Т? = ('1 + -,)'"

I(х2 + a2)”3/2 dx = а~2х(х2 + а2)"1/2.

► Интегралы, содержащие (ж2 — а2)1/2.

104. У^2 “ а2)1 /2 dx = ^х(х2 - а2)1/2 — ^- 1п|х 4- (z2 — а2)1/21.

105. ^ х(х2 - a2)1/2 dx = у(х2 - а2)3^2.

106. У(z2-a2)3/2dx= |х(х2 - а2)3/2_|а2х(х2 - а2)1^-^4 1п|х + (*2 - а2

107. У — (х2 — а2)1 ^2 dx = (х2 — а2)1/2 — a arccos| — |.

1М- 1^^’‘,,'\Х*^-^'12У

“■ li^^-^11'

110. У(х2 - a2)"3/2 dx = -а-2х(х2 - а2)-1/2.

► Интегралы, содержащие (а2 — ж2)1/2.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

а2 — a;2)1/2 dx = -т(а2 - а;2)1 ^2 4- -— arcsin —. 
2 2 а

У т(а2 - х2)1/2 dx = -|(а2 - X2)3/2.

/(а2 — х2)3^2 dx = —х(а2 — х2)3^2 + —а2х(а2 — х2)1^2 + —а4 arcsin
J 4 8 8
У 1(О2 _ *2)1/2 dx = (о2 _ *2)1/2 _a|n|i±£z^|.

/
dx х

—== = arcsin —.
уа2 - x2 a

x dx ■ _ . 2
\/a^ — x2

(a2 — x2)-3/2 dx =

z2)1/2.

a-2^2-^)"1/2.
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► Формулы приведения. Ниже параметры а, Ь, р, т, п могут 
быть любыми, лишь бы не обращались в нуль знаменатели при 
последовательном применении формулы. Обозначение: w = ахп 4- Ь.

118. / хт(ахп 4- b)p dx = ------- ---------Lm+1wp + npb f x™^ 1 <2x1.
J m + np+11 J J

119. [ xm (axn + b)p dx =——---- -  [—xm+1wp+1 + (m + n + np+l) [ xrnwp^'1dx
J bn(p+ 1) L J .

120. [ xm(axn + b)p dx = ——  — Lm+1wp+1 — a(m + n + np + 1) / xm'^nwpdx 
J b(m + 1) L J

121. [xm(axn+b)pdx=—------ ----------^"-^‘wP+^lm-n+l) lxm~n^dx
J a(m + np + 1) L J

2.3. Интегралы, содержащие 
тригонометрические функции

> Интегралы, содержащие sins. Обозначения: n = 1, 2, 3, ...

122.

Г23.

124.

125.

126.

127.

У sin(a + bx) dx = — — cos(a + bx).

х sin x dx = sin x — x cos x.

x2 sin x dx = 2x sin x — (x2 — 2) cos x.

sin x dx = —xm cos x + mxm 1 sin x — m\

sin2 xdx = 4?x — ±- sin 2x.

— cos x + у cos3 x.

^ 2 sin x dx.

128. / sin2n x dx = -4—C?nx +
J 22" 2n

ЫЦП+1_11*Г* sin[(2n-2fc)x]
З2”-1 2n 2n-2k

129.

130.

131.

132.

133.

134.

где Cm = ——-----—------ биномиальные коэффициенты (О! = 1).kl (тп — л)!
/ sin2n+1 xdx= У (~1)fc+1 Ск 2*+1

J ^ 21+1 п

f dx
/ —у— = -ctgx.J sin2 X

/
dx cosx 1.1 x I 
sin3 x 2sin2x + 2 n|tg 2 |

/
dx _ cosx n — 2 [ dx

sinn x (n — 1) sinn—1 x n — 1 J sinn—2 x ’ ” >

f . . L j sin[(b-a)xl sin[(b + a)xl
/ sin ax sin bx dx = ----------------- ----------- ------------—, a ^ ±6.J 2(b-a) 2(b + a)

14 А. Д. Полянин, В. Д. Полянин и др.
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2 6 4-a tgx/2
;- To arCt8--- / o ' -io при

а + 6 sinx
y/b? — a2 | 

bcosx

5 _ ^£2 _ a2 _|_ a tgx/2 

b 4- y/b2 — a2 4- a tg x/2
при

(a 4- 6sinx)2 (a2 — 62)(a 4- 6sinx) a2 — b2 J a + b sin x

dx 1
У=Г=ГТ ^K

arctg при а2 > 62,

а2 — Ь2 sin2 х
2ay/b2 — а2

y/b2 — a2 tg x 4- a 
y/b2 — a2 tg x — a

a2.

► Интегралы, содержащие cos ж. Обозначения: n = 1, 2, 3, ...

139.

xcosxdx = cosx + xsinx.

x2 cosxdx = 2xcosx+ (x2 — 2)sinx.

sin х + тх' cosx — ml ■m 2 cosxdx.

143. ±x + у sin 2x.

cos3 xdx = — sin ® — у sin3 x.

145.
22n

1 ^k sin[(2n — 2fc)x] 
22n-‘ 2n 2n-2k

146. E -^-C^sin2^1
*=o2*+l ”

147. / --------- = In
J cosx

148.

149.

150.
cos"

151.

sinx 1 . I
-----;— 4 ln| 
cos2 x 2 I

sinx
n — l)cosn—1 x 

sin |(6 — <

n-2 Г dx
n — 1 J cos’1-2 X

152.

153.

cosax cosbxdx = ---------------
2(6-a)

( 2

sin

dx
arctg

VP - a2 ,П|‘

6 sinx

h“2(l + «) ’а*±Ь-

(a - 0 tgx/2

Vb? — a2 + (b — a) tgx/2 
ч/б2 — a2 — (b — a) tgx/2

при

при

dx
(& — a2)(a + bcosx) & — a2 J a 4- 6cosx
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dx 1 a tg х
----- г---- -— = -----^=arctg— ______ •.

а2 + b2 cos2 х а\/а2 4- Ь2 \/а2 + Р
' 1 atgx

---- . arctg —.
dx ах/а2 — Ь2 х/а2 — Ь2

а2 — b2 cos2 х 1 । I x/b2 — а2 — а tg х
к 2ax/b2 — а2 | х/b2 — а2 -|- а tgx

при а2 > Ь2,

при Ь2 > а2.

► Интегралы, содержащие tg ж и ctg z.

156.

157.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

— In | cosx|.

(-iHtgx£22^j.
2n - 21 + 1

r2n+1 х dx = ( —l)n+1 In | cosx| — (-l)fc(tgx)2"-2*+2 
2n - 2i + 2

dx 1
a + b tg x a2 + b2

(ax + b In |a cosx + b sin x|

r2

r3

x dx = — ctgx — x.

x dx = — — ctg2 x — in | sin x|.

-^м-п-н^нЁ!^^
[ dx 1 , x
/ ——j—----  = —r—z-(ax - bln asinx + 6cosx| ).J a + bctgx a2 + b2 v '

2.4. Интегралы, содержащие обратные 
тригонометрические функции

167.

168.

169.

170.

171.
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172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

(x \ 2 / XV
arccos —I dx = x I arccos —1 — 2x — 2\

X ^ /л 2 2\ X Xx arccos — dx = —(2x — а ) arccos  
а 4 V 7 а 4

2 X J ^ / ^ ^ 1/2
x arccos — dx = ---- I arccos — 1-------(x

X ® i / 2 2 \xarctg ln(a 4- x ). 
a 2

1/2 x ax= — (* +a )arctg — 
a a Z
.3

7 x arccos —.
а

i2 — X2.

2 ах2 а3 2 2\
------- — + — На +* )• 

о о

/
X t X а ■ / 9arcctg — dx = хarcctg — 4- — ln(az 4- x ). 
а а 2

t 1 z о 2\ X ОХах = —(х 4-а ) arcctg—4------ .
2 а 22

/2 x x3 f x \ 2
J x arcctg — dx = -j- I arcctg —1 -- — ln(a24-x2).

; 6 ' 7

2.5. Интегралы, содержащие показательные 
функции

181. J eaxdx= le“.

182. Ixe“dx = e“(
J \ a a2 J

183. f^“^-^-^^)-

184. P'-^,'--^-^^ ‘’^-...H-O-i.-F

7 a^1 J
[ dx x 1 , _185. / =--------In |a 4-6ep .

J a 4- bePx a ap
[ ax eax186. /e sinxdx = (a sin x — cosx).

J a2 4- 1

187. [ ax 2 , e°X f 2 2 \/ e sin xdx = I a sin x — 2 sin x cos x 4-----1.
J a2 + 4 \ a)

188. fe sin xdx = (asmx-ncosx)4-—--------  / еал sinn“2 x dx.
J a2 4 n2 a2 4- n2 J
/ eax189. I e cosxdx = (acosx 4-sinx).
/ a2 4 1

190. f ax 2 j e*x f 2 2 \/ e cos x dx = I a cos x 4- 2 sin x cos x 4-----1.
/ a2 + 4 \ a)

191. /e cos xdx= (acosx4-nsmx)4--4------[ eax cosn~2 x dx.



2.7. Интегралы, содержащие гиперболические функции

2.6. Интегралы, содержащие 
логарифмические функции

192. j \п(ах) dx — х 1п(ах) — х.

193. [xlnxdx =—г2 In а;-----г2.
J 2 4

194. / i₽ln(aT)dz = --------r^1 ln(ai)    ——х^1, р —1.
J Р+1 V 7 (р+1)2

195. j r(lnr)2 dx = yz2(lnx)2 ——x2 Inz + -^-t2. 

xp+A ~ 2TP+1 2tP+!IP(lnI) Й=_(1П1) ___lnl+__.^_1.

197. j(\nx)4 dx = x(\nx)4 — q j(\nx)4~x dx, q^—I.

198. / ^(In®)2 dx = J-lP+'(]nI)« L- / ^(tasW-l dx, p,q±- 
J p + 1 p+1 J

199. J ln(a + bx) dx = ~^(ax + ^) ln(ax + 6) — x.

200. I ln(x2 + a2) dx = x ln(x2 + a2) - 2x + 2a arctg —.

405

2.7. Интегралы, содержащие 
гиперболические функции

► Интегралы, содержащие sh ж.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

У sh(a + bx) dx = — ch(a +- bx).

J x sh x dx = x ch x — sh x.

У x2 shx dx = (x2 +- 2) ch x — 2x sh x.

У xm shx dx = xm ch x — mxrn~1 shx + m(m — 1) J xm~2 shx dx.

I sh2 xdx = - у x + -|- sh 2x.

i3 xdx = — chx +- -j- ch3 x.

J shp x dx = — shp 1 x ch x — —----— J shp 2 x dx.

► Интегралы, содержащие ch x.

208.

209.

210.

У ch(a +- bx) dx = ^ sh(a + bx).

У x ch x dx = x sh x — ch x.

У x2 chx dx = (x2 +- 2) shx — 2x chx.
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211. У imchrdx = xmsha; - mi”1"1 cha; 4- т(т ~ ^ j хт~2 chxdx.

212. ! ch2 х dx = ±х + ^ sh2x.

213. У ch3 da; = sh а; 4- -|- sh3 x.

214. У chp xdx = — shi chp-1 x 4- —------ У chp-2 x dx.

> Интегралы, содержащие thx и cth ж.

215. У tha; dx = In | chr|.

216. j th2 x dx = x — thx.

217. У th3 a; da; =-у th2 a; 4-In | ch a;|.

218. j thp xdx =-—^-ЬЬР~1 x + Jthp~2xdx.

219. У cth dx = ln|sha;|.

220. У cth2 x dx = x — cth x.

221. У cth3 x dx = — у cth2 x 4- In | sha;|.

222. Jcthpxdx = ^-y cth1’'"1 a; 4- Jcthp~2xdx.

3. Решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений

3.1. Уравнения первого порядка*

1- у'х = /О)-
Решение: у = ^ /(г) dx + С.

2- Ух = f(y)-
Г dy

Решение: х = I —-— 4- С-
J Ну)

Частные решения: у = Ак, где Ак — корни алгебраического (или трансцен­
дентного) уравнения f(Ak) = 0.

* В этом приложении приведены решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений, коэффициенты которых зависят от произвольных функций. Для крат­
кости вместо слов «общее решение* или «общий интеграл* будем писать «реше­
ние».
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3. у'х = f(x)g(y).
Уравнение с разделяющимися переменными. Решение:

1~тт = Ьи^ + с.
J д(у) J

Частные решения: у = Ак, где Ак — корни алгебраического (или трансцен­
дентного) уравнения д(Ак) = 0.

4- д(х)у'х = fl(x)y + /о(ж).
Линейное уравнение. Решение:

F , F [ —F fo(x) j \ f АС37) >у = Се' + е' е ' —— dx, где F(x) = / —- dx.
J g(z) J д(х)

5- д(х)Ух = fl(x)y + fo(x)ya.
Уравнение Бернулли. Здесь а — любое (при а = 0 и а = 1 см. линейное 
уравнение 4). При а ^ 1 замена w(r) = у1 “° приводит к линейному уравнению: 
^i = (1- a)fdx)w + С1 “ а)/ой-
Решение:

У1"'1 = CeF 4- (1 — a)eF / e~F — ^~ dx, где F(x) = (1 - а) / ^Т" dx. 
J g(z) J дух)

6- У^ = f(y/x).
Однородное уравнение. Замена u(x) = y/x приводит к уравнению с 
разделяющимися переменными: хих = f(u) — и.

/
du——------  = In а; + С.

fw - и

Частные решения: у = Акх, где Ак — корни алгебраического (или трансцен­
дентного) уравнения Ак — f(Ak) = O-

7- 9^)ух = f2(x)y2 + fl(x)y 4- fo(x).
Уравнение Риккати.

1. Если известно частное решение уравнения Риккати у0 = З/о^)» то 
общее решение находится по формуле

AW

где
Ф(®) = ехр/ /[г/гСФоС®) + AW] —ГТ 

L-/ Jl1)
Частному решению j/0(t) соответствует значение С = оо.

2. Преобразование

и(х) = ехр| — / ----ydx 
\ д

приводит общее уравнение Риккати к линейному уравнению второго порядка
92f2uxx + 9[f29x ~ Э^Ух ~ /1/2]“^ + /0/2“ = °'

которое часто решается проще, чем исходное уравнение Риккати.
► В уравнениях 8 — 17 принятр о бозначение: / = f(x).

8- У = У2 + fy — а2 — af.
Частное решение: у0 = а. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.
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9. у = fy2 + ay — ab — b2f.
Частное решение: у0 = Ь. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.

10. Ух=у2 + xfy + f.
Частное решение: у0 = — 1/х. Общее решение получается с помощью форму­
лы, приведенной после уравнения 7.

11. ух = fy2 — axkfy + акх*-1.
Частное решение: у0 = ахк. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.

12. у^ = fy2 + акх*"1 — a2x2kf.
Частное решение: у0 = ахк. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.

13. у'х = -(к + 1)хку2 + хк+*?у - f.
Частное решение: у0 = т"*"1. Общее решение получается с помощью форму­
лы, приведенной после уравнения 7.

14. ху* = fy2 + ку + ax2kf.
Решение при а > 0: у = >/ахк tg^Va jхк~^ j dx + С^ .

Решение при а < 0: у = \^\а\хк th (-У)а| j хк-1 f dx + С^.

15- ху'* = x2kfy2 + (axkf — к)у + bf.
Замена z = хк у приводит к уравнению с разделяющимися переменными: 
z^ = xk"’1f(x)(z2 + аг + Ь).

18. Ух = fy2 + ду- a2f - ад.
Частное решение: j/0 = а. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.

17. у'х = fy2 + ду + акхк~г — ахкд — a2fx2k.
Частное решение: у0 = ахк. Общее решение получается с помощью формулы, 
приведенной после уравнения 7.

► В уравнениях 18 — 33 приняты о бозначения: f, д, h — произвольные функ­
ции сложного аргумента, который указан в круглых скобках после знака 
функции и может зависеть от обеих переменных х и у.

18- Ух = f(ax + Ьу + с).
При 6 = 0 это уравнение вида 1. При Ь^О замена и(х) = ах + by + с приводит 
к уравнению вида 2: и^ = bf(u).

19. Ух = f(y + <*xk + Ь) — akxk~\
Замена и = у -h axk 4- b приводит к уравнению вида 2: их = f (и).
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20. ух = —f(xkym).
X

Обобщенно-однородное уравнение. Замена z = хкут приводит к урав­
нению с разделяющимися переменными: xzx = kz + mzf(z).

21. У* = f(x)y1+k 4- д(х)у + h(x)y1~k.
Замена w = yk приводит к уравнению Риккати: wx=kf(x)w2+kg(x)w+kh(x).

22. у* =------- + yhf(x)g(xnym).
т х

Замена z = хпуТп приводит к уравнению с разделяющимися переменными: 
п—пк к-^т—1

zx = тх rn f(x)z rn g(z).

( ax + by + с \
23. Ух = f{ ------ ТТТ— ) •

\ах + ру + у /
by — с/3 ч са — ау

При А = а/3 — Ьа ^ 0 преобразование х = z + ---- —---- , у = u(z) 4------- —-----
приводит к уравнению

/ az + Ьи \

Деля числитель и знаменатель дроби в правой части на z, получим однородное 
уравнение вида 6.

При △ = О, Ь ^ 0 замена w(r) — ах -\-by -^ с приводит к уравнению вида 2:

/ bw \w_ = а -|- о/1 ).
\ fiw + by — с{3 /

При △ = 0, ^ ^ 0 замена v(x) = ах+/3у+у приводит к уравнению вида 2:

/ , bv + c^ \vx=a + 0fl------- - ---------I.
\ (3v J

24. у^ = xb-^-nftax1* + Ьут).
Замена w = axk + bym приводит к уравнению с разделяющимися переменными: 
w'x = хк~~1[ак 4- bm/(w)].

25. Уку'х + ахк + g(^)f(yk+1 4- a®*+1) = 0.

Замена w = j/^1 4- ах*+1 приводит к уравнению с разделяющимися перемен­
ными: w^ 4- (к 4- l)p(x)/(w) = 0.

26. [«*/(10 + яу&УМ. = Цу).
Это — уравнение Бернулли относительно х = х(у) (см. уравнение 5).

27. ух = e~k*f(ex*y).
Замена и = еХху приводит к уравнению вида 2: их = f(u) 4- Au.

28- Ух = exvf(eXvx).
Замена и = еХух приводит к уравнению с разделяющимися переменными: 
хи'х = Хи2 f(u) 4- и.
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29. у'* = yf(ea*ym).
Экспоненциальнооднородное уравнение. Замена z = еахут приводит 
к уравнению вида 2: zx = a z + mzf(z).

30. У* = —f(xkeay). 
X

Экспоненциальнооднородное уравнение. Заменам = хкеау приводит к 
уравнению с разделяющимися переменными: xzx = kz + azf(z).

31- У* = f(x)eXy + д(х).
Замена и = е ^у приводит к линейному уравнению: их = —Хд(х)и — Х}(х).

ю у* =--------- 1- f(x)g(xkev).
X

Замена z = х^е* приводит к уравнению с разделяющимися переменными:
4 = J(x)zg(z).

33. у' = ——у + ykf(x)g(ea*ym).

Замена z = еахут приводит к уравнению с разделяющимися переменными:

zx = т exp —(1 — к)х f(x).
fcfm-l

\z т g(z).

3.2. Линейные уравнения второго порядка
► Предварительные замечания.

Линейное однородное уравнение второго порядка имеет вид

f2(x)y'xx + flWy'x + io(x)y = °- (1)

Пусть у0 = у0 (х) — любое нетривиальное (у0 ^ 0) частное решение этого 
уравнения. Тогда общее решение уравнения (1) можно представить в следующем 
виде:

У = У0 (^1 + ^2 / “Г" dx где F = [ ^- dx.
/2

(2)

Для конкретных уравнений, рассмотренных далее, часто будут указаны 
только частные решения. Общие решения этих уравнений можно получить с 
помощью формулы (2).

► Обозначения: / = f(x) — произвольная функция; а, Ь, к, а, 0 — произвольные 
параметры.

L Уж + ау = f.
Решение:

Сх cos(kx) + С2 sin(Az) + “Г / /(^) ^^f1 ” 01 d£ ПРИ а = А:2 > 0,

У = <
Cj ch(b) 4- С2 sh(Az) + Т" / /(С sh[A(^ — ()] d^ при а = —к2 < 0,

где х0 — любое.
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2- Уж + аУ* + by = f.
Замена у = wexp(—-j-ax) приводит к уравнению вида 1:

^хх + (Ь - fa2)w = /ехр(|м).

з- Уж + fy'x = 9-
Решение: у = Сг + j e~F (с2 + j eFgdx^ dx, где F = j f dx.

4- Уж + xfy* - fy = °-
Частное решение: у0 = x.

5- Ухх + fyx + a(f - a)y = 0.
Частное решение: yQ = e~ax.

6- Уж + fy'x + a(xkf — ax2k + kxk~1)y = 0.
Частное решение: р0 = exp ^—^—^-^-л;*'"*"1 ^ .

7- Уж + (f + axk + b)vx + [(axk + b)f + alex^ly = 0.
Частное решение: j/0 = ехр^-у^уг*'*’1 — Ьх) .

8- хУж + Xfy'x - Kax + V)f + a(ax + 2)]» = 0.
Частное решение: у0 = xeax.

9- хУж + (xf + а)Ух + (e - ^)fy = o.
Частное решение: j/0 = x1-a.

10- хУж + [(ax + Vf + ax — l]j/' + a2xfy = 0.
Частное решение: y0 = (az+ l)e~ax.

“• хУж + К0”2 + bx)f + 2]^ + bfy = 0.
„ bЧастное решение: у0 = a H----- .

x

12- хУж + (f + axk+1)yx + axk(f + k)y = 0.

Частное решение: y0 = exp(-------—xk^x ). 
\ Hi /

13- ху’ж + (xf + axk)yx + [(axk - 1)/ + akxk~x}y = 0.
Частное решение: y0 = xexp(—^-x^.

14- хУж + [(axk 4- 1)/ + akxk + 1 — 2k]y'x + a2kx2k~1fy = 0.
Частное решение: y0 = (axk + l)exp(—ax*).
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15- г2С + ахУ» + Ру = f-
Неоднородное уравнение Эйлера.

Замена z = е* приводит к уравнению вида 2:

«и + (° - Ov! + Ру = /(«')•

1в. х2у^ + xfy^ + a(f - а - 1)у = 0.
Частное решение: у0 = х~а.

17- х*Ухх + x(f + 2o)«i + [(ь® + “)/ - Ъ2х2 4- а(а - 1)]у = 0.
Частное решение: у0 = х—ае~Ьх.

18. Х2у"я + xfy'x 4- [(ax2*+1 4- k)f - a2x4fc+2 - к2 — k]y = 0.
Частное решение: у0 = х~к ехр(— ^^^ ^ g2*+l) .

19- Ух» + / sh(ax)y^. — «[« + f ch(ax)]y = 0.
Частное решение: у0 = sh(az).

20. Ух» ^ f ch(a®)y^ ~ 4® + / sh(aa:)]y = 0.
Частное решение: у0 = ch(az).

21. у»» + /sin(a®)y^ + °[a ~ f cos(a®)]v = 0.
Частное решение: у0 = sin(az).

22. У»х + / cos(az)y^ 4- a[a 4- f sin(a2;)]y = 0.
Частное решение: у0 = cos(az).

3.3. Нелинейные уравнения второго порядка
Обозначения: f,g,h — произвольные функции сложных аргументов, ука­
занных в круглых скобках после знака функции (аргумент может зависеть 
от х, у).

1. Ух» = f (у)-
Замена и(у) = ух приводит к уравнению первого порядка с разделяющимися 
переменными: ииу = f(y).

Решение: J
/ г‘/2

01+2 ],f(y) dy dy = С2 ± х.

Частные решения: у = Ак, где Ак — корни алгебраического (или 
трансцендентного) уравнения f(Ak) = 0.

2. Ух» = f(ay + Ьх + с)-
Замена w = ay + bz + с приводит к уравнению вида 1: w"x = af(w).

3- Ух» = f(y + ax2+Ьх + С)-
Замена w = у + ах2 + Ьх + с приводит к уравнению вида 1: wxx = /(w) 4- 2a-
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Преобразование £ = 1/х, w = у/х приводит к уравнению вида 1: w'^ = /(w).

Ухх = x~3'2f(yx ^2).
Полагая w = ух 1 /2, получим

Интегрирование этого уравнения приводит к уравнению первого порядка с 
разделяющимися переменными.

Решение:
, 1 "1/2

^1 + l^2 + 2 / ^w) ^w 'dw = С2 ^ In |х|.

Ухх = f (у + аеХ*) - а*?еХх-
Замена w = у -^ аеХх приводит к уравнению вида 1: wxx = /(w).

х2у"я = x2f(xhev) + k.
Замена у = w — kin х приводит к уравнению вида 1: wxx = /(ew).

х2Ухх = x2f(y + “1пг) + в-
Замена w = t/ + alnz + b приводит к уравнению вида 1: wxx = /(w).

9. Ухх = f(y + asinx) + asinx.
Замена w = у + a sinx 4- b приводит к уравнению вида 1: wxx = /(w).

ю. Уж = f(y "I" а cos ® + Ь) + a cos ж.
Замена w = у + a cosx 4- b приводит к уравнению вида 1: wxx = /(w).

4. Ортогональные криволинейные 
системы координат

Ниже приведены формулы для основных скалярных и векторных дифферен­
циальных операций в ортогональных криволинейных системах координат.

4.1. Произвольная ортогональная система 
координат

Криволинейные координаты х1, х2, х3 задаются как функции прямоугольных 
декартовых координат х, у, z:

х1 = х1 (х, у, z), х2 = х2 (x,yt z), х3 = x3(x,yt z).

Используя эти зависимости, можно выразить х, yf z через криволинейные коор- 
динаты г , х , х :

х = х(х ,х ,х у = у{^ ,^ 9Х ), z = z(x 9х ,х
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Компоненты метрического тензора д- определяются по формулам

, 1 -с2 f Эаг Эд | ЭУ ЭУ | Эг Эг \
’ ’ \ Эх* dx> dx‘ dxi дх' dxl ) xi x2 xi'

9ij(x',1?,*3) = д^(х',х2,х3)\ i,j = 1, 2, 3.

Система координат является ортогональной, если выполняются соотношения 

9ij(*X,х2, х3) = 0 при i ^ j.

В этом случае третий инвариант метрического тензора определяется формулой

9 — 911912933-

Ниже приведены основные дифференциальные операторы в ортогональной 
криволинейной системе координат х1, х2, х3. Соответствующие единичные на­
правляющие вектора обозначаются Cj, е2, е3.

Градиент скаляра р:

__ 1 др f 1 др 1 др ■?
^Р = “^TT'1 + -^лТ’г + ^ТТ1’' 

v5n дх у/Я22 дх у/Язз 9х

Дивергенция вектора v = ttvt + t2v2 + t3v3:

v "“^[^("-vG^)+ ^(”*\/iiF)+^(v*\/^F).
Градиент скаляра с по вектору и:

de Эс Эс(v -V с = *---------  4- —*------- -- + —^--------- .
7ЙТ dx1 у/д^ дх2 у/g^ дх3

Градиент вектора w по вектору и:

(v • V)w = ^ (v • V)wx +72(v -V)w2 +t3(tf-V)w3.

Ротор вектора v:

Оператор Лапласа (лапласиан) скаляра с:

д д
Я11 Эх* дх2 у д22 Эх2

д / у/g дс 
9x3 \Язз 9x3

Лапласиан вектора v:
Av = V(V • S) - V х (V х v).
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4.2. Цилиндрическая система координат
Р, <Р, х

Преобразования координат (О ^ (/> ^ 2тг):

tg V = у/* (sin р = у/р).
Z = Z,

х = pcosp, 
у = psinv, 
Z = Z.

Компоненты метрического тензора:

9 рр 1» 9(р<р Pi 9zz 1» ^9 Р'

Градиент скаляра р:
_ др -f 1 др dp t
^Р = "*-----*v +op р dz

Дивергенция вектора v:

£^W £^v + э^ 
р др р dtp dz

Градиент скаляра с по вектору v:

de
(v V)c = v — + 

др
vv Эс дс

Я + vz^~ р dtp dz

Градиент вектора w по вектору v:

(v • V)w = (v • ^)wpTp + (v • V)wvtv + (v - V)w/r

Ротор вектора v:

vx^if^ - ^la
p dip dz J p

+ (2^ _ ^.^ ’ . 1Г 3W _ ч

\ dz dp / v P dp d<P

Лапласиан скаляра с:

. i d / dc\ i d2c d2c
△c =-------- I p------I +---------------1-------- .

p dp \ dp / p2 dp2 dz2

4.3. Сферическая система координат г, О, р
Преобразования координат (0^ 0 ^ тт, 0^9?^ 2тг):

sin<p =4 Уtg <р = — 
х

х = г sin 0 cos р 

у = г sin 0 sin р,

z = rcosG.
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Компоненты метрического тензора:

0гг = h 9ее = г2> Зухр = г2 sin2 0, ,/g = r2sin0.

Градиент скаляра р:

V - др* , £Эр» , 1 др -,
? dr г г дд в г sin в Э<р *

Дивергенция вектора v:

V • v = —------ (r2v_) ^----------------- (sin#vfl) 4----------------—.
г2 dr ' ' г sin# 90 ' ' rsincp 9ip

Градиент скаляра с по вектору v:

9с 9с у 9с
(vV)c = vr-----+ -2-------+------ 2----------

9г г 90 rsin0 9<р

Градиент вектора w по вектору v:

(v • V)w = (tT - V)wr7r + (v • V)™^ 4- (v-V)w^.

Ротор вектора v:

1 Г d(sin#v ) aVftL
V X v = ——- ------ —------------ - — :r 4-

rsin# [ d0 dip J

1 1 9vr ^0^^ * 1 Г ^rVg) ^г j ^
^ r sin 0 dip dr ° + r [ dr 90 j ^

Лапласиан скаляра с:

. 1 d / 2 de \ 1 9 f . 9c \ 1 d2c
△c = — ------ I r2------) 4-  -------------- I sin 0------I 4"--------- ~------- — •r2 dr \ 9r J r2 sin 0 90 \ 90 J r2 sin2 0 9ip2

5. Некоторые физические постоянные
ТАБЛИЦА 3 

Основные физические постоянные

Название Обозначение Значение

Гравитационная постоянная 7 6,6720 IO-11 Нм2/кг2

Комптоновская длина волны протона А 
с₽" трС

1,3214 - 10“15 м

Комптоновская длина волны электрона Асе " тес 2,4263 • IO”12 м

Коэффициент в законе Био — Савара ±0- 
4тг

10-7 Гй/м

Коэффициент в законе Кулона к = — 
4тге0

9,00 • 109 м/Ф

Магнитная постоянная 1
до = —Т ^оС2

1,2566- 10“8 Гн/м
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ТАБЛИЦА 3 (продолжение)

Название Обозначение Значение

Магнитный момент протона Ртр 1,4106 - 10-26 Дж/Тл

Магнитный момент электрона Рте 9,2848- 10“24 Дж/Тл

Масса нейтрона ™п 1,6750 -10-27 кг

Масса протона тр 1,6726-10~27 кг

Масса электрона ™е 9,1095 • 10“31 кг

Отношение масс протона и электрона
те

1836,15

Постоянная Авогадро ^А 6,0220- 1023 моль-1

Постоянная Больцмана к = RINK 1,3807 - 10-23 Дж/К

Постоянная Вина ь 2,8978 • 10"3 м • Кл

Постоянная Планка h 6,6262 • 10"34 Дж • с

Постоянная Планка 2тг 1,0546- 10"34 Дж - с

Постоянная Стефана— Больцмана
ir2k4 

~ 60 c2h3
5,6703-10-* Вт/(м2 - К4)

Скорость света в вакууме С 2,9979- 108 м/с

Удельный заряд электрона -1,7588- 1011 Кл/кг

Универсальная газовая постоянная R 8,3144 Дж/(моль • К)

Электрическая постоянная со 8,8542 • 10-12 Ф/м

Элементарный заряд е 1,6022-10-19 Кл

Энергия покоя нейтрона 939,57 МэВ

Энергия покоя протона трс2 938,28 МэВ

Энергия покоя электрона тес2 0,51100 МэВ

ТАБЛИЦА 4 
Астрономические постоянные

Название Обозначение Значение

Стандартное ускорение свободного падения
М3

9,8067 м/с2

Масса Земли м3 5,976 • 1024 кг

Плотность Земли (средняя) Рз 5,52 • 103 кг/м3

Радиус Земли (средний) Яз 6378 км

Расстояние от Земли до Луны (среднее) — 3,844 • 108 м

Расстояние от Земли до Солнца (среднее) — 1,496-1011 м

Масса Солнца Мс 1,99- 1030 кг
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Главное сечение кристалла 285
Главные диэлектрические проницае­

мости 285
— напряжения 360
— центральные оси инерции 377
Главный вектор сил инерции 345
— вектор системы сил 316
— момент сил инерции 345
— момент системы сил относительно 

центра 316
Голография 276
Градиент 61, 149
Граница рентгеновского спектра 298
График функции 57

Давление волны 263
— критическое 188
— света 298
Движение вращательное 138
— замедленное 303
— относительное 137, 312
— переносное 312
— плоскопараллельное 308
— по окружности 137
— поступательное 138, 306
— равномерное 136, 305
— равнопеременное 305
— равноускоренное 136
— реактивное 145
— с неподвижной точкой 162
— сложное 312
— составное 312
— твердого тела плоское 138, 162

Движение ускоренное 303
— центра масс 145
Двойные интегралы 79
Декартова прямоугольная система 

координат 17
Декремент затухания 250
— затухания логарифмический 250
Деформации при кручении 366
Деформация 356, 358
— линейная 359
— угловая 359
Диамагнетики 229, 232
Диаметр множества 79
— разбиения’73, 79, 85
Дивергенция 90
Динамика 140
— материальной точки 329
— твердого тела 160
Дипольный момент 198
Директриса параболы 16
Диспергирующая среда 287
Дисперсия 128, 130, 258, 287
— аномальная 288
— нормальная 288
Дифракционная решетка 280, 282
Дифракция 277, 278, 282
— Фраунгофера на круглом отвер­

стии 279
— Фраунгофера от щели 278
— рентгеновских лучей на кристалле 

282
Дифференциал 50
— второго порядка 54
— функции 59
Дифференциальное уравнение 

неоднородное 111
— уравнение однородное 111
Дифференциальные операции 90
— операции векторные 92
— уравнения первого порядка 406
— уравнения, допускающие пониже­

ние порядка 110
Дифференцирование интеграла по 

переменному верхнему пределу 74
— неявной функции 60
Диэлектрик 208
— изотропный 210
Диэлектрическая проницаемость 210
Диэлектрические оси кристалла 285
Длина волны 255
— дуги кривой 76
— пути оптическая 268
— свободного пробега 194
Домены 232
Допускаемое напряжение 365
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Достаточные условия сходимости 
несобственных интегралов 77

Дробь неправильная 68
— правильная 68
— рациональная 68

Естественные оси координат 304

Жесткость 356
— сечения стержня 365
Жидкость перегрета^ 188
Жорданово преобразование 35

Задание функции аналитическое 39
— функции неявное 39
— функции параметрическое 39
Задача Коши 105, 109, 116
— статически неопределимая 320
— статически определимая 320
Задачи расчета на прочность 365
— статики 318
Закон Ампера 223
— Био — Савара— Лапласа 224
— больших чисел 131
— Бугера 290
— Видемана—Франца 222
— вращения твердого тела 307
— всемирного тяготения 155
— Гаусса 130
— Гука 359
— Дальтона 185
— движения 135
— Джоуля — Ленца 219
— Джоуля — Ленца для участка цепи 

221
— инерции 317
— Кеплера второй 153, 157
— Кеплера первый 157
— Кеплера третий 157
— Кирхгофа 291
— Кулона 197, 198, 328
— Малюса 283
— независимости световых пучков

267
— Ньютона второй 141
— Ньютона первый 140
— Ньютона третий 141
— отражения света 267
— Ома 219
— Ома для неоднородного участка 

цепи 220
— Ома для неразветвленной цепи 221
— парности касательных напряжений

360

Закон полного тока 226
— преломления света 267
— прямолинейного распространения 

света 267
— равенства действия и противодей­

ствия 317
— распределения случайной величины 

нормальный 130
— релятивистской динамики 

основной 169
— Рэлея 290
— смещения Вина 293
— Снеллиуса 284
— сохранения импульса 143, 145
— сохранения кинетического момента 

339
— сохранения количества движения 

337
— сохранения механической энергии 

149
— сохранения момента импульса

151, 153
— сохранения электрического заряда 

197
— сохранения энергии 146
— сохранения энергии для электро­

магнитного поля 240
— Стефана— Больцмана 292
— трения качения 329
— трения скольжения 328
— Фарадея 234
— Фика 196
— электромагнитной индукции 234
Законы Галилея—Ньютона 317
— геометрической оптики 267
— трения 328
Замена переменной (подстановка) в 

определенном интеграле 75
— переменных в двойном интеграле 

81
— переменных в тройном интеграле 

84
Заряд электрический 197
— элементарный 197
Заряды свободные 206
Зеркала Френеля 273
Зеркало Ллойда 273
Значение функции наибольшее 55
— функции наименьшее 55
Зоны Френеля 277
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Идеальный газ 183
Изгиб 369
— поперечный 369
— прямой 369
— с кручением 381
— чистый 369
Изгибающий момент 369
Излучательная способность тела 291
Излучение Вавилова— Черенкова 276 
— волн движущимися зарядами 264 
— плоского тока 264
Изотермы реального газа 188
Импульс 141, 144
— релятивистский 168
— силы 141, 336
Индуктивность 236
Индукция электростатическая 207
Инерциальные системы отсчета 317
Интеграл дифференциального 

уравнения 104
— неопределенный 64
— несобственный 77, 78
— определенный 73
— расходящийся 77, 78
— Фурье 102, 245
Интегралы от неограниченных 

функций 78
— с бесконечными пределами 77
— , содержащие алгебраические 

функции 395
— , содержащие гиперболические 

функции 405
— , содержащие иррациональные 

функции 399
— , содержащие логарифмические 

функции 405
— , содержащие обратные* тригоно­

метрические функции 403
— , содержащие показательные 

функции 404
— , содержащие тригонометрические 

функции 401
Интегральная сумма 85, 86, 88, 89
Интегральные кривые 105
Интегрирование иррациональных 

функций 70
— неравенств 80, 83
— по частям 66, 75
— показательных 71
— рациональных функций 68
— тригонометрических функций 71
— четных и нечетных функций 74
Интенсивность волны 258
— колебаний 271
— лучистого потока 269

Интенсивность, электромагнитной 
волны 263

Интервал 38
— замкнутый 38
— полуоткрытый 38
— сходимости 97
— сходимости степенного ряда 97
Интерференция в тонких пленках 275
— волн 259, 271
— от естественных источников света 

273
— света 271
Источник ламбертовский 270

Каноническое уравнение 24
— уравнение поверхностей второго 

порядка 26
— уравнение эллипса 15
Квант света 297
Квантовая гипотеза Планка 295
Кинематика 302
— твердого тела 138, 306
— точки 135, 302
Кинетическая теория идеального газа

183
Кинетический момент 338
Кипение 191
Когерентность световых волн 274
Когерентные источники 259
Колебания 242
— вынужденные 249, 251
— гармонические 242, 243
— затухающие 249
— линейно поляризованные 245
— механические вынужденные 251
— свободные механические 245
— свободные незатухающие 245
— собственные 260
— электрические вынужденные 253
— электрические затухающие 250
— эллиптически поляризованные 245
Количество движения механической

системы 336
— движения точки 335
Коллинеарные векторы 18
Комбинаторика 123
Конденсатор 214, 286
Конус 28
Координата дуговая 304
Координаты вектора 36
— декартовы 10
— полярные 10
— точки 10
— центра тяжести плоской пластины

82
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Координаты центра тяжести тела 
85, 86

— цилиндрические 18
Косинус 41
Косинус-преобразование Фурье 103
Космическая скорость вторая 158
— скорость первая 157
Косой изгиб 377
Котангенс 42
Коэффициент взаимной индукции 237
— давления температурный 172
— затухания 249
— затухания волны 255
— объемного расширения 172
— ослабления 290
— отражения 263, 284
— поверхностного натяжения 192
— полезного действия 176
— приведенной длины 385
— продольного изгиба 386
— Пуассона 361
— самоиндукции 236
— сопротивления температурный 220
— трения динамический 328
— трения качения 329
— трения статический 328
Коэффициенты разложения 37
Краевой угол 193
Красная граница фотоэффекта 296
Кривая возгонки 190
— плавления 190
Кривизна 304
— оси 373
Криволинейный интеграл второго 

рода 85, 86
— интеграл первого рода 85
Критерий Коши сходимости ряда 93
— Рэлея 280
Критическая сила 383
Крутящий момент 366
Кручение 366

Ламбертовским источником 270
Линеаризация функции 59
Линейная алгебра 28
— комбинация 37
Линейное дифференциальное 

уравнение 107, 111
— неоднородное дифференциальное 

уравнение 113
— однородное дифференциальное 

уравнение 111
Линейные дифференциальные 

уравнения второго порядка 410

Линейный гармонический осциллятор 
265

Линия уровня 57, 61
Лоренцов четырехмерный вектор (4- 

вектор) 167
Лучистый поток 269

Магнетик изотропный 231
Магнитная индукция 223, 224
— проницаемость 231
Магнитное поле 223
Магнитный момент 224
Мажоранта ряда 96
Максимум 54
Масса 140, 317
— материальной кривой 86
— плоской пластины 82
— приведенная 153
— системы 333
— стержня переменной плотности 76
— тела переменной плотности 85
Математическое ожидание 128, 129
Матрица 30, 33
— единичная 32
— квадратная 31
— невырожденная 32
— обратимая 32
— обратная 32
— расширенная 33
Мгновенная ось вращения 311
Мгновенный центр скоростей 309
— центр ускорений 310
Метод вариации постоянных 113
— Жордана— Гаусса 35
— замены переменной 66, 67
— касательных 120
— ломаных Эйлера 122
— наименьших квадратов 118
— неопределенных коэффициентов 

114
— Ньютона 120
— отрицательных масс 327
— разбиения 327
— Рунге— Кутты 122
— сечений 357
— узловых потенциалов 221
— хорд 120
— электростатических изображений 

207
Механизмы поляризации 212
Механическая связь 314, 322
— система 314
Механическое движением 135
Минимум 54
Минор 29, 32
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Множество замкнутое 57
— значений 39
— неограниченное 57
— ограниченное 57
— открытое 57
Множитель Лагранжа 63
Модуль вектора 18, 36
— всестороннего сжатия 172
— сдвига 362
— упругости второго рода 362
— упругости первого рода 361
Молекулярная оптика 287
— физика 170
Молекулярно-кинетическая теория

170
Молярная теплоемкость 175
Момент дипольный 198, 212
— импульса 152
— импульса системы 153
— инерции 160, 333
— пары сил 316
— силы 151, 315
— силы относительно оси 152
— сосредоточенный 356
Моменты инерции главные 163
— инерции плоской пластины 82
— инерции тела 85
Мощность 147

Намагниченность вещества 229
— насыщения 233
— остаточная 233
Направляющие косинусы 20
Напряжение 220, 358
— касательное 358
— критическое 383
— максимальное 375
— нормальное 358
Напряжения при кручении 366
Напряженно-деформированное

состояние 360
Напряженность магнитного поля 230
— поля тяготения 156
— электрического поля 199
Насыщенный пар 188
Начальные условия 136
Неизвестное базисное 34
— разрешенное 34
— свободное 34
Неинерциальная система отсчета

158, 317
Нейтральный слой 372
Нелинейные дифференциальные

уравнения второго порядка 412

Необходимый признак сходимости 
ряда 92

Неоднородное уравнение Эйлера 412
Неопределенный интеграл 64
Непрерывность 48, 57
Неравенство Клаузиуса 178
— Чебышева 131
Несобственные интегралы 77
Неупругий удар 169
Неявная функция 60

Обертоны 260
Область определения 39, 57
— сходимости ряда 95
Обобщенные координаты 346,

348, 351
— силы 351
— скорости 351
Обратные гиперболические функции

394
— тригонометрические функции 392
Общее решение дифференциального 

уравнения n-го порядка 109
— уравнение динамики 350
— уравнение кривой второго порядка 

17
Общий интеграл дифференциального 

уравнения 105, 109
— член последовательности 44
— член ряда 92
Объединение событий 124
Объем критический 188
— области 84
— тела вращения 76
Обыкновенное дифференциальное

уравнение 104
Одноосное растяжение 361
— сжатие 361
Одноосные кристаллы 285
Однородное уравнение 107
Окрестность 57
— точки 38
Окружность 14
— соприкасающаяся 304
Оператор Гамильтона 91
— Лапласа 92
Определенный интеграл 72
Определитель 28
— второго порядка 28
— произведения двух матриц 32
— третьего порядка 28
Оптика 267
Оптическая ось 269
— ось кристалла 285
— разность хода 273
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Оптически анизотропные среды 285
Опыт Юнга 272, 273
Ордината 10
Орт 19
Ортогональные криволинейные

системы координат 413
Освещенность 270
Оси Кёнига 333
Осциллятор линейный гармонический

265
Ось вращения 138
— вращения мгновенная 138
Отражение волн 283
— света полное 267
Отрезок 38

Пар насыщенный 188
— ненасыщенный 189
— переохлажденный 188
Пара сил 316
Парабола 14, 16
Параболоид вращения 28
— гиперболический 28
— эллиптический 28
Парадокс близнецов 166
—. Гиббса 181
Парамагнетики 229, 232
Параметры термодинамические 170
Первая задача динамики 330
Первое начало термодинамики 172
Первообразная 64
Первый закон Ньютона 317
Перемещение 135
Перестановка 123
Пластичность 359
Плечо пары 316
— силы 151, 315
Плоское напряженное состояние 360
Плоскопараллельное движение

твердого тела 308
Плоскость действия пары 316
— поляризации 282
— поляризации волны 263
— фокальная 269
Плотность 144
— вероятности 129, 186
— заряда линейная 198
— заряда поверхностная 198
— заряда пространственная 198
— тока 218
— энергии электрического поля 217
Площадь криволинейного сектора 75
— многоугольника 11
— области на плоскости 75
— поверхности вращения 76

Площадь поверхности, заданной 
векторным уравнением 82 

— поверхности, заданной уравнением 
81

Поверхностное натяжение 192
Поверхностный интеграл второго 

рода 89
— интеграл первого рода 88
Поверхность волновая 255
— второго порядка 25
— ориентированная 89
— уровня 57
— эквипотенциальная 204
Повторные интегралы 80
Поглощательная способность тела 291
Погонный угол закручивания 367
Показатель адиабаты 175
— преломления 262, 267
Поле в проводнике 206
— магнитное 199
— однородное 142
— потенциальное 147
— силовое 142
— системы зарядов 200
— скалярное 61
— стационарное внешнее 142
— точечного заряда 200
— тяготения 147, 155
— центральное 142
— электрическое 199
— электромагнитное 199
— электростатическое 147, 199
Полная производная 59
Полуось большая 15
— вещественная 15
— действительная 15
— малая 15
— мнимая 15
Поляризатор 283
Поляризационная призма 286
Поляризация диэлектрика 208
— света 282
Поляризованность 209
Полярная ось 10
Полярный момент инерции 367
— момент сопротивления сечения 368
— радиус 10
— угол 10
Поперечная сила 369
Порядок дифференциального 

уравнения 104
— интерференции 273
Последовательность 44
— бесконечно большая 45
— возрастающая 45
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Последовательность монотонная 45
— невозрастающая 45
— неубывающем 45
— ограниченная 44
— стремящаяся к бесконечности 45
— сходящаяся 44
— убывающая 45
Постоянная Больцмана 184
— Верде 287
— Керра 287
— Планка 295
— Стефана— Больцмана 292
Постоянный ток 218
Постулаты СТО 164
Потенциал векторного поля 87
— поля тяготения 156
— проводника 206
— электростатического поля 201
Поток вектора магнитной индукции 

226
— вектора напряженности 203
— векторного поля 89
Правила дифференцирования 51
— Кирхгофа 221
Правило Крамера 34
— Ленца 234
— Лопиталя 52, 53
— Максвелла 190

- треугольника 19
— умножения вероятностей 126
Предел 57
— 1-й замечательный 46
— 2-й замечательный 46
— последовательности 43, 44
— пропорциональности 386
— функции 45, 58
— функции слева 46
— функции справа 46
Преломление волн 283
Преобразование координат 16
— Фурье 102, 103
— Фурье обратное 103
Преобразования Галилея 143
— Лоренца 165
Прецессия гироскопа 163
— ларморовская 232
Приближение гироскопическое 163
— Фраунгофера 272
Признак Даламбера 94
— Коши 94
— Маклорена— Коши интегральный 

94
— равномерной сходимости Вейер- 

штрасса 96
— сравнения второй 93

Признак сравнения первый 93
— сходимости Лейбница 94
— экстремума необходимый 55
Признаки сходимости рядов 93
Принцип возможных перемещений 349
— Гюйгенса 268
— Гюйгенса—Френеля 277
— Даламбера 344
— единственности 208
— обратимости световых пучков 268
— относительности Галилея 143
— относительности Эйнштейна 164
— соответствия 164
— суперпозиции 156, 199, 255
— суперпозиции полей 200
— Ферма 268
Пробный заряд 199
Продольная сила 363
Произведение вектора на число 19
— матриц 31
— матрицы на число 31
— событий 124
Производная 50
— второго порядка 54
— по направлению 61
Произвольное движение твердого 

тела 310
Пространство элементарных событий 

124
Процесс адиабатический 175
— Джоуля— Томсона 174
— изобарный 175
— изотермический 174
— политропный 175
Прочность 356
Прямой изгиб 369
Прямоугольная система координат 

декартова 17
Путь 135
Пучок прямых 13

Работа 146
— внешних сил 146
— выхода 297
— переменной силы 76
Равнодействующая системы сил 315
Радиус кривизны 304
— сходимости 97
Радиус-вектор 19
Разбиение отрезка 72
Разложение определителя по строке 

(столбцу) 29
— по системе векторов 37
Размерность вектора 36
Размещение 123
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Разность векторов 19
Разрешающая способность оптиче­

ских приборов 279
Ранг матрицы 32
— системы векторов 37
Распределение Больцмана 187
— Максвелла 185
— Максвелла—Больцмана 187
Распределенные силы 327
Рассеяние рэлеевское 290
— света 290
Расстояние от точки до прямой 14
Реакция связи 143
Реальный газ 188
Резонанс 251
Рефракция 289
Решение дифференциального 

уравнения lt)4
— системы линейных уравнений 33
— системы матричное 34
Ротор векторного поля 87
Ряд Маклорена 98
— расходящийся 92
— степенной 97
— сходящийся 92
— сходящийся абсолютно 94
— сходящийся абсолютно на 

множестве 95
— сходящийся равномерно 96
— сходящийся условно 95
— Тейлора 98
— функциональный 95
— Фурье 100, 245
— Фурье в комплексной форме 101
— Фурье по косинусам 101
— Фурье по синусам 101
— числовой 92

Самоиндукция 236
Свет естественный 283
— поляризованный 282
Светимость 270
Световые кванты 296
Свободная энергия 179, 182
Свойства бесконечно малых и 

бесконечно больших функций 47
— векторного произведения 21
— двойного интеграла 79
— модуля вектора 36
— неопределенного интеграла 65
— непрерывных функций 48
— определенного интеграла 73
— пределов 46
— равномерно сходящихся рядов 96
— скалярного произведения 19, 21

Свойства степенных рядов 97
— сходящихся последовательностей

44
— сходящихся рядов 93
— тройного интеграла 83
— электромагнитных волн 261
Связь геометрическая 347
— голономная 347
— дифференциальная 347
— идеальная 349
— кинематическая 347
— механическая 346
— неголономная 347
— не освобождающая 347
— нестационарная 347
— освобождающая 347
— стационарная 347
Сегнетоэлектрики 213
Сила 141, 314
— Ампера 223
— внешняя 356
— вынуждающая 251
— источника энергетическая 270
— квазиупругая 213
— Кориолиса 159
— коэрцессивная 233
— критическая 383
— Лоренца 223
— обобщенная 246
— поверхностного натяжения 192
— поперечная 369
— потенциальная 342
— продольная 363
— равнодействующая 141
— реактивная 146
— результирующая 141
— света источника 270
— сопротивления движению 143
— сосредоточенная 356
— сухого трения 143
— тока 218
— тяжести 142
— упругости 142, 147
— центробежная 159
Силовые линии 204
— факторы 357
Силы активные 315, 329
— внешние 332
— внутренние 332, 356
— инерции 158, 344
— консервативные 147
— нормального давления 328
— распределенные 356
— реакций связей 315, 329
— трения покоя 328
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Синус 41
Синус-преобразование Фурье 104
Синусоида 41
Система векторов линейно зависимая

37
— векторов линейно независимая 37
— векторов ортонормированная 37
— двухфазная 190
— консервативная 147
— координат декартова прямоуголь- 

нал 10
— координат полярная 10
— координат сферическая 18
— линейных дифференциальных 

уравнений 116
— линейных уравнений 33
— неопределенная 33
— несовместная 33
— определенная 33
— параллельных сил 321
— разрешенная 34
— сил плоская 321
— сил сходящаяся 320
— совместная 33
— трехфазная 191
Системы n-мерных векторов 37
— координат ортогональные 

криволинейные 413
— обыкновенных дифференциальных 

уравнений 115
— уравнений равносильные 34
Скалярное произведение 19, 36
Скачок функции 49
Скорость 135
— абсолютная 312
— групповая 258
— материальной точки 135
— относительная 312
— переносная 139, 312
— релятивистская 164
— средняя квадратичная 184
— фазовая 258
— электромагнитных волн в вакууме 

262
Сложная функция 39
Сложное движение точки 311
— сопротивление 377
Случайная величина 128
Смачивание 193
— полное 194
Смесь идеальных газов 185
Смешанное произведение 20, 21
Смысл производной геометрический

51
— производной физический 51

Собственные векторы матрицы 36, 37
— значения матрицы 36, 37
Событие достоверное 124
— невозможное 124
События несовместные 125
— равносильные 125
Совмещение событий 124
Сопротивление активное 253
— емкостное 253
— индуктивное 253
— полное 253
— проводника 219
— реактивное 253
Состояние равновесное 170
Сочетание 124
Спектральное разложение 269
Специальная теория относительности 

164
Способы задания функции 38
Сравнение бесконечно малых 47
Среднеарифметическая скорость 187
Среднее квадратичное отклонение

130
Средняя скорость 187
Статика 318
Степенной ряд 97
Степень свободы 135
Сумма векторов 19
— двух матриц 31
— интегральная 73, 79, 83
— ряда 92
— событий 124
Суперпозиция функций 39
Сферическая система координат

18, 415
Сферическое движение 311

Тангенс 42
Твердое тело 138
Температура кипения 191
— критическая 188
— Кюри 213, 233
Теорема Абеля 97
— Бернулли 131
— Вариньона 317
— взаимности 237
— Гаусса 203
— Гаусса для магнитного поля 227
— Гаусса для электрического 

смещения 210
— Гюйгенса о моментах инерции 334
— Ирншоу 205
— Кёнига 147
— Карно 176
— Коши 53



428 Предметный указатель

Теорема Кронекера— Капелли 33
— Лагранжа 53
— Нернста 181
— о взаимно перпендикулярных осях 

161
— о главных осях инерции 163
— о кинетической энергии 147, 343
— о модуле интеграла 74, 80, 83
— о параллельном переносе силы 318
— о приведении системы сил к 

центру 319
— о результирующей паре сил 318
— о скоростях при сложном движе­

нии точки 312
— о скоростях точек плоской фигуры 

309
— о среднем 74, 80, 83
— о суперпозиции частных решений 

ИЗ
— об изменении количества движе­

ния 336
— об интегрировании неравенств 74
— об оценке 74, 80, 83
— об ускорениях при сложном 

движении точки 312
— об ускорениях точек плоской 

фигуры 310
— об эквивалентности систем сил, 

приложенных к твердому телу 319
— Ролля 52
— сложения вероятностей 126
— существования и единственности 

105, 109
— Чебышева 131
— Штейнера 161
Теоремы о дифференцируемых 

функциях 52 
— статики 318
Теория вероятностей 123
— относительности общая 159
— относительности специальная 164
Тепловое излучение 290
Теплоемкость 173
— молярная 175
— удельная 175
Теплообмен 180
Теплота 172
Термодинамика 170
— неравновесная 171
— равновесная 171
Термодинамический потенциал

Гиббса 182
Термодинамический потенциал 

удельный 182
Ток конвекционный 218

Ток проводимости 218
— смещения 238
Тормозное рентгеновское излучение 

298
Точечные множества 57
Точка граничная 57
— критическая 55, 62
— максимума 62
— минимума 62
— множества внутренняя 57
— перегиба 54
— разрыва второго рода 49
— разрыва первого рода 48
— разрыва функции 48
— условного максимума 63
— условного минимума 63
— устранимого разрыва 49
— экстремума 62
Точки скорость 302
— ускорение 302
Траектория 302
Третий закон Ньютона 317
Третье начало термодинамики 181
Тригонометрические функции 388
Тройная точка 191
Тройной интеграл 79, 82

Угловая дисперсия 281
Угол Брюстера 284
— закручивания 367
— между векторами 20
— между вектором и осями коорди­

нат 20
— между прямыми 13
Удельная проводимость 219
— теплоемкость 175
Удельное сопротивление 219
Ультрафиолетовая катастрофа 294
Упругие волны 254
Упругость 359
— линейная 359
Уравнение Бернулли 108
— в полных дифференциалах 108
— Ван-дер-Ваальса 188, 189
— волновое 256
— вынужденных колебаний 251
— гармонических колебаний 243
— гиперболы каноническое 15
— движения 141
— затухающих колебаний 249
— касательной 51
— касательной плоскости 61
— Клапейрона—Клаузиуса 191
— кривой второго порядка 16
— кривой второго порядка общее 17
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Уравнение линии 11
— Майера 175
— Мещерского 146
— окружности 14
— первого порядка 105
— плоской гармонической волны 255
— плоскости общее 22
— поверхностей второго порядка 

каноническое 26
— прямой в отрезках 12
— прямой общее 12
— прямой с угловым коэффициентом

13
— прямой, проходящей через две 

данные точки 14
— Пуассона 175, 205
— с разделенными переменными 106
— с разделяющимися переменными 

106
— состояния 171
— состояния калорическое 172
— состояния термическое 172
— Циолковского 146
— Эйнштейна 298
Уравнения движения плоской фигуры 

308
— Лагранжа второго рода 351
— Максвелла 238
— Максвелла в вакууме 239
— Максвелла в среде 240
— Максвелла в электростатике 205
— Максвелла для постоянного 

магнитного поля 228
— моментов сил 320
— проекций сил 320
— равновесия стержня 369
— равновесия твердого тела 319
— связей 314
Уравновешенная система сил 315
Ускорение абсолютное 312
— касательное 302
— кориолисово 140, 313
— материальной точки 135
— нормальное 136, 302
— относительное 312
— переносное 312
— свободного падения 156
— тангенциальное 136, 302
— центростремительное 137 ’
Условие Вульфа — Брегга 282
— параллельности (коллинеарности) 

двух векторов 20
— параллельности плоскостей 23
— параллельности прямой и плоско­

сти 24

Условие параллельности прямых 13 
— перпендикулярности двух векторов 

20
— перпендикулярности плоскостей 23
— перпендикулярности прямой и 

плоскости 25
— перпендикулярности прямых 13
— прочности Сен-Венана 382
Условия Дирихле 100
— Лауэ 282
— прочности Мизеса 382
— прочности балок 376
— равновесия фаз 190
— существования экстремума 55
— экстремума достаточные 55, 62
— экстремума необходимые 62
Условная вероятность 126
Устойчивость сжатых стержней 383

Фазовый переход 190
— переход второго рода 192
— переход первого рода 191
Ферромагнетики 229, 232
Фигуры Лиссажу 245
Физическая кинетика 171
Физический маятник 247
Фокус параболы 16
— оптической системы 269
— эллипса 14
Фокусное расстояние 14
Формула барометрическая 187
— Бейеса 127
— Бернулли 127
— Больцмана 181
— Вина 293
— Грина 91
— Дебаи! — Ланжевена 213
— Журавского 375
— конечных приращений 53
— Лапласа 193
— Лорентц — Лоренца 289
— Маклорена 54
— Муавра 390
— Муавра — Лапласа интегральная 

128
— Муавра—Лапласа локальнам 128
— Ньютона—Лейбница 75
— Остроградского — Гаусса 90
— Планка 294
— полной вероятности 127
— Пуассона 128
— Рэлея — Джинса 293
— Симпсона 122
— Стокса 91*
— Тейлора 54, 60
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Формула трапеций 121
— Эйлера 384, 390
Формулы прямоугольников 121
— Френеля 282
— Эйлера 311
Фотометрия 269
Фотон 297
Фотоэффект 296
Фронт волны 255
Функции бесконечно малые эквива­

лентные 47
— дифференцируемые 58
— обратные тригонометрические 42
— одинакового порядка 47
— элементарные 39
Функциональный ряд 95
Функция Лагранжа 63
— бесконечно большая 47
— бесконечно малая 47
— более высокого порядка малости 

48
— возрастающая 39
— двух переменных 57
— дифференцируемая 50
— интегрируемая 73
— квадратичная 119
— линейная 119
— логарифмическая 41
— монотонная 39
— невозрастающая 39
— непрерывная 48, 58
— непрерывная на множестве 58
— непрерывная слева 48
— непрерывная справа 48
— неубывающая 39
— обратная 39
— ограниченная 57
— подынтегральная 65
— показательная 40
— распределения 128
— распределения дискретная 129
— распределения непрерывная 129
— рациональная 68
— сложная 59
— степенная 39
— трбх переменных 57
— тригонометрическая 41
— убывающая 39

Характеристическое уравнение
38, 112

Химический потенциал 182

Центр кривизны 304
— масс 144, 333
— параллельных сил 326
— тяжести 152
— тяжести твердого тела 326
Центральное растяжение 363
— сжатие 363
Цикл Карно 175
Цилиндр 28
Цилиндрическая система координат

415
Цилиндрические координаты 18
Циркуляция 87
— вектора магнитной индукции 226
— магнитной индукции 226
Цуг волн 274

Частичная сумма ряда 92
Частная производная 58
— производная вторая 60
— производная смешанная 60
Частное приращение 58
— решение 105, 109, 116
Частный интеграл дифференциально­

го уравнения 105
Частота 125
— колебаний 243
Число Авогадро 170
— степеней свободы 184, 348
Числовая ось 38
Числовой ряд 92
Числовые множества 38
Чистый сдвиг 361
Член остаточный 54

Шкала температур термодинамиче­
ская 177

— электромагнитных волн 266

ЭДС (электродвижущая сила) 220
— взаимной индукции 237
— самоиндукции 236
Эквивалентные системы сил 315
Эквипотенциальные поверхности 204
Экстремум 54, 55
— функции двух переменных 

условный 63
— функции многих переменных 

условный 64
— функции трех переменных 63
Эксцентриситет гиперболы 15
— эллипса 15
Электрическая постоянная 198
Электрический диполь 198
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Электрический заряд 197
— ток 218
Электрическое поле 199
— смещение 209
Электродинамика 197
Электроемкость конденсатора 214
— проводника 206
Электромагнитная индукция 234
Электромагнитные волны 261
Электронная теория металлов 222
Электрооптический эффект Керра

287
Электростатическое поле 199
Элементарная работа 340
Элементарное событие 124
Элементарные функции 39
Элементы матрицы 31
— определителя 30
Эллипс 14
Эллипсоид 26
— вытянутый 28
— сплюснутый 28
Эллиптический параболоид 28
Энергия внутренняя 149, 172
— идеального газа внутренняя

174, 184
— кинетическая 147, 342
— конденсатора 216
— покоя 168

Энергия потенциальная 148
— потенциальная эффективная 154
— релятивистская 168
— системы зарядов 215
— системы механическая 149
— собственная механическая 149
— уединенного проводника 216
— электромагнитных волн 263
— электростатического поля 215
Энтальпия 174
Энтропия 179
— газа Ван-дер-Ваальса 179
— идеального газа 179
— смешения 181
Эпюра 364
Эффект Доплера в акустике 261
— Доплера для электромагнитных

волн в вакууме 265
— Комптона 299
— Коттона— Мутона 287
— Холла 233
Эффективная потенциальная энергия

154

Явления капиллярные 194
Ядро сечения 380
Якобиан 81, 84
Яркость 270


