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A+ V = A, A · V = V,

A+A = U, A · A = V,

A+B = A · B, A · B = A+ B.

����	�
�� ����� " ���	������ � ��	�	�	��	� #$�% ������

A � B �	���	���� ⇐⇒ A ·B = V � &��	��� ���'	� �� �  ����	

����� �	���	����( ������ ����	�	��	 �������	��	 �!��(

�� )��( ������ �	���'�� ��	� �� �	���	�����

�������
�� ����� *	���+� ������ A1, A2, . . . , An ��������

!� ����!  ������ 	��� � �	���+���	 ��������� �����	�+� ��

������ �� �� ��(

n∑

i=1

Ai = U.

� ������  �� ������� A � Ā ����������� � ���	���� ������

!������

����� ����	
������ ��	���� 
 �� 	���	���

"	�������� n ���	#���$ �����	���� � #	%�� �� #�����$ ��%��

������&�� ��#������ ������� A�



������ ��	 
������� ������� ��

����������� ����	 ����� � N ���	�
��� ���	��� A ������
���� M �
�� ������������� �
������ ��� ������ �
������ ���	�
��� A � �
���� ����� ���	�
��� �
�	�
���� ��������� ����
 ���
�	�
���� � �����	 ���	��� A ���������� � ������ ����� ���	�
�
����

P ∗(A) =
M

N
. ������


����� ����	  ��� �!�
���
� ����� ����
�
�� "# �
� (N = 10)� 

����$��
 �	�
�
�
 % �
�
 (M = 3)� �� �
����
 ���	��� A &�������
��� ����$���' �
��
 %("#�

	
���
������ ��
�
� P ∗(A) �������
 ��������� ���
�����

��� 0 � P ∗(A) � 1�
��� P ∗(U) = 1, P ∗(V ) = 0�
���  �� ������
�!� ��!
�� A � B�

P ∗(A+ B) = P ∗(A) + P ∗(B). ������

"!����� #
� ���
���
$���
�� � � � %������
� ��%�&��
����� �' �%&�������� �����
 �� ��(�'�
���
�� ���
�� � ���'����� M ) ���� %��������

��!
�� A* L ) ���� %�������� ��!
�� B* N ) ����� ���� %&���+

�,��!- �%!
����� .�/��� P ∗(A) =
M

N
, P ∗(B) =

L

N
, P ∗(A+B) =

=
M + L

N
* ��� ��!
�� A � B ������
�!�

	
��� �����
 ���
�� ��

P ∗(A+ B) = P ∗(A) + P ∗(B).

������� ����	 )������� % ���!�
 �
�	�
*� �������� ���+��
��� �
����� , ����� ����� ��� �*�	 ���	��� A � B �����������
�
� �
����
 ����	 ��� ���	��� �
��
 ����� � �
���� �����
�
����
 � �������������

P ∗(A+B) = P ∗(A) + P ∗(B)− P ∗(A · B). ������

������������	 0�
� ��!
�� 1 %������� � M * � ��!
�� 2
� L �%!
����- �' N * � �����&������ ��!
�� 1 � 2 �
��� 1·2� � K
�%!
����-� 	��������

P ∗(A+B) =
M + L−K

N
=

M

N
+

L

N
− K

N
= P ∗(A)+P ∗(B)−P ∗(A ·B).
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�� ������� ������	A 
� ������ �� ����� ��������� ��� 
� ���������
������� B� ��� ����� ��������� ��	 ��� 
�������� �
���������
�������� A � B� ��	 ������� ����
�� ������� �� �!" ��
� �������
P ∗(A)� ������# ��$
� 
����% �������
���

&�	 
��������� ������� '������ �� �(" ������ ��

P ∗(AB) = P ∗(A) · P ∗(B) , �� �)*"

� ����� �� ��" ����� '������+

P ∗
( k∏

i=1

Ai

)
=

k∏
i=1

P ∗(Ai). �� �))"

����� �����	��
�	�� �������	��

,�� 
����%��� ����� ������
�� ������� ��$�� ���%
� �������%-
�	 � 	�	���	 ��.���� ������ ��������������� ������
��� ������	�
/�
��� �� ���� ������
�	 ����� ������
�� ������� �������

� ���-
�����������	� ���� ���
����� �
���
�	� ���� ������#0���	 �� 
���-
������ ���
� �������1

��� ������ 2�$
� ������%� ��� ��� ���%��
����� ������
��� ��� ��$� ����� �������%�	 �
������%
�� �����
�-

�	 .��� ������� �� .���� ������ 3���� �������� � ��������������
�������� ��$
� �	���% 
�������� ������ ����� �������� ��������-
#��	 ������� � ������� 	�	���	 ����� ��4����
�� ����$
���� ��-
	��
�	 ��

��� ������	� ��� ����� 
�������	 ����������	
 ����-
��	� 5 
�������� ����
���� .�� 
�������	 ������������� ����-
����
��� ���	�
�����

6����� ����������� ������� �
�������
� ������

�� .������-
��
���%
� � ������$��#0���	 ��� ������ ������������ ��	���%-

���� �#���� ���% ��
� �� 
������� ��������
�� ����
����
������

���#������  ������
�� 	��
�	��

7����������	 ���	�
���% ������	 �����-�� ������� �� 
� ��$��
������% .���� ����� �
��� ����%
��� �
���
�	 � �
��� �������������
������� ��� ��
������%
�	 ������� ������	 ��� ���%��� ����� ����-
��
��� 6����� ��� �������1

�� ���	�
���� ���$
� ���% �
���-
���
� �����1

��  ��
��� � �8 ������� ��
������%
�� ��������
9����

�	 �:�
�� �����
� ����$
���� ������	 ���������� ���	�-

���� ����� ������������ ����� ���

� ������� ��� ����� ���	�
��
������	 ��������	�  ����
�� ��0�� ��� ��
�� ���	�
���
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��������� �	
�� ������������ �� ����� ���
� �� �	
�� ���
������ ����������� 
������ ����� �������� ������ ����� ������
�������������

������������� ������ ���� �����!���� �� ������ �� ��
�����
��� ������ ������������ ���������	"� #�� ������������� $	
� ���
���!�� n �	����	 ��������� �	������� %�&�� ' �	 ������� ��	�
�� ���	���� 
����� �� 
	 
 ()'� 	 �	����	 �������� *��	+ ���
����	��� ������ �� 
	 
 (),�

- ����".�� �
%�� ����� �	�� ������ ���������� �����������
���	����� �������� �� ���".�� �������� ����������� �� ����
!��� 
	��	  	�	�� /����������� ��� ������0��	� ������ ��������
����������� ����� ��	�	�� �	
��� �� �������	���

��������	�
� ������ ��� ������� 	
�����

������ 12�(� ������� A ��	
�
��� ��� ��� �� ���	 �� �����
���������� ����
����� 	�����
��	� ������� B � ��� ����
���� ���
��
�	�� ��� ��	
�
�� ������� A+B,AB�

3 � ! � � � �4 5���� ������� Ā � �	�	��� ��� ��� ����	��� ���
��	���� ���� Ā = B� 6����	������ A � B ������	��"� ����� ����
����������� �������� �� 
������ A+ B = U,AB = V �

������ 12�,� � ��! ������� A � ��� 
�
��� ��
���
� ������
���	
���
���� ������� B � ��
���
� ������ ���	
���
���� "�����
�� �������#

A+B, AB, AB̄, ĀB̄, AB̄ + ĀB.

3 � ! � � � �4 6���	 ������� A+B � �	�	��� ��� ��� 	�	��� ��	�
���	 ��� ������ ����	� 	���� ��� 7 ������� ��� 7 ��	� 6������
AB 7 ��	���	� ��	 ����	� 	���	 ������������8 AB̄ � �	�	��� ���
������ ����	� 	��� ��	���	� 	 ������ ���8 ĀB̄ 7 �� ��	���	� ��	
����	� 	���	� AB̄ + ĀB 7 ��	���	 ���� ����	� 	���� ������ ��
�������

������ 12�9� $�%
�
�!� ��� # &' A+ B = ĀB̄� �' AB = Ā+ B̄�

3 � ! � � � �4 :� 6������ ĀB̄ � �	�	�� ���������� ������� �� A�

�� B� �������������� ������� ĀB̄ ������� � ���� ��� ���� �� ����
� ������� A �� B ����� ������ 	 #�� � ���� ����	 ������� A+ B8
�����	����� Ā · B̄ = A+ B�



��������	�
� ������ ��� ������� 	
����� ��

�� ������� AB 	�	���� 
 	�
��	���� ��
����� 	������ A � B�
	������ AB 	�	���� 
 ����
����� ���� �� ������ �� ���� 	������
A,B ��� 
 ��
����� ���� �� ������ �� 	������ Ā, B̄� � ��� ��
���
	����� Ā+ B̄�

������ ����� ������� A ������� 	 ��
� ��� ��� �� ���� ��
�
������ ������ ���	 �� 	�������� ����� ������� B �������
	 ��
� ��� ���	� �� 	��������� ����� ����� �� �� 
���� �	��
������� �������� �� Ā � B̄� ��A+ B� 	�AB̄�  �ĀB�

 � ! � � � �" �� Ā # 
	� $��� 
�����%� ���� B̄ # $���
� ��

�����%&�� ���� ���� ��� ��� �� ������� �� ��' '�' ��	�(�����
	������ B ����)��� ��'*� ��	�(����� 	������ A� �� A + B = A�

� ���� $�� �� 
������� ���� �� ĀB = V � ��'� 	������ Ā � B ��	�
�
��	����

������ ����� !����	������ ��� 	������� �� 
�"���� ����#
��� A $ ��������� 	 
�"��� ��� ���	� �	� 	�������� ����#
��� B $ ���
� ��� ������
 	�������� %�� �������� ��������
A+B, AB, AB̄, ĀB, ĀB̄&

 � ! � � � �" ������� A+B # ��� �����!�� ������� �� �
(�

�	������� ��� �����!+� ����� �� ������� 
�	������ ���� �� �
��(���� AB # �
� ��
�� 
�	����� ���� 
 ��!���� ������ # ����
AB̄ # �����!�� ������� �� 
	�� ��+� 
�	������� ĀB # �� 
	��
��+� 
�	������ ������ ĀB̄ # �
� ��
�� 
�	����� ������ ������
# ��������

������ ���,� '� 
��(���	� �����(��)� ��� ������� 	�����#
���� ����� ������� A $ 
�(� ����"� *+ ���� ������� B $ 
�(
����"� (���� ������� C $ (��� ����"� *+ ���� %�� ��������
�������� ABC, AB̄, AB̄C&

 � ! � � � �" ABC # ��� 	(�(�� 	���!� -. ���� ��)+� �(*
	���!� *���� AB̄ # �(*( ����!� -. ���� �� �� �� 	���!� 	
��� *����
AB̄C # ��� 	(�(�� 	���!� -. ���� �� �(* �� 	���!� 	
��� *����

������ ���/� !���� A,B, C $ ��� �����	����� �������� %��
�������� ��������� ������� �

�� A+ B + C� �� AB +AC + BC� 	� ABC�  � AB̄C�
�� AB̄C̄� �� ĀB̄C̄� (� AB̄C̄ + ĀBC̄ + ĀB̄C�
�� ABC̄ +AB̄C + ĀBC� �� A+ B + C −ABC &





��������	�
� ������ ��� ������� 	
����� ��

� �������	�
��

A · ĀB = (AĀ) · B = V B = V, A · ĀB̄ = (AĀ)B̄ = V B̄ = V,

ĀB · ĀB̄ = (ĀĀ)(BB̄) = ĀV = V.

������ � 	�

��� ���������� �� ����	���
�� ������� ���
��
������ �����
� 
��������
�� �������

������ ����� ������ ����	�
� �� ����
��� ��� �������� ����
������� 	�� ������ �� ����
�� ����� �������� �� �!�� � ���"��

��# "��$���� %���� ��
�������
$� 	�����$ ��&������
�' &�"
�#

����
���

� � � � 
 � �� ������
� �������  ���!"# $������ ���������
��
��	
��� ����
� ���
��

P ∗(A) =
M

N
=

105

120
=

7

8
≈ 0,875.

%����� P ∗(A) = 7/8 ≈ 0,875�

������ ���!&� (����
� � ��� "�� �&����
�� ������ ��� )���
�����"�
�� 	���� �	��� ���� �� ���� � �������� 
� ����# &��
'# ���

���� ������ * ����� +���"����� $����
$� 	�����$ ����"�
�' ���

������ � ��$	�� �����"�
�' 	���� �	����

� � � � 
 � �� %��
�$��� ������ A ' ������
�� �������( 
�
���� ���
��# ������ B ' �����	�
�� $���� �$(��� )��	� ������ A
��������* K = 4 ����# � ������ B ��������� L = 15 ���� ������
�
�������  ���+"# �����
�� $������ ������
�� 	��� �������( ���
��

P ∗(A/B) =
K

L
=

4

15
≈ 0,267.

%����� P ∗(A/B) = 4/15 ≈ 0,267�

������ ���!!� ,� - �������".

�# ��"���� � ����"��� "�/���
��� α� ���	.� � �� 
�# ����� ��� � "�/��� β� %���� ��
����
����
$� 	�����$ ��'���
�' ��"���' � ������ "�/�������

� � � � 
 � �� ,���* ������ A - ������
�� 	���(�� β# � ���'
��� B - 	���(�� α� )��	� �� �������  ���." ��
������*
�� $������
�������	�
�� /��� 	��� ������ ����	������ (�(

P ∗(AB) =
20

300
· 5

20
=

1

60
≈ 0,017.

%����� P ∗(AB) = 1/60 ≈ 0,017�
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���� ��� �����	������ ������ �� ��� ����� ���� ��� ����	�� 
��� � �����	��� !�

������ 
������" A # ����	�� ������ ������
	����� B ����	�� ������ �����	����� C # �� ��� ���� ����
�������� 
������ C � C̄ 	���� A � B�

������ ������ � $����� 
�������� ��
������ 	������ ������
�
����	������% $����� �����
� ����� �� ���� ����
 �� &������ 
�������� � ���������� '� $����� �����	� �������� ��� 	������� 

������ ����� ����
� (�
�� 
������ A # ������ &���� 
������
B # ������ ������ 
������ C # ������ ����	���� )��&��� 
��
�����" AC, ĀB̄, ABC�

������ ������ (� �����$�� 
 ����	�� *+�, �������� 	��

�- Ā1Ā2...Ān = A1 + A2 + ...+ An 
�- A1A2...An = Ā1 + Ā2 + ...Ān.

������ ������ .������� 	�� (A+ B)(A+ C) = A+ BC.

������ ������ /������ A � ������ ���� ���������� ��������
���������� 
������ B � ������ ���� ���������� �������� ������
������ )��&��� 
������" Ā � B̄ A+B,AB,AB̄, ĀB, AB̄ + ĀB% ���
� � ����	� 0�* 
������� ��
�����

������ ����	� (����� ���������� ������� ������������ � ���
	���� 01 ���� 
������
������ �������
�

107, 111, 109, 116, 115, 105, 112, 114, 121, 124.

������ ����
�������� 	�
���� ���� � ������� ������� ���� ���
������� ����� 	�� �� 001 ��������2
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��� ����	������ ���� ��������� � ��� �! ��� ��������� �����

�������� 
������ ��� ������� � ������� ���������� ������ �����

��!� �������"���� �������� � 	��	!��	 �������������� ����

��� �� �������� ����������� ��������	 ������ #��������� ���

���� ��� #��������� �������� $������� ��� �������� �����

������� ��� #���������� ������% ��������� &����' � ���������

&��(��') ��� �������� �*������� ����� ������� + #����������

�������% ��������� ����� ,� ����� - � ���� �� +) ��� ����������

����*��(� ������ ������� #���������� ������� �������� �������

������� ������� ��������� � �������
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� ���������� ������ 
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/��� ��� �������� �*������� ����� ������! D% &������ �"����
����� 0����' ���*����	�����!� 1 #���������� ������ 2 ���������

-�3 ��� + ������

/��� ������� ������� D ����!�����	� ���� � ��������� ������

���� ���� �� #���������� �������� ���*����	�����! �� ��) � #��

����� ������� D &���������	���	' �� ��������� #���������� ���

������ ��� �� #���������� ������	 � ������ ������ �� ���������

�	!��	 �� ���*�� ������	�

4��� ������������ ���������	� #���������� ������	� ���

����! �� ����� ������ ����� ���������	� ��	�
��

5���������	 ��������� ���� ������� ��������� � ���6�� .7�

��� �� �������	 ���������������� ��� ��� �������� #�� �������� #���

�������� ������� �������� �������� �� �� &��������������'� /���

�������� ���� �*������	 ����� ���������	� �� ��������� �!��*�

����� ����� �� , �� + �������������

5�������	 ���� ����� �������� ���� �������� � ��� #��������

��� ������	� ������! �� ������������� ���������� ������!��	
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 ���������� ������ �����������

��������	 
�������� ���������� �� ������� ���	�� ���� ������
��� ����� �������� ������� ���������� �������� ���� ����� ����
�� �� ������� !�������	 "������ ���	�� �� ��#�� ���!���� ��
������ ����������$ ��������� %������������ ����������� �����
������&	

��������� ��!���� ' ���� ���(��) ����� !��#�����������

)*�� +���� ��!���) ������� � �!*��� ����� ���� ������� ���#�
��������,

P (A) =
m

n
. ���	��

-� +��$ ������� ������)� �����)*�� ���$���� ����������� ���
��#���� ���$����� P ∗(A),

��������� �����$�#� ��!���� ����)��� �� �� . � �,

0 � P (A) � 1. ���	/�

0�$���������� ��� �)!�#� ��!���� 0 � m � n� ��+����,
0 � m/n � 1	

��������� ���������#� ��!���� ���� ����1�,

P (U) = 1. ���	2�

0�$���������� � ������ ���������#� ��!���� m = n �
P (U) = n/n = 1.

��������� ������ �#� ��!���� ���� ��),

P (V ) = 0. ���	3�

0�$���������� � ������ ������ �#� ��!���� m = 0 �
P (V ) = 0/n = 0.

��������� ��	�� �������� ��	 	
����� ������������ �		
��
�	�	��� �� ������ ����������� �	 ���� �	
��� � ������� ���	���
�	����� �� 	
��������	 ���	��	��� � �	
��� � ���	���	�����
����	� �������� �� 	
��������	 �	��	����� �� � ��������� ���� ��	�
���	���� ������
� �	 ��!���� �	 ���  ���	� ������� ���� �	�
������ �  � ����	 �	� � "������ ���� �� ����������#� $	%�	��
�	
��� A "�	������� ���� � ������ �	� �# ���� �	��	��	� �	
�
���� &��� 	 ����	 �	�� � ��!���� �  	�	�� �	��� �	����� ����
��� �������� ����	�� 	 ���� 	� ��	 ����	�� �	������� � 	��� �
�� �� �	� � ���������  ����� ' %�	 ������� ��	 ���	���	���
P (A) = 0�



������ ��	 
�������� ������� ���������� ��

��������� �	�
� ��
�� �������� 
�������� ������� ������

�� ������
����� ��� 
��������
�� ���������

������� ��	
	 ����������	 �
��� �
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����� �
��� �� ������������ �

P (A+B) = P (A) + P (B), ���� A · B = V.  !"�#$

%����������
�& ����
	�� m ' 	���� �������& ��(�)����������
��� ������� A& l ' 	���� �������& ��(�)������������ ������� B&
n ' ����� 	���� ������� �

�(� ��)��
��� ��(��

P (A) =
m

n
, P (B) =

l

n
, P (A+ B) =

m+ l

n
,

���� ������� 
��������
�� *���� ������� ���
����  !"�#$�

P (A+ B) = P (A) + P (B).

+�)���������

�� ���������� ,��� ������� �������� ��������
�������

������� ��	�	 ����������	 ���������������� � A �������

����� ������ ���
� ����������	 ������� A�

P (A) = 1− P (A).  !"�"$

%����������
�& ������� A � A 
��������
�&  �� ���� ���� ���
������
�� �������� A ·A = V, A+ A = U � -�,�����

1 = P (A+ A) = P (A) + P (A) =⇒ P (A) = 1− P (A).

� )������ .����	��.�(� �)������
�� ������
���� ���
� ��	���
���� ������
���� � ��� ��	�& (�� )����
�� ���� ���	���

������ !"�/� ����� ����������	 ����� ��� ��� �������� ���

���	��� ����� ������� ������ ����� ����� 

0 � 1 � 
 � �� 2 ������������ � .����	��.�� �)������
��� �������


���� P (A) =
m

n
� 2 �

�� )������ ����� 	���� ������
�� �������

n = 6& .���	����� �������& ��(�)������������ 
���)��
�� �����
��� A& m = 3  ,�� ��)��
�� 3& 4 � " �	.��$� *.�
	����
�

P (A) =
3

6
= 0,5.

*����� P (A) = 0,5 �
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������ ����� ��������	 
�
���� �� �� 	���
�	�� �� �� ����
�� 	������ ����� ��������
�� ��	���� ����	 
 ������ �����	�
��� 
� !����� ��"��� #�����

� � � � � 	 �
 ���� �	��� ��������� ����	���	� 	� ��� �	��
n = 103  ��� �	��� �! """ #� $$$� %��&�'�	(!�!�)*	� 	���#��  
�#	�+ m = 1�

�!��!
 P (A) =
1

103
= 0,001�

������ ����� ����� ��������
�� ��$�% !�� ��� 
� !����� ��
"��� 	���� �� 	����� � �& 	��� ������
� �����

� � � � � 	 �
 ���� �	��� ��������� 	���#�� n = 36+ ���&�'�	�
(!�!�)*	� 	���#��  ��!���
 m = 4�

P (A) =
4

36
=

1

9
≈ 0,111.

�!��!
 P (A) =
1

9
�

,�( �����	( ����� ������� ��#�� '�������	��( � ����!����	
-�����!��	 ����	��!��	�	�

����� �����	
� ����	�
����

����	�
���� ����� '�	�������� ��� ������$� !�
�� n ������
��
� ������������ �
�� ��� ������� !�
�� �� � �� n( n! = 1 ·2 · . . . ·n
)n! !�����
� *+� ��	������,-� '�	������ � �� 
!�����
� ������
�������( 0! = 1�

����	�
���� ����� .���
�����	��� ������/�
� �����!��� 
��

�"�  ������!������ n �����!��� ��������� )���� ���������� 	��
��!�	- ��� �� ��
��������� 
���� ��������

.���� #�����!/+ �!� �	��� '����!������

Pn = n!. 0���12

,���!�	!��/��+ '����� 	� -!	� n '��#��!�� ����� ���'����	!/
�� �*��� 	� n ���! 0n ��������� �'������ ���'������	(2+ #�( �!��
��&� ��!�3!�( n − 1 �����#��� ���!�� 4��#�� �'���� ���'������	(
'����&� '��#��!� ����! ����!�!/�( � �#�	� 	� �'������ ���'������
�	( �!���&�+ ����	! -!	 #�� '��#��!� ����� ���'����	!/ n(n − 1)
�'������	� 5��!��(( -!� ����)�#��	�+ '��)�	� ����)�) 0���12�



������ ��	 
�������� ������� ���������� ��

������ ����� ����� ���	
��	�� �	�	� ��	 ��� �������	� ����

����� ����	��� � ������� � � � �	������
 ��	�	 ������

� � � � � � �� ��	�� 
��� ������� ����� n = 3! = 6� 
���
������������ ����� m = 1� � ���������� � ������
����� ����

�������� ��������� P (A) =
m

n
=

1

6
≈ 0,167�

������ P (A) =
1

6
�

������  !�"� ����� ���	
��	�� �	�	� ��	 ��� �������	� ����
����� ����	��� � �������   ! ! �	������
 ��	�	 �! ! ��

� � � � � � �� #���$�%� � ���
�� � �������  !�&� ����$ ���'��
�� ����
�� � ��������� �%������ ���%���%�� ��� (1 (2 #1

#2 � ��	�� 
��� ������� ����� n = 4! = 24� �������������
�%�%� ������ � ����� �%��� ( ���� �� )�� � &�� ������ *�����
����� 2! = 2+� � �%��� # ���� �� ,�� � -�� ������ *����� �����
��� 2! = 2+� .����/ ���� ���������� �%�� ( ���� �
����$��
� �'��� ����� ���������� �%�� # *����
������ �� �������
���$�+� 0���� ������ 
��� ������������ ����� m = 2! ·2! = 4�
���
����$��

P (A) =
4

24
=

1

6
≈ 0,167.

������ P (A) =
1

6
≈ 0,167�

����	�
����  !�&� ��"��#���
�� �" n �	 m ��"$��%��
 ��"�

����$� ��	�	�$ �$�	�� m �������	� �" n� 	�����%#���
 ������
���������� ��� �	�
��	� �& ����	�	'���
 � �$�	����

1�� ������$� 
� 
��� �����	���/ �� n � m� ����
����
Am

n � ����������� � 2��%���

Am
n = n(n− 1) · . . . · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!
. * !� +

3�������$��� ������� ��� A3
n� #����/ �� n �������� ���

���������$ �� �'�� �� n ����� ���� n �������� ��� ���� ���4���
(n − 1) ���� �����	���� �� ����$�% �����/ ���� �����	����
����� �������� ���� �
����$�� � �'��� ����� �����	����
����� ������ ��� �������� ��� ���������$ n(n− 1) ��������
3�� ����$�� �������� ���4��� *5�)+ ������ �6��% ���� - ��������



�� ������ 	�
 ���������� ������ �����������

����� �����	
�
� n(n − 1)(n − 2) 	�	������ A3
n = n(n − 1)(n − 2)�

��	������� ��������������� ���������
	� � �
���� �� ������
�������

n!

(n− 3)!
=

n(n− 1)(n− 2)(n− 3) · . . . · 1
(n− 3) · . . . · 1 = n(n− 1)(n− 2).

���������� ������ 
 	���� ���� 	��!	
�����

An
n = n! = Pn, A0

n = 1, A1
n = n.

"�!	
��
�����# $�	�� 	�	���� ���������� n �����$��% �����&

�� �� n ��	
�% (An

n) ����� $�	�� �����$��% 	�	���� �% ������$�&
�����# 
��� ����� $�	�� ���	
������ (Pn)� ' �����
�� ����� �����&
	
�
� �� n ��	
�% ����	
������ 	�	���� �(��$�)� �� �������
�*�#
� + �����
 , n 	�	����� ���� �� +&� ��	
�# ��� �� -&� � 
�����
.�������� 	��!	
�� ��
��� 
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������ ����� �� ��������� 	�
���	 ����� � � � � �

� ����� ������	���� ����� ��� 
�� ������	�� �����  !� �" #���

�������� � ���
���$�	�� ����� 	�
���� 
�������� ������ %����&'

� � / � � � �� 0���� $�	�� ��������% �	%���� n = A4
6 = 6·5·4·3 =

= 360# 
��� ������ ���� � 	���� ������ 	 �% ����$�	
��� ��������

�)� 	��	�� 1�	�� ���)����
��% �	%���� m = 1�

0���$�
����� P (A) =
1

360
≈ 0,003 �

0
��
� P (A) =
1

360
≈ 0,003 �

����	�
���� ���2� (�����	���� �" n 
� m 	�"��)��� ��"!

���	� �
���� ����� m 
��*����� �" n� ������)+���� ������


��*������'

3���� ������
�# $
� $�	�� 	�$�
���! �� n � m ��������
	� �
��������

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. ����4�

"�!	
��
�����# $�	�� ���������! �� n � m (Am
n ) � m! ��� ����&

/� $�	�� 	�$�
���! Cm
n # 
��� � 	�$�
����% �� �$�
��� 
	� �����$���

���	
������ m �����
�� �� ���������% ��� ��	
�% ������� ��	&
�������� �����
�� ��� 	�$�
���! ��	���	
�������

Am
n = Cm

n ·m! =⇒ Cm
n =

Am
n

m!
=

n!

m!(n−m)!
.
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��� Cm
n = Cn−m

n �
��� C0

n = Cn
n = 1, C1

n = Cn−1
n = n�

���
n∑

i=0

C i
n = 2n�

������ � ������ �������� ��������������� ���� �� �! "������
#$�% ��� ����������	 #$�& ��������� '�� �������	���(����

)�	 �� �!����(���� ����(�*� �������� �������� "������ 
�����
+(�����

(a+ b)n =
n∑

i=0

C i
na

ibn−i. �#$��,�

����*�	 a = b = 1� �������� �������� ��
- ������������ � �!��.����� � ����������� ������*���� ��/���	

���.��0 !���� ���0 ��!����� �������� � �����*�  ���� ����!���	�1
�	 � �����(!������� ��2��!�����0 �� ���� 34567� 89:;<9= � �� ���
894>?9� ��0��	��*��	 � ���
����� ��������

@� � ��������� ��� 
��(/�0 !������	0 m � n ���������� ���1
�� ��!������� � ��������� 	��	���	 ���������� ������� �� ��
�1
���� - '��� ������ ���
�� ������(!����(�	  ���(������� �� �����
89:;<9= ��� 894>?9� - '�� �� ��� �������� "�� 2���  ������ ��
�� ��������� "������ ������	� !������� Cm

n ��	 
��(/�0 !����1
��� ���������� n � m�

- �� ��� 89:;<9= ��	 ���������	 ��������� �����(!����	 "�� 1
2�	 Ck

n A 5B?C>D�D�E�� � � �� ��� 894>?9 F Ck
n A C>DB?>97�D�E�� - ��1

 ��� 89:;<9= ��	 ���������	 ����� ��!������� �������� "�� 2�	
Ak

nAG6H?I:�D�E��

������ #$�J� ����� ���	
��	�� �	�	� ��	 ��� �������	� ���

�	�� � ���	� �� ����� �	�������� �� ���	�� ��  	�	��! " ����! �

#  �����!� ����� ��������! 	 �����
 $ ����! � "  �����!%

K � / � � � �� L���/�� ������	  ��� ��

�,� A �� M J ��
&� A �� M� � �

N���� ��������*��(� ��� /��� � ���� ������������� �� � �� �,�
����O� /��� � � �� � P 
����� � � Q �� �, P  ������� R
��� �����
��!��.��0 ��0���� n ����� ����� �����
���  ������� �! �, /����



�� ������ �	
 ���������� ������ �����������

����� ����	
� �

n = C5
10 =

10!

5! · (10− 5)!
=

10!

5! · 5! = 252.

����� ��	������
�
������ ������� m �	��� ����� ��������� ���

����� �� � � ��� !	��� ����� ����	
� " � ���� 	 �� # ��	����
!	��� ����� ����	
� � ��	����$ %	� �	� �	���& ������ �����	
� ��� !	��� ��� 
 ��� 
	
��� � ����� �������� �����	 ��	�����
�����	 �

m = C2
3 · C3

7 =
3!

2! · 1! ·
7!

3! · 4! = 105.

'����	
 ���� P (A) =
m

n
=

C2
3 · C3

7

C5
10

=
105

252
≈ 0,417 $

'
� 
 P (A) ≈ 0,417 $

��������� ()$"� ���������� 	��
����� ����� ����
�� ���

����������� ��	���������������� ��	����������

K� = L � + (K − L)��, 0 � L � K,

k� = l � + (k − l)��, 0 � l � min(k, L)

P (A) =
C l

L · Ck−l
K−L

Ck
K

. *()$++,

	
���
 ()$(� ����� ���������� ����� ��� 	�� �
������ ���

���� � !���� �� 
���� ����"���� # !����� �� ������$ % ����$ �

�& �'���$ � ���� ��������$ ���"��� & ����$ � % �'���$ (

-  !  � �  

- ! �� �	���& �	�	�� ����� �	���	
� � ��� P (A) =
C4

6 · C4
14

C10
20

$

./012/������	��	� � !	��	� ���
	�� ���� �	�	��� ��  
 ���
*31+, 4516721/8*)� 9,:516721/8*+9� ),;516721/8*"<� +<,=

(%o1)
315

1292
>��� � ����
	
 � �������� ������
� � ��� �������?����� � ���


������ ����	� 
� ���	?� 
	��� ���	���
*31+, 4516721/8*)� 9,:516721/8*+9� ),;516721/8*"<� +<,�6@2AB=
*317, <$"9�(<(<9C���)
./DEF/G������	��	 ��  
 ���

P :=
combin(6, 4) · combin(14, 6)

combin(20, 10)



������ ��	 
�������� ������� ���������� ��

P = 0.244

������ P (A) =
315

1292
≈ 0,244 �

����� ����	
� �� ��
��	
�� 	���
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%��� &���
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#���� ��(��� �
������� �)* 
� �
%��� ���' ��(���
� ��
��������� ���
 ��(��� ���
��
 �
� �
 
������
� ��
 ���
���
�
��� �
����� � &��������" 
#���� ����� 
��
(���" �! �
%��� 	
�
%��� ���' ��(���� ���� )��� ����	
 ������ +�� ������ 	 �
���!��
����
�
��
 ��� +���������� �
#���'� 
#����"%�� �
��" �����
��� �� ���!���� , ����
' �

���� -- �� ��(�� �

�����������	
� .�
/� �
�
�
�
��� #�
 ����
 ��
 ���
�
� �	��
�������	
� �
���
��
��� ��
��� ���
���
���'� $�
��� ���
���
���' ���
���� �� 
��
�����
���� �	��
�� ��	
�
��� �� 	
�
��� ��������� �� ��

0�1 ,�
����� �
����� ����'��� �
#���' � 
����&�' ��� �����
�	"��� ����� #��	
����
�
 ���� ����'��� �
#���'�

021 P (A) � 0�
031 4� �
��
����
�
 �
#���� U � P (U) = 1�
051 4� �
����
 ���
�������� �
#���' A1, . . . , An, . . .� ���
���

�
��� ����� 0	
����
' �� #��	
����
'1 ����� ����� ���
�
���
���'�

p

(∑
i

Ai

)
=
∑
i

p(Ai).

6� +��� �	��
� ���
����� � � ��������� ��� ��
'�����

0 � p(A) � 1, p(Ā) = 1− p(A)

� ��� 
������� ��
���� ��
��� ���
���
���'�
4� ����� ������ ��������� ���
���
��� ��
����� 	 � � �������

�
�� 	�������	
�� 
��������" ���
���
���� ����	
 ��	
� �
���
�
���� �
��
�
 �
����� ���
��' �����������	�' �
��
� � ��(���
"#�� ������� 
��
��%���� 	 �7��� ��'����� ��
��� ���
���
���'�

��������� ���3� ������� �	
	��� �	������ ����� �	����	�

������ � ��� �	������ �	���� �	��������	� ����	�� � ����	

����� �	�� � �����	������� ��	�� ����� �	����� �	���� �	�����

����	�� ��� ������	� ����������! �	��������! ��"� ��� ������
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 ��� ��	���
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 �
��������
�

������� ��	
�� �� ��	����� ��� �
� ����
��
� ������	� 
� �����
��
�� ���	��
�� ���� 	��� ������ ����� �����
����� �����	��
�� ��� ���	��� � � ���	����� ��	������� ���	� ���
� �	�� ��� 
�
��� �� !�
�"�� ���
���� #� ��
���
�� ���$� ��	����� ����� � ��!�
��� ��%������� �����
���� ��$�� ��� ��	
�� !���� 
� �������
&"�� � ��

�$� �������
�� ������� � ��!� ��� ��%�
�� '�!	� �
�����

�� � 
�! ����!�� �����
�� ��	
�� �� 
�������� �����
�����
�� �
�! !���
� �� � 
� ����� �����
������

��������	�
� ������ ��� ����	�����
���
��
	���

������� ����	 ��
����������� 
� ������ ������ 	���� ��������
� �
�������� �������� 	�������� � ������������

������ ����� ( ����� �� )� ����	�� ** 
����
���
��� (���
��� �	�  �
��	� + ����	�� � ���	��� ���
���
�!�� &����	���
�����
���� ��$�� ��� ������ ����! ����	� �����, �- ���
����

��� �- 
����
���
���

� � � � � � �� ����� 
���� 
��� 
����� �������� �! �������"
�#$ � �� ����������#$ ������ � %���� ���$ ������ 
��� ���� 

����� n = 75� �� %���� &��'�
��������(�$ ��$���� " 
������� 
��������� ������ ���&#��� A� m = 64� )�'�� P (A) = 64/75 ≈ 0,853.
&� %���� &��'�
��������(�$ ��$���� ��� *��'� ���	�� + 	���� 
�"
������ ����������� ������ ���&#��� B�m = 11 � P (B) = 11/75 ≈
≈ 0,147�

,����� P (A = 64/75 ≈ 0,853; P (B) = 11/75 ≈ 0,147�

������ ���-� .������� �� �$�	�
��  ����� #���� ������

���� ��$�� ���, �- ��!!� �� �� 
� �����"�� $�
�� ��
� /� �- 
�
���� $�
�� �������� ���
� ���� ���	� �� ��� �- 
� ���� $�
�� ���
������ ��	��
�� ���	� �� ���

� � � � � � �� .'������ ����� 
���������� ��&� ��&/ �� '���$
�����'� �������# �/ -/ 0/ !/ 1/ � �	���� 2�3�# �� ��$���� &������
���� ����� ��3�� ��	������� � ��3�#� �� ��$���� &������ ���� �
����� / 
�*���� �&(�� 	���� �����3�#$ ��$���� ��
#����� n = 63�

4� ����� &��'�
��������(�$ ��&#��� A + 
�������� �� �5$
�����$ ����# �	���/ ���� !/ &���� m = 3 ��$���� 1+1+2/ 1+2+1/



��������	�
� ������ ��� ����	����� ���
��
	��� ��

2 + 1 + 1� �����

P (A) = 3/63 = 1/72 ≈ 0,014.

�� 	 
��� ����� ���� ����������������� ������ ����� �����
���� ������� ���� �� ��������������

P (B) = 6/63 = 1/36 ≈ 0,028.

��  ��� ������� !���� �� ��"� ������ �#������ ��$������ ����
��!��� ����� ���� ��$������� A3

6 = 4 · 5 · 6 �
P (C) = 4 · 5 · 6/63 = 5/9 ≈ 0,556.

%����& P (A) = 1/72 ≈ 0,014' P (B) = 1/36 ≈ 0,028'
P (C) = 5/9 ≈ 0,556�

������ (��)� � ������� ���	
�� ���
� ����� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� ���
� �����
���
� 
���� �
� �� � ������ �!����
�
��� ����� "� ������ 
� ��#�� � �#�
� � ��� �����������

* � + � � � �&  ��� ��� ������ ����� ����$��,�#� ����-
�����!�� �$ ./ ��!�� ���� ./0 	 �������� 1�����# ��� ����������
�# ���,�# ������ ��� ��!�� 2 ��,�� ������,��� �� ��"� �����
)0 �������� � ��!�� � 30 �������� ������� !�,��� ������,����
��!� 2  !�,�#� ������,����� ��!� �� ������&

P (A) = 3! · 2!/10! = 1/302400 ≈ 0,331 · 10−5.
%����& P (A) = 1/302400 ≈ 0,331 · 10−5�
������ (��4� � $�%� �" &' ������% �� �!(� ��	
 ����� �!��)

��
�� * �� ����� +� �(���� � ������ �
�����
�� , �� ������ ������
�����
���
� 
���� �
� -
� �������� �. �!(� ��	
 ������ �. �� �!)
(� ��	
 �����/

* � + � � � �& 5�������� ��� ��$��,�#� ������ ����� ��-
�� ������� !����#�� ��,�� �������� ) ������!� �$ (/� ���� ����
�������� C3

80�
�� 6����������������� ����� �� ����#� !���� ) ������!� ����-

����� ����!� �$ ��� �������� !����#� �#������� ������ ���� �$ 80−
5 = 75 �������' �� ���� ����� C3

75� 	��������� ������� ��#��� A

P (A) =
C3

75

C3
80

=
75!

3!72!
· 3!77!
80!

=
73 · 74 · 75
78 · 79 · 80 ≈ 0,822.
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���
 �����
 ��� ��	���
��
 �
��������
�

�� ����� �	
���� ����������� ����� 
�� ���� ����
�� �	��������
����� �� ��� ����� �����	� �� �	������� ���� ����	��� B�� �����
����� ���
��� ����� C3

5 � �����

P (B) =
C3

5

C3
80

=
3 · 4 · 5

78 · 79 · 80 =
1

5056
≈ 0,198 · 10−3.

 ����! P (A) ≈ 0,822;P (A) = 1/5056 ≈ 0,198 · 10−3�
������ "#�$� � ������ �� N = 100 ���	
�� ��	��� M = 12

������������ �� ������ ������� ��������� n = 10 ���	
��� ���	�

�	
��� �	��������� ����� ��� ��	��  ��� !" ���	
�� ���	� �����

m = 2 ������������

% � & � � � �! '��� ���������(�	� ���
��� ����� ����� C10
100�

 �����
� 
���� A ���	��� ) ��������� * ���������	� ������+ ���,
�� �	�����	� �����
� -. ������+� /�� ��� ���� ���������	� ����,
��+ -*� �� 
���� ��������� �����	� �(�� �	���� * ���������	�
�������� ����� C2

12� 0� ��(�	+ �� 1��� �������� �(�� �����������
����+ ������+ ������+ �� 
���� ��������� �����	� �(�� �	����
�����&���� 10− 2 ����	� �� ��2��� 
���� ����	� 100− 12 ������+�
����� ����� ����� ����� C10−2

100−12 = C8
88� /��� ������� ���� ���
����

���������������2�� ���	��� A� ����� C2
12 · C8

88 � �����������

P (A) =
C2

12 · C8
88

C10
100

.

����� �	�� ������������ 3����� ������������
������ ������,
������� �"#�--��
4�� �	
������� ����������� �� ����
����+ 3������ ���������

567896,�������!
�:8-� ;!<8=>986?�-*�*�@<8=>986?�""� "�A<8=>986?�-..� -.��=B9CD�
�:>-� .�*E$.F**E#E*G"#
��� 56HIJ6K,�������!

P =
combin(12, 2) · combin(88, 8)

combin(100, 10)
P = 0.245

 ����! P (A) ≈ 0,245�

������ "#�#� #	
	$����� ���	� ������� �� �	�� %�$�� &����

�	��������� ����� ��� ��	 %�$�� ���
�����

% � & � � � �! L�3�	 ��������� �� . �� M� ��1��� ����
�����
���� ������ ����� 107� � 
���� ������ � �����
�	� N�3��� �����



��������	�
� ������ ��� ����	����� ���
��
	��� ��

����� ���	
�
�� A7
10 = 10!/3!� ��
�����
�����

P (A) = 10!/(3! · 107) = 189/55 ≈ 0,061.

���
�� P (A) ≈ 0,061�

������ ����� � �������	 
������ � ����������� ������ ����
��� �� 
�� � ���
������ �	���
����� ������� 
� ����� �� ������
����  ����
���� ��������! "���� �	���
���� ��#�� ���$ �% ��	
��������� ������ 
� ��
�� ����
���	� �% ��	 ������ 
� �	��	����
����
���	� �% ��	 ������ 
� ���
�� ����
������ #% 
� ��
�� �����

���	 ������ ���� � 
� ���#�� ���!

� 
 � 
 � � 
� ���

 ����� �����
� n = 75�
�� ��
�� m = 7� ��
� ����� ��
 ��������!" ��#��

P (A) = 1/74 ≈ 0,416 · 10−3"
�� m = 1, P (B) = 1/75 ≈ 0,594 · 10−5"

�� m = C5
7 = 21, P (C) = 21/75 = 3/74 ≈ 0,125 · 10−2;

#� ����� �$������� !����%	� 	�&�� �%����� ���� �������!�� ��
!����� ����� ��� $����&���� ����� C1

7 = 7" !��	
 ��#�� 	% ���&'
�% ��
��� C3

5 �$������� !����%	� 	�&�� �%����� (�� ��) $����&�'
��� �� $*��" ����� �$������� !����%	� 	�&�� �%����� �������!�� #�

����� �������
�* ��� $����&���� ����� C1

6 = 6" ��!�	 ������	�

m = C3
5 · C1

7 · C1
6 � P (D) = 60/74 ≈ 0,025.

���
�� P (A) = 1/74 ≈ 0,416 · 10−3" P (B) = 1/75 ≈ 0,594 · 10−5"
P (C) = 3/74 ≈ 0,125 · 10−2" P (D) = 60/74 ≈ 0,025�

������ ����� &� �	��� ������	� � ������� '� �� (� )� *� +
��������� 
������ � ���	�	��

�� �����	 ���! "���� �	����

���� ��#�� ��� ��� ,��� �������� ����� )'�+(!

� 
 � 
 � � 
� ��	
��	� ��� ��
��� � ������
 �� $��	
�� ���+� $����'
������* �%���!� $*�� ��!� �� �
��� � � ��&�� $���
�����
��������
,�#�� �
��*������

P (A) = 1/A5
6 = 1/720 ≈ 0,001.

���
�� P (A) = 1/720 ≈ 0,001�

������ ���-� ���	�� ����	
��� ����� � ��������� ������
�

� ���
 ��! "���� �	���
���� ��#�� ��� ��� ���	�	��

�� ����
�	
�� ������� ����!
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� � � � � � �� ���	 
�������� ����� ���� n = 8!� ���	 ����������
��	 ��������� ����� �������� ���� � �����! �������� "��#��� �
$�%� �����& �� '�%� � ����& � (�%�)& ���#�� ����� �#����& #�� ������
����
� *+ 
��������, � ����	 �������	� ��������� ����� ������
����� -+ ��������� ��
�� ������&

m = 6 · 3! · 5! � P (A) = 6 · 3! · 5!/8! = 3

28
≈ 0,107.

.����� P (A) =
3

38
≈ 0,107�
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������ /(�$0� � ����� ��	
��
�
� ���
����� �� ���
�� 	
�
�������� �
������ 
� � �
 ��� ���
�� ���
���
�� �
!
� ��
 ���
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��������� �)��	 ����������	 �
��� n ����� ������������

������� ����� �
��� �� �������������

P (A1 + . . .+An) = P (A1) + . . .+ P (An), ���� AiAj = V �� i �= j.
��)�� 

* ��+�� ���'�� ��
� �����,+�� �������(

�����	
 ���� �������� ���	�
�� �����
����� � ����������	

�
��� ��
� ������� ����� �
��� �� ������������ ���
� �������

����	 �� ������������

P (A+ B) = P (A) + P (B)− P (AB). ��)�- 


�����������	 .���
�'�� n / ��+�� '���� ����	
�" &���
��
���
�" ��"���0 m1 / '���� ��"���0 ���1���������,+�" ���
����, 20 m2 / '���� ��"���0 ���1���������,+�" ������, *0 m
/ '���� ��"���0 ���1���������,+�" ��
�����

��� 
�������
�,
������� 2 � * ���� ���� - �

��� ��
� �� ���� -0 ����'���� ��"���0 ���1���������,+�" ���
����, 3450 ��
� m1 +m2 −m�

6��������!
�(

P (A+ B) =
m1 +m2 −m

n
=

=
m1

n
+

m2

n
− m

n
= P (A) + P (B)− P (AB).
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m

m

m

A

B

1

2

���� �� ���������	
 ������ ������	
 ����
�������

� � � � � � �� ��	
���� A � �	������� ����� ���	�	� ����� B
� �	������� ��
� � ����� ���	���	��� P (A+ B)� �������	�

P (A) =
1

4
, P (B) =

1

9
, P (A · B) =

1

36
.

� �		��������� � �	���	�  !"�#$� �	������

P (A+ B) =
1

4
+

1

9
− 1

36
=

1

3
≈ 0,333.

����� �����	
 ����������� ������������

����������� !"�%	 �������� ��	�
������ P (A/B) = PB(A)
������� ��	�
������ ������
 A� ���������� � �	�����������
����� ��� ������� B ��� ����������


����� !"�#	 � �	�� � ����� � � ��	��� ��	��  � �	�� ������
����!�� �� ����!� ��	�� �� ����	�"�
 �� ��	����� #���� ��	�$

������ ��
�����
 ������ ��	� �	� ���	�! ��������� %������� &'
�	� �������� ��� � ��	��! ��������� ��
����
 ��	��� ��	 %����$
��� �'�

� � � � � � �� &	��� ����	'	 ��������� � ���� 	����	�� ( ���	��
�
 ��) * ����)� +��	�� ���	���	��� ������

P (A/B) = 3/5 = 0,6.
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� ������� ������� ������ �����������

������ ����� ����������	 ��
�� ��� �� ����� �������� �����
��� ������ � ���	� ����� ���� ����	�� ��������� ������ �������
��� �������� ����� � ����������	� �� ����� �� �� ��� � ���	
!��� �� ���� ����

� � � � � 	 �
 ������	� A � ����	�
 ���	 n ��������� ������
������� � ���� �� �� �	� ���!� " �	�# �����	�	���	 ��������
������	$ ��	���	�� %��#�� &���'(


P (A) = 1− (1− 0,4)n.

)�	� � � ��	���	� #���	� P (A) � 0,9* ��#���� ����������

1− 0,6n � 0,9* ��#��
 n lg 0,6 � lg 0,1 	* ���� lg 0,6 < 0* ��#����

n � lg 0,1/ lg 0,6� )�����# lg 0,1/ lg 0,6 ≈ 4, 5 ��#����
 n � 5�

����� ����	
� ��
�� ���������� � ������

������� ���� &+��#�� ���$ ��� ����	(� ����������	 ���
����� A� ������� ����� ����"��	 ���	�� ������ � ����� �� ��
���� �����������! ������#H1, H2 . . .Hn� ���������! 
���������
����� �"��� ����������# �����������# �����
� �� $��! ������#
�� ����������"�%"� "�����"� ����������	 ������� A&

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + . . .
. . .+ P (Hn)P (A/Hn).

&����(

��	
�
�������� ) #���	,* � ����	� ����	 A �������
�#-�������	� ��. 	� ����� ����������� ����	$

H1A, H2A, . . . , HnA� )���# �� �������	�� ���/ 	� ������ ��0��	 
	 �����$ ��	������	 ��� �����$* ��#����


P (A) = P (H1A+ · · ·+HnA) = P (H1A) + · · ·+ P (HnA) =

= P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + · · ·+ P (Hn)P (A/Hn).

������ ���1� '��	 $������������ �������� $������� (������
��� ��� ����������	 ����	 $������ ��"� �� ��! )*����
��+ ����
�� ��,� � ��-� �����	��� )*������
��+. ��/ � 0�#�� ����������	
����	 $������ �������	���" $����������"�

� � � � � 	 �
 ������	� A � ����	� �2������ ����!� 3������
�0�� ���� ���� �	� ����.�! 2���������# &.	����� H1(* �	�
������.�#! &.	����� H2(


P (H1) = 2/5 = 0,4; P (H2) = 3/5 = 0,6.



������ ��	 
������ ������ ����� ���������� ��

�������� ��	�
������ ���� ��������

P (A/H1) = 0,6; P (A/H2) = 0,8.

������
 ��	�
������ ��	���
���
 �� ��	���� ������ ��	�
����
����

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) = 0,72.

������� ��	
 ���	���� �������	 � �������	 
����� ������ ���
��������� ��� i = 1, . . . , n�

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (H1)P (A/H1) + · · ·+ P (Hn)P (A/Hn)
. �� !��

���������	
���� "� ���	��� �	��������
 ��	�
��������

P (Hi · A) = P (A)P (Hi/A) = P (Hi)P (A/Hi),

����� � �������������� ��	���� ������ ��	�
������� �
 P (A) ���
��#����

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (A)
=

P (Hi)P (A/Hi)
n∑

k=1

P (Hk)P (A/Hk)
.

��	���� ������ ������
�� ��	��#������� ��	�
������ $������ ���
��� ��$�% ��� ���������
 ��������� 	�������� ��������
% � ���$� ���
��	�$� �	����&�� ��'���� A!

����� � !(� � �������	 ������� ���� ��������� ��� �������

���� ��������  ���� ����������! ��"�� ��� �� ������ #������"��

��$ �������������

) � & � � � �� "� ��	���� �������

P (H2/A) =
P (H2) · P (A/H2)

P (H1) · P (A/H1) + P (H2) · P (A/H2)
=

=
0,6 · 0,8

0,4 · 0,6 + 0,6 · 0,8 =
2

3
.

*������% #�� ����#��&�
�
 ��	�
������ ��������� '���&� +��	��
�	���, ��	�
������ P (H2) = 3/5% �!�! ���-������&���
 ��'���� �+���
����� ���,� $���	�� ���	�� � ������ $������� H2% #�� H1!
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���	��� � � �	��	���� �� ������ ������	� �������� � �	 ����!

��� "��� ����# �����	���# ����� ��� ��� ���	�� ��� �	��	���

� � � � � 	 �
 ������	�
 ����	� A � ������� ����	��� ����	� B
� ������� 	�������� ��	���  �	 ����	! ������������ "�! #�$���
�����%!�� &' ��%���� (#)� � ������ �%���	! ���!�����*

P (A+ B) = P (A) + P (B) =
6

30
+

8

30
=

7

15
≈ 0,467.

�����
 P (A+ B) = 7/15 ≈ 0,467�

������ ���+� ��� ����$�� ������ �� %& ������ ��� � �������

' ������		��� ������
��� 	�� ��� (& ������ "��� ����# ���!

��	���# ����� ��� ������ �� �� ���	���� ���� ������$� ����$�

 ���������� ������		�� ����� 	� ����� � 	��� ��  � )����

� � � � � 	 �
 ������	� ����� A ����	� � ���	 ������� �� �,
���$��� �	 )�# ��������# �%���� � ����� B ����	� � ����,
�$��� )	� ���������* �%��� -����! ���!����. P = P (A+B)/
��� ��� ����	! A 	 B ����������� � P = P (A) + P (B)� -� 0' �%,
�� +' ��� ������. C20

40 ������	� � 	� &� ������������ �%��
+' ��� ������. C20

37 ������	� � ��$

P (A) = C20
37/C

20
40 .

1 )�$#* ������

P (B) = C1
3 · C19

37/C
20
40 .

(��	� ������

P =
1

C20
40

(C20
37 + C1

3 · C19
37 ).

2%! ���	�%��	! ������	! 	��%.�$�� 345674,��#����$

896�: ;
8<6=>764?8&��+':@<6=>764?8&��:A

<6=>764?8&���B::C<6=>764?80'� +':�=D7EF/
89>�: '�G
	%	 34HIJ4K,��#����$

P :=
combin(37, 20) + combin(3, 1) · combin(37, 19)

combin(40, 20)
P = 0,5



��������	�
� ������ ��� ��
���� 	�
���� � ���
���� ��

������ P (A) = 0,5�

������ ���	� ������� ��� 	
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 � � � �  �� ����������� ����� ��� �� ����� ���� �������
���� ������ �� ������ ����� �� �� ����� �� � ��� ������ !"#�
� �� n �������$ −(5/6)n� ����������� �������� ��%$ ����� ���&
�� 1− (5/6)n� '��� ����(��� ����$� ��� ����) 1 − (5/6)n > 0,75�
���� � (5/6)n < 0,25�

n ln
5

6
< ln

1

4
, n >

ln 4

ln 1,2
≈ 7,6.

*�� ���������� n � 8�
������ n � 8�

������ ���+� " ������� ## ����	���  �	�� � $ ���	�� ����	%��
��&' (� ������� 	�
%��
 ���
� ��� ����	%���' )����� ������	���
����� ��� �� �	� �
%
� ����	���! *�������� �
���� ���%� ���
��	%���+ �, ������-���� � ������
� �, 	� ������-���� � ������
'


 � � � �  �� ����� � ������� ��$� ��� ,! ����� ����� �- �
.��� ������ ��/ )� ( ��%$ ��)��� �� �� ��(����)�� 0� �������
����/���

P (A1A2A3) = P (A1) · P (A2) · P (A3)

��� �� ����������� �������� ��%$ (��%�)$ ����� �����

P1 = (11/25)3 ≈ 0,085.

�- ����������� ����� ��� ����)� �)���)� ����� �� �� �� (��%&
�)�� ����� 11",!2  �� ��� ��3$  ��$ ����� ���� ��� ������������&
�� �� �� ����� 14",+  5",	� 0� ������� ����/��� ������������  ��
��%$ (����)$ ���)��

P (A1A2A3) = P (A1) · P (A2/A1) · P (A3/A1A2)

����������� �������� ��%$ (��%�)$ ����� ����

P2 =
11

25
· 10
24
· 9

23
≈ 0,072.

������ P1 ≈ 0,0852 P2 ≈ 0,072�

������ ���!� .����� ����%�������	� �������������� �����
����������' /����& ������� %��
���� ����  ������	���� 0,05�
�����& 0 0,03� �����& 0 0,02' 1�&�� ������	��� ���
��	��+ �, ��%�
	�& %������ �, �������		�& %�����'



�� �������	
��	 �����	 ��� �	��	�� 
���	�� � ����	��

� � � � � � �� ���	
��	��� 	������
 ����	����	� ������ �		��
���������	 ������ p1 = 0,05; p2 = 0,03; p3 = 0,02, � ���	
��	��� �	�
���		�	��	�	 �	����
� ���� 	������
 �	��	� ������� ����� �����
qi = 1− pi ��� q1 = 0,95; q2 = 0,97; q3 = 0,98.
�� ����� P1 = q1q2q3 = 0,95 · 0,97 · 0,98 ≈ 0,903�
��  ����� ����� ����	����	�� ���� !	�
 �� 	��� ���	"�� �	������

����� #	��� P2 = 1−q1q2q3 ≈ 0,097� ��"���"� ��	 ��"�� ����� "	��	
������ �����" �	�	�	"� ���� ��	��$	���� %	�"���

P (A+B+C) = P (A)+P (B)+P (C)−P (AB)−P (AC)−P (BC)+P (ABC)

��
 ��&! �	�"�����! �	����� A,B, C�
#	��� ���	
��	��� 	������
 ����	����	� ������

P = p1 + p2 + p3 − p1p2 − p1p3 − p2p3 + p1p2p3 ≈ 0,097.

'����� P1 ≈ 0,903( P2 ≈ 0,097�

������ )*�+� �� ������ ����	
 ��� ��� ����� �
�������
��
�� ���
� �� ���� ��������� ���� �� ��� ��� � 	  ���!
�
" �����# �� ��$��  %� ��	�� � ���	� ��%	�� ���� ����� �
!
������� ������&���� � ����	 # �� ���� ��������� ���� ��
���	� �
� 
" ��
�'" ��� � 	� "�� �
 �	�� ������� � �	��
� �������

� � � � � � ��

�� P (A) = 1 · 39
51
· 26
50
· 13
49
≈ 0,106;

�� P (B) = 1 · 39
52
· 26
52
· 13
52
≈ 0,094.

'�	$����" C̄ �	����� , ��� �� ��	�	�� �� ����	�	� ������ #	���

P (C) = 1− P (C̄) = 1− 26

52
· 25
51
· 24
50
· 23
49
≈ 0,945.

'����� P (A) ≈ 0,106( P (B) ≈ 0,094( P (C) ≈ 0,945�

������ )*�*� (�� ������ �����	
 ��������� �
������ ���!
� ����� 0,8� 	�� ����� ) 0,85 � 	�� ����� ) 0,9� ���� �����!
���� ���� �� ���� * �� �
����� ����� �	�� �����	�� �� �
���!
�� ����� 	�� �����	
� �� �
����� ��� �� �����	
� �� �
�����
����� �����	�� 	� �� �
����� ���� �����	�� �� �� �
����� ���
�� �����	
� %� �
����� �� ������� ���� �	�� �����	��



��������	�
� ������ ��� ��
���� 	�
���� � ���
���� ��

� � � � � � �� ���	
 ������	�� ��������� ���� p1 = 0,8;
p2 = 0,85; p3 = 0,9� � ������	�� ����������� ���� q1 = 0,2; q2 =
= 0,15; q3 = 0,1� �	��
��� �����
���� ������� ����� ��������

a)P1 = p1q2q3 + q1p2q3 + q1q2p3 = 0,056.
����� ������� � P2 = p1p2q3 + p1q2p3 + q1p2p3 = 0,363;
� P3 = p1p2p3 = 0,612; ! P4 = q1p2q3 = 0,017;
� P5 = p1p2q3 = 0,068; � P6 = q1q2q3 = 0,003;
" P7 = 1− q1q2q3 = 0,997.
#����� P1 ≈ 0,056$ P2 ≈ 0,363$ P3 ≈ 0,612$ P4 ≈ 0,017$ P5 ≈ 0,068$

P6 ≈ 0,003$ P7 ≈ 0,997�
%	&�
&� � �	������ 	����� 	����� 	���	���� '���������

���� ��� ���!��� �� �	&�(���� ��������� ��� �����������
���� ����� ���!��� ���!����� � � �	������ ���&� ������� �")
� ��&"� �����
 	 ��*
( +������ ������,��� � ������� �����

������ ����� ����������	 
��������
� ����������� �������
���� ��� ������
�	���� �
������ p = 0,0003. �� �������
�	 ��
��������	 ����� ���  
����������� ����

 
� 300 ����������
�������� ���� �� ��
� ����������� �� �� ����	�
� ����������
������ �������	 ����
�� ����� ���������	 ���
�
�  ��� ����
�� ������ ����������� ���� �� ����� p1 = 0,02 

� � � � � � �� � % ������  ������	�� �������� -�� ��
��! 	����� P = 1 − qn� !�� q = 0,9997, n = 300� .���	��� 	
��*
( �!���+�������� qn� ������ P ≈ 0,067.

� ����� �������	��

1− 0,9997n � 0,02,

������

0,9997n � 0,98, n · lg 0,9997 � lg 0,98, n �
lg 0,98

lg 0,9997
, n � 88.

�������� �� n ���	
 ��� ����	��� � +�����

n � lg(1− p1)/ lg(1− p).

#����� P ≈ 0,067$ n � 88�

������ ���/� �� ���!��
 
����
� " ��
 ����������� �������
�
�	 ���������	 ����� ��� 
� ����
 ����� ��� ������
 
����
�
�� �������� ���� �� ���� �����������



�� ������	
���
 �����
 ��� �
��
�� ����
��� � �����
���

� � � � � � �� ��	
���� ����
� P (A) = 1− P (Ā)� ������

P (A) = 1− C9
17

C9
20

= 1− 11

76
=

65

76
≈ 0,855.

����� ���������
����� ������� Ā � �� �������� �� ����	� ����

�������	� ����
�� !����� P (A) = 65/76 ≈ 0,855 

����������	
��� �����

������ "# $%� ����� �����	 
����
�� � 
�����
�� �������
�
� ��
�
��� 39 ��
���
� �� ��� 14 ��
���
 �������� N1� 12
��
���
 �������� N2 � 13 ��
���
 �������� N3� ���
� ��
�
���
��� �
�
� ��
 ����� �
��
�� �� ��
��� ����� ����� �����
��� N1 ��� N3!

������ "# $$� "�� ��#�
� ��	����� ��#������ �������� ���
������ ���
���� � ��
���
���	 0,95� $���� ��
���
��� �
�
�
��
 �������� ����%� ���
���� ��� �
�
� ��	����� ��#�������

������ "# $&� & ���
���
��	 �
������
 �� ����
��� ���
�
�
������ �� 
��
� ��
��� � ��� ����
��� ���
�
������ �� ����
�
��
��� &��
���
��� �
�
� ��
 ����
�� �
�������� � ���
�
 ���

��� ����� ����� ������
� ���� 0,75� � �
 �
�
�
 ' 0,6� $����
��
���
��� �
�
� ��
( �) �� ����
�� ���	� ����� ������
�
�) �
 ������� ���� 
��� �� ��� ����� ����� ������
� ) �� 
���
�� ��� �� ����� ����� ������
�

������ "# $'� *���� ���������
�
 �
���
�� ��
����� �� ����
��� ������� �� ���������
���� &��
���
��� �
�
� ��
 ������� ��
���
� ������ ���������
� ���� 0,92� � �� �
�
� ' 0,96� +� ��#�
�
� ������ ������� �
 
��
�� ������	� $���� ��
���
��� �
�
�
��
 �
���
 
��
 �� ��� ����� ���������
�

������ "# $(� +� �
��
� �
�
�� 52 ���� ������� �����	���

��� �� ����
� ��� ����� ��� 
��� ����� ���
� ��
���
��� �
�
�
� ��
  ����� ��� ����� �������� ��
���� 
 �
�
� ' ��������
 ������ ' ����

������ "# $)� +� ������ �������
  12 ���
�� ��#��� ���
������� �������	� ��#����� �
 ������ ���
���� $���� ��
���
�
��� �
�
� ��
 �
��� ��%� ��#���� ��#��� ������� 
���#����
�
 
��
�� �����



��������	�
� ������ ��� ��
���� 	�
���� � ���
���� ��

������ ������ �� 20 �������	
�� ������
����� �� ������ 6
������� ������� ������	 �������� ����	 ����������� ���� ���
	� ���� ��������� �
������ �������	
�� �� ������� ���� ��	� ����
���� ������� ������	 ��������

������ ������  ���������� 	������
��	� ���!	��	������ !��
�	�� �	"� �������� �
���� ����� 0,0002� �# $�����
	�� �������
����� ���� ��� � ����		 	� 400 !��	��� �����"	��� ���� �� ��	�
�	"� �������� �
����� �# %���� ��
"�� ���� ��&�� ����		 ����
�� ����������� ��
	�	� � ��� ���� �� ������ ������������ !��	��
��
� �� ��
�� p1 = 0,03'

������ ������  ������� 
�"�� 20 ��
������ ��	��� 12 	� �	�
������� ����
���� ��
��� $�����
	�� ����������� ���� ��� 	�
���� ������� ������� ��
������ ��� ��	 ���"���� ������ (�����

������ ������ �� ���� ������� !����� ������� 	��
����� ��
����� )	���� 	
	 ��!��� %����� ����������� ���� ��� ��� )	����
���"���� 
�����	'

������ ������ *������ ����
 ���
����� (	)�� ������ ��
�)��
�� 	 ��+���� ���	���� �� �������� ,# $�����
	�� ����������� ���
�� ��� ��� ��	����� ����	�� �� ��
�� ��� � ��	 ������ �# %�� 	��
���	��� ����������� ��
	 	������� ��� ���
����� (	)�� ������
���'

������ ������  ���� m ��
�� 	 n ������ !����� �� ���� ���
�	������ ������������ ��� !���� $�����
	�� ����������� ����
��� ��� !��� �����- �# ��
��	 �# ������ (������

������ ������  ����		 ������.�� 	� 30 ����
�� 	������ 5
������������ �� ����		 ���	������ �
� �������	 10 ����
��� /��

	 ����	 ������
���� ���"���� ��
�� ���� ����������� ����	� ��
��	�	������� ����	 ����������� ���� ��� ������ ����	� �� ���
��� ��	�����

������ ����	�  ���� 10 ��
�� 	 5 ������ !����� �� ���� �
�
������� ������� ��	� �� ����	� ���	���� ������.	��� � ���
!���� ����	 ����������� ���� ��� �����	� �� ������� �����
����� ������ !���

������ ����
� %����� ����������� ���� ��� � ������ 	� 30 �
��
����� ���������� ��������� ���� �� � ���	� ���"���� ��	� 	 ���
"� ���� ��"���	�' * � ������ 	� 50 ���������'



�� ������ ��	 
������� ��������

������ ������ � ������� 10000 ������	
 �� ������ 1000 	���

����� �������� ������� �������� 10 ������	� ���������� 	��

��������� ����
 ��� �� 	������ ���� � �� ���� ������

������ ��� 	
������ ��������

���	
�� ���
���� ��������������� ����� ��������� �����
��� A� ��������� � ���� ������� �����	� �������� ���	
��
!
������� "��������� ������� �� �����������

����� �����	
 ����		�

!��#����$�	% ��� ����&��#���� n ��&�����	�' ���������% � ���
&
������ ��$#� � �& ������' 	�$�� ����
���� ��� �� ����
���� �����
����� ������� A� "��&����	 P (A) = p% P (Ā) = 1− p = q � ����#���	
Pn(m) ( ����������� �� �% ��� ������� A ����&��#�� m ��& � n ���
�������'�


#�	 &��������� ��&	�$��� ��&
������ ��������� � ��#� ��	�
����)�� �
�� A � Ā* �����	��% &����� AĀĀA �&������% ��� ������� A
��
+��������� � ,�	 � -�	 ���������' � �� ��
+��������� �� ���	 �
.�	� /���
0 ��	����)�0% � ������� A ����������� m ��&% � Ā ������
������ n−m ��&% ��&���	 ��� ���������� 1��������� ��� ��������'
��	����)�� ����� ���������
 ��������% ������	� 	�$�� ������� m
	��� �& n% ����� ��&	������ �
��� A 2�
��� Ā �� �������'�� 	����'
��&	������� �#��&�����3% ���� ����
 ��������� �& n �� m4

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
.

/���������� ���' ��� ��������' ��	����)�� �#�������% � ��$�
#�� �& ��' ������� A 2���$�% ��� � Ā 3 �����'�#�� �#�������� �����
������ ��&% ��5��	
 ��������	 ����������� ��	����)��
B1 = AA . . .AĀĀ . . . Ā% � �����
0 A �'�#�� m ��&% � Ā/n−m ��&�

/���������� 5��� ��	����)�� � ���
 ��&�����	���� ��������� ��
��������� �����	� 
	��$���� ������������% �����

P (B1) = pmqn−m,

���$� ��� � #�� ��������' ��	����)��4

P (B2) = · · · = P (Bk) = pmqn−m,



������ ��� 	
������ �������� ��

��� ������	
�� ��������� k = Cm
n �

�	� ��������
��� ��������� �����
	� ��	����	
����� ���
��
�� �� 
������ 	��������

Pn(m) = P (B1+· · ·+Bk) = P (B1)+· · ·+P (Bk) = kpmqn−m = Cm
n pmqn−m.

�� ��������  ������ !��������

Pn(m) = Cm
n pmqn−m. "##�$%

&�� ����	����� �����
��	
� ��  ������ !������� "##�$%� � ����

'()*+( �	
�����  ������ ,-./0*12+*(3"+�1�,%� � � ����
 '(456(- 7
-0*12+"+�1�,%�

������ ##�$� ����������	 
�
����� � ���	 
� ����� �������

�� ����� 0,6� ������ ����������	 ����� ��� 8 ��������� ����� 5

�
������

8 � 9 � � � �� :��	; n = 8� m = 5� p = 0,6� q = 1− 0,6 = 0,4�
<�  ������ "##�$% ������

P8(5) =
8!

5!(8− 5)!
· 0,65 · 0,43 ≈ 0,279.

'()*+(���������� ��9���� ������ =����� ����
 ����
">*$% 32(-"-*?4@*0%A
">*B% ,-./0*12+*(3"C� #� D�E%A
">2B% D�BF#EG$#H
� ����
� '(456(- ��	
�
���� ����	�
; ���� 	
�����
-0*12+"C� #� D�E%ID�BFG
J
��
� P ≈ 0,279�

������ ##�B� � ������� 
����� ���� ���� ����������	 �����

��� ���� 
�
�����  ���� ��  ��	!� 5  �� ���	!� 3���

8 � 9 � � � �� J�=����� �	����� �����
��	
; P8(3 � m � 5)� K
�
�����
��	
; � 	��
��
	
��� 	  ������� "##�$% ����	
�����
	� � ����
	���� �����
��	
�� ������� ��	����	
��L 	��
���

P8(3 � m � 5) = P8(3) + P8(4) + P8(5).

M�L��� ��  ������ !������� ������ 	��������� ���������
P8(3 � m � 5) = C3

8 · 0,63 · 0,45 + C4
8 · 0,64 · 0,44 + C5

8 · 0,65 · 0,43 ≈
≈ 0,124 + 0,232 + 0,279 = 0,635.





������ ��� 	
������ �������� ��

������ ����� ����� �����	
�������� ���
 ��������� 
	�� �	�
11 �	
������ �
�����

� � � � � � �	 
��� n = 1� p =
1

2
� � ������������ � ������������

������ ��������	

12 · 1
2
− 1 � m∗

� 12 · 1
2
.

����� ����������� ������������� ���  ������� m∗ = 5 � m∗ = 6�
� ������ ������� ��� �����������!��"  ������� � �����#��$�� ��%
�����������	

P11(5) = P11(6) = C5
11

(
1

2

)5(
1

2

)6

= C6
11

(
1

2

)6(
1

2

)5

≈ 0,226.

����� �����	
�� � �
�����	
�� ������ �������

�$�������� �� &������ '������� ��� (����" n )���� �#� �
�������� #  ��������$� ��)���������� *�#����� ������� *������
��+� ������������#�� &������� �� �����,�� ���(��-+��� ��!��
���������� ��������� ��($��� ����� m �� � n ���$�����"� ���� n
���������� ����#��

������� ���� �*�#����� ������� *�������� ���� ��	
���
���
p �
������� �
����� A � ����
� �� n ����������� ��������� �
�
��
���� � 
����� 
� ���� � �������� �
 ��	
���
��� Pn(m) �
 
�
�
 �
����� A �
������� m 	�� � n ����������� �	�����!��
 	���
�� "�	� n→∞, p ≈/ 0, p ≈/ 1#$

Pn(m) ≈ 1√
npq

ϕ

(
m− np√

npq

)
,  �� ϕ(x) =

1√
2π

e
−x2

2 . ������


������� &��#.�� ϕ(x) ������� � ��(��.�" � ���(��#�" �� ������
�����������! ���� �����-���� /� � �$��������� � �����������#�"
� �����������#�" ���)�����" ��� #��������� ���������� � 01234�
567896:� 561;<6� 5678=6> � �����"�� � ������ ����(�� ��(��.$
ϕ(x) ��������$ ��� 0 � x � 4� ?�� ��� �������$�� ���!������
&��#.�� ϕ(x)� ��-�� ��!�� �+  ������� ��� ��($" x	

ϕ(−x) = ϕ(x), ϕ(+∞) = ϕ(−∞) = 0.



�� ������ 		
 �������� ��������

������ ����� ����������	 
�
����� � ���	 
� ����� ��������
����� 0,6� ���� ����������	 ����� ��� 100 ��������� ����� 50

�
������

� � � � � � �	 
� ������ n = 100� m = 50� p = 0,6� �����������
��������� �������� ������	

P100(40) ≈ 1√
100 · 0,6 · 0,4 · ϕ

(
50− 100 · 0,6√
100 · 0,6 · 0,4

)
≈

≈ 0,2041 · ϕ(2, 04) ≈ 0,2041 · 0,0498 = 0,010.

��� ������� ����� ���������� ���� � �� �� ����������� ���!
�������"� �������� ���� �����"�

�������� ������� ������� ���� � �����# ������ $%&'(%�
)*'+, -.%/)/'012'3,4 56(72	12674
89������ ������� ��������������� �����	��� �������  �!


����98
)*':, ;<;%=-)(� 5� =,	>)?	+80@21)59=9)+−=,,�

0@21:9*='9 7&=)−A��9))(−59=,9?,∧ :,,4
89�������� "������ ����� 
� n = 100, m = 50  p = 0,698
)*':, B;	;<;%=-)�A� +AA� A�C,4
)*.:, A�A+A+D
� ������ ����� ��E��F���� G�G������� /'012'3� � H��� G�G�����!

�� �G���" ���E� �����"� I���J��� ��������� ���"� ��� �������
���� ������ ����������� � �������� ���� ��������� �� ������
����� ���E���������� I������ ��������� �������� ������� � �
������� ����� �" ������ ��� ���� �� H��� I�������

K���J�� =/L<3'5.('%-� �" ����M�� ���������� �� I������
N�������� ��F�� ��������� � ��� G�����# ��� ����#  ��� ��"��!
���� O�������� I������ N������� ��� ����� ���� �	

89#�$��� 
���� %%�& �
��	"�� ������ ������� '������98
)*'P, BQ	=/L<3'5.('%-)�A� +AA� A�C,4
)*.P, A�A+APP�
)*'D, BQ−B;4
)*.D, 1.9783067 ∗ 10−4
R���� �G������ �� ���� ��������� ������" ������ ��� �����!

�� ���� ≈ 0,0002�
$%1ST%/!���E����� ��� ������� ������� ���� ����� ���	



������ ��� 	
������ �������� ��

dLapl :=

∣∣∣∣∣∣∣
y ← 1√

n · p · (1− p)
y√
2 · π · exp

[
− 0.5 · [(m− n · p) · y]2]

dLapl(50, 100, 0.6) = 0.01
��� ������	
�� �����
�� ���
�	����
���� �	����
���� �����

��� ����� �����	
�� ������� A 
������� � ��

�� ��	�	�� ����
����	� ��� � ��� ����!�� n �"#	 ��������	��� ���������	�"�
$������ �������%&� ��������� '�� �	����
���� ������#(

��

��� �������
�� '��� $������� ���
"������ � $�
")�	� *+
����

����������� ���,	 �������� 	
��

 Φ(x) �
���
����

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt. ����-�

.�
")�� *��� ����	� ��	��%&��� ���������/

�,� Φ(x) 
	��	���
�� ������%&� $�
")���
� � 0( ������ ���	�	�	
�� D(y) = (−∞; +∞)�
�1� Φ(0) = 0�
�2� Φ(−x) = −Φ(x)�
�-� Φ(+∞) = 0,5, Φ(−∞) = −0,5�
3���	� ������� , �  �	� ��"��	������ ��� ��"��	�����

������� 1 ��	���� ���

Φ(0) =
1√
2π

0∫
0

e−
t2

2 dt = 0.

��� ��"��	����� ������� 2 ������	�(� ��	
� �	�	�	

�� � ���	+
�	�(

�� �
�	���	/

Φ(−x) = 1√
2π

−x∫
0

e−
t2

2 dt =

〈
t = −u

dt = −du
〉

= − 1√
2π

x∫
0

e−
u2

2 du = −Φ(x).



�� ������ 		
 �������� ��������

�������� � ���	
�	� � ��	������ ���	����� ��� ���	����� ���������
+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt =
√
2π =⇒ Φ(+∞) =

1√
2π

+∞∫
0

e−
t2

2 dt =
1√
2π
· 1
2

√
2π =

1

2
.

+∞∫
0

e−
t2

2 dt =
1

2

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt � ���� �������� ������	�������� ���
���.

����	��� ���
��� ������� ��
�	 � 	!��� � ��"����# � ��	"$
��
�# �� �	���� �	��������	� %� & ������	��	 '( � �������!��� �
 ��	 ����	�
�# � ���������	�
�# ������  �# ��� 
� ��!�	��� %��$
��� 	�) � *+,*-) ./012/) ./34,/5) ./34-/6(& 7 ����� ����"��
��"���� Φ(x) ����	�	�� ��� 0 � x � 5& �������� ����	����� �
�������� � Φ(x))  ���� ����� 	� ���	��� ��� �!"�# x&

������� ���	 %8��	�������� �	��	 � �������(� ���� ����	
�
���
 p ��	�����	 ����
�	 A � ������ �� n ����������� �����

���� ���
�	��� � �
����� �
 ���	 � �������� 
� ����	
���

Pn(m1 � m � m2) 
���� �
� ����
�� A ��	��
�	 �� ����� m1� �� ��
����� m2 ��� � n ����
���	� ����������� ����� ���� n→∞, p ≈/ 0,
p ≈/ 1 !

Pn(m1 � m � m2) ≈ Φ

(
m2 − np√

npq

)
− Φ

(
m1 − np√

npq

)
, %99&:(

��� Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt " #�����	 $������%

;	��	 � 99&< � 99&' ��� 	 "	 ��
���	������&
7 ��
	��# ./012/ � ./34,/5 ��� ������	��� ���
��� �������

��� 	��	��� ���
��� �5=>?@A2/B%0)a, σ ( � C?@A2%0)a, σ()�����	����	���)

�����	 ���	�	��!� ���
��! �����	�	�	��� ��� ��� ������� �
�$

�� %�	
��� D'( �����! ���	�����
1√
2π

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.

;���� ���
��� ������� �������	��� �� ��� ��	�
Φ(x) = cdf>normal(x, 0, 1)− 0,5 � ��
	�� ./012/ �
Φ(x) = pnorm(x, 0, 1)− 0,5 E � ��
	�	 ./34,/5&
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����� �����	
 ��
���


���� ����	
���
� p �	�����	 ����
�	 A � ���
���� ��������
������ � � ��� � � 
� 
������ ���� � ���� ����������� � �
��
������ ������
 �������
��	 ����� !���" #������" $������� ��	
���������	 Pn(m) �� ����%�& n�

������
 ����� ���� ����	
���
� p �	�����	 ����
�	 A � ����
��� �� n ����������� ���
���� ��
�	��� � ������ � ����� � n
������� 
� ����	
���
� Pn(m) 
���� �
� ����
�� A �	��
�	 m ���
� n ���
���	� ���������� ����� ��� n→∞, p→ 0,
np→ a !

Pn(m) ≈ (np)m

m!
e−np. '���()

��������� ���*� "������ ����� p ≈ 1� �����
�	 � ������
������
��� ���� ����
� Pn(m) ������	
� ������ �� ����	
���
� Pn(n−m)
�	�����	 n−m ��� ��
����������� ����
�	 Ā� ����	
���
� ��
	�����	 ��
����� � ����� ���
���� q = 1− p ≈ 0#

	
���
 ���+� $���	
���
� �	�����	 ����
�� �� ����� �
���
��%� ����� ����� 0,01# &��
� ����	
���
� 
���� �
� � ����� �� 100
�
����% ����
�	 ����� ����� ����
��#

, � % � � � �- .�"�!� ����	
���
� ��
������ ��/� ����
�	� 
���
����	
���
� P (B̄) 
�/�� �
� � ���/� �� ����� ����" ����
�� '� ��� �
����
��)�
0�� ��� np = 100 · 0,01 = 1� 
�

P (B̄) = P100(0) + P100(1) ≈ 10

0!
e−1 +

11

1!
e−1 ≈ 0,736.

1�����	 ����	
���
� ����� P (B) ≈ 1− 0,736 = 0,264�

����� ���	���� �
����� �� ����������

$��
� �����	
�	 ���
���	 �������� � ��
�	���" ����	
���
�2
p �	�����	 ����
�	 A � �� ��� �� ��&3 ����
�� A �	������ m
��� � n ���
���	&� .�"��� ����	
���
� 
�/�� �
� �
�������� �
��4

��
�����" ���
�
�
m

n
�
 ����	
���
� p � �����2
��" �������� ��

����%��
 �������/� ����� ε� 
��� ��"��� P

{∣∣∣∣mn − p

∣∣∣∣ � ε

}
� 5����		





��������	�
� ������ ��� �
����� �
��
� ���
��
	�� ��

�������� ��	�
������ �����
 A� � �� ��	���� ������ ��	�
������
������ ��������
 ������
 ��	�
������ �����
 A�

������ ����� �� ���� ��	
������� ������� ���� ���������

�� 120 ������ ��	��� ������� ������ 	 ����	� �������	 ����

���������� �������������� 50� 34 	 36 ������ ���������� �����

��� ������ ������ ���	����	� �������� ���	����� �������� �����

0,96� ������ ! 0,93� ����	� ! 0,95� "������	� ���������� �����

��� �� ����� ��������� ��� 	���� �������� ���	����� ���������

� � � � � � � !���� ������ A ������� � ���� "�� �����"� ��	��#
��� ��� �	����� ����"��� $�����%��� %���� ���� H1 & �����"�
�%
��� ��� �	����� ��	��� �������� H2 & ���	��� H3 & �	������
'� ��	�
������ 	���� 

P (H1) =
50

120
=

5

12
, P (H2) =

34

120
=

17

60
, P (H3) =

36

120
=

3

10
.

(������� ��	�
������ �����
 A �	� )��� *�����%�� 	���� 

P (A/H1) = 0,96, P (A/H2) = 0,93, P (A/H3) = 0,95.

!� ��	���� ������ ��	�
������

P (A) =
5

12
· 0,96 + 17

60
· 0,93 + 3

10
· 0,95 = 0,9485 ≈ 0,949.

+���� P (A) ≈ 0,949�

������ ���,� � ������ �#	�� �����$	��� 30 �������� 	� ���

����� 25 ����������� � �� ������ ! 27� 	� ������� 21 ���������

%�	 ��������� ���� ����� 	� ������� �#	�� ������ 	 �� ����$	�

�	 �� ������ �#	�� &���� ��� ������ 	� ������� �#	�� 	������	

������ "������	� ���������� ����� ��� ��� � ��� ���������

� � � � � � � -����� A & ��
������ ��	������� ������. *���#
��%� H1 & ��	���/��� ��	������
 ������� H2 & ��	���/��� ����	�#
�����
 ������� 0�	�
������ *�����% ���� 	���� 

P (H1) =
25

30
=

5

6
, P (H2) =

5

30
=

1

6
,

� �������� ��	�
������

P (A/H1) =
22

28
=

11

14
, P (A/H2) =

21

28
=

3

4
.



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� ������ �
���������

����������	 ��
���� A

P (A) =
5

6
· 11
14

+
1

6
· 3
4
=

131

168
≈ 0,780.

����� P (A) = 131/168 ≈ 0,780�

������ ����� � ������� ��	�
��� 20 ����	 ������ � 5 ��� ��

�����������	� �� ������� ���
��� ����� ��� ������ ������� ����

������ ���������� �������� �������� �� ������� ���� ����� ���

������ �� �� ���������� ��!�� ��� "�� ��� ����� ��
�� ����#��

� � � � � � �� ����	 �������� Hi� ��� i = 0, 1, 2, 3, � � ������

���	 ��
��� 
���� i ����� ��� ��! �� ����������� ������"�#��� ��

$��%�"��

P (Hi) = C i
20 · C3−i

5 /C3
25.

&�
���� A ' �� ������ ���	 ����� ��� ����� ��� �� (�"����� ��'

��������� )���� ��
���� P (A/Hi) = C3
20−i/C

3
25� &"�������"	���

P (A) =
1

(C3
25)

2
(C3

5 ·C3
20+C1

20 ·C2
5 ·C3

19+C2
20 ·C1

5 ·C3
18+C3

20 ·C3
17) ≈ 0,332.

����� P (A) ≈ 0,332�

������ ����� ������ ���	��
�� ���������
��� ����� �
	����

������� � �
�
��
 ���
�
�����	� ���
�� ��
�
�� �
��������� �
��

������� ������ �
���	� �
	������� ����� 0,8� �����	� � 0,9� ���
����
 ���� �
	�������� ���	��
�� �� ���� �� ������ ��� ����


����	� �� �
	�������� ���	��
�� �� ���� �� ����� � �
���������!

0,7� "���� �
��������� �
�������� ������ ���	��
���

� � � � � � �	 
����� A � ��������� �������� ����������� �����

���	 H1 � ��� ���������� �� ��������� H2 � ���� �������� H3 � ���

��������� �������� �� ������� ����	

P (H1) = p1p2 = 0,8 · 0,9 = 0,72,
P (H2) = p1q2 + p2q1 = 0,8 · 0,1 + 0,9 · 0,2 = 0,26,
P (H3) = q1q2 = 0,2 · 0,1 = 0,02;
��� � p1 = 0,8, p2 = 0,9, q1 = 1− p1 = 0,2, q2 = 1− p2 = 0,1.
! ����� �������� �� ����" �������  ����#$��	

P (A/H1) = 1, P (A/H2) = 1− 0,7 = 0,3, P (A/H3) = 0.

%���&������� ��'��(	

P (A) = 0,72 · 1 + 0,26 · 0,3 + 0,02 · 0 = 0,798.

%����	 P (A) = 0,798�



��������	�
� ������ ��� �
����� �
��
� ���
��
	�� ��

����� ������ �	
���� A ��	�	��	� �	��� ���� �	 	���� ���	�
���	��� ���	�� 
��� P (Hi)� �	 �	��� 	���� ���	���� ���	���	���
���	�� 
���� 	����������� ��� �	 �	����� ������ � !� "�

������   �#� ������� ��	 
���		 ������� � 
����� 	� �	� 5
����������� ������ 	 � �� ������������ �� ������ � � �����������
	 6 �� ������������ � ������� � 10 ������������ ����� �� 	��!
���� ���� 	� 
���	� 	 	� ��"  ������ ����� #��� ���� �$���%��
������������ ����	 ����������	 ��&�' ��� ������ ���� ����
	� 
�����' ������ 	 ������� 
���		�

$ � � � � � �%
&��	��� Hi(i = 1, 2, 3) ' ��
	� i��	� ������( �) ���	���	��� ����

�� ����	��*�	��� ��
	�� P (Hi) = 1/3� + ��� �	
���� A ' ��� ����
�	*����� �����( ���	���� ���	���	��� ,�	�	 �	
���� 
����%

P (A/H1) = 5/12, P (A/H2) = 4/7, P (A/H3) = 1.

-�.	��� ���	���	��� �������� �	 �	����� ������

P (Hi/A) =
1

3
P (A/Hi)/

1

3

3∑
j=1

P (A/Hj) = P (A/Hi)/
3∑

j=1

P (A/Hj).

�	��� ����	/��.� ���	��� ��������� �	��� �	�	� .�. �	
���� A
��	�	��	� ��� ����%

P (H1/A) =
5/12

5/12 + 4/7 + 1
=

35

167
≈ 0,210,

P (H2/A) =
48

167
≈ 0,287, P (H3/A) =

84

167
≈ 0,503.

0������� *�	 �	 	���� ���	���	��� ���) ���	�� 
��� 	����.	��
� ��������� 1/3�

1����% P (H1/A) = 35/167 ≈ 0,210( P (H2/A) = 48/167 ≈ 0,287(
P (H3/A) = 84/167 ≈ 0,503�

������   �2� ( ��"� ����� ������ 
��	����	��� ������������!
�� 40%, 35% 	 25% ���� �����	
��� 
���$�		� 
�	�"�  ��$ $�)��&�
���� ������%��� 4%, 3% 	 5% ��������������� �* +�$��� ������!
����� ��&�' ��� 	���%	�' �� ������ �%�����'  ���  ��$�������,
 * -��� ��
��� �%����� �� ������ 	���%	� �$���%���  ��$��������
����	 ����������	 ��&�' ��� ���  �%� ���%��� � 
�����' ������'
������� ������



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� ������ �
���������

� � � � � � �� �� 	
���� A � �������
� ������� ����
���
�
���
��� H1, H2, H3 �
�
� � 
�� �
 ������� ��
�������
 �

���
�����
 � ����
�� �
�
�� ����� �� � � !
"��

P (H1) = 0,4, P (H2) = 0,35, P (H3) = 0,25,

� #��
���� ���
��
��

P (A/H1) = 0,04, P (A/H2) = 0,03, P (A/H3) = 0,05.

$
���� ���
��
��

P (A) =

3∑
i=3

P (Hi)P (A/Hi) = 0,4 · 0,04 + 0,35 · 0,03 + 0,25 · 0,05 = 0,039.

%��
��
�� 
"
� �
 ����
����
� ������� ������
 � ����
�� �
�
�
�� ����� �� � � ��&��� �
 '
��#�� (�&����

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,4 · 0,04
0,039

=
16

39
≈ 0,410,

P (H2/A) =
P (H2) · P (A/H2)

P (A)
=

7

26
≈ 0,269,

P (H3/A) =
P (H3) · P (A/H3)

P (A)
=

25

78
≈ 0,321.

)��� P (A) = 0,039* P (H1/A) = 16/39 ≈ 0,410*
P (H2/A) = 7/26 ≈ 0,269* P (H3/A) = 25/78 ≈ 0,321�

������ ++�,� ������� ��	����
����� ������� �	���� 95% ����
��� �	������� ���������	��� �	����
� �������� ��	���������
�
����	��� �	������ �	�����
� ������� �� ���!��� � �	����� ���
�����  ��	�������� 0,97� � ��� ����	
� �� ���������	��� ���
�����  ��	�������� 0,08� "���� ��	������� ����� ��� �������
�	�#��#�� ����	��� $�	�������� ������%� ������������ �������
���	��� �������

� � � � � � �� ���
��� H1 � ����� �� 
���� � ������� �
�#����
� H2 � �� �� 
����� $
 ������ ������ P (H1) = 0,95, P (H2) = 0,05�
	
����A � ����� ��� ��
����� �� 
���� � ������� �
�#���� !
"��

P (H1/A) = 0,97, P (H2/A) = 0,08.

!���� 
����
��

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,95 · 0,97
0,95 · 0,97 + 0,05 · 0,08 ≈ 0,996.

)��� P (H1/A) ≈ 0,996�



��������	�
� ������ ��� �
����� �
��
� ���
��
	�� ��

����������	
��� �����

������ ����� � ���� ������	 5 ��
��� ��� ���
 � 4 ��
��
�
 ���� ���
� ���	����� ��� �� � ������� �
���� �����
��
�� ����� ���
 �� ������ �� ���	� �
��
 0,92� 
 ���� ���
�
 � 0,96� �������	 ������
 �
��� �
��
�� ����
��� ��
��
�
�
��� ���	����� ��� ��  �� ��
�� � ������� ���� �
����
����� ����� �
��
���

������ ����� � �
�
��� ������!� ��!������ � ���� �
����
�������	 ����� �
��
 ����"�� 5% ��!������ � ������� ���
#����� ���� � 3%� $
��
 ���	����� ��������� ����
����
��!������ ��!� � ����� �
��
 ������! 60% ���� ��!�������
���%&���	 � �
�
����� 
 � ���� � 40%'

������ ������ (�
 ���
 )�
���%� �������� ���
!�� ����
��� ��� �
*� 3% ��
�
� ���� � 5%� (!	 ����!	 ���
�� 10
���
!�� �� ����� ���
 � 12 � �� ����� +�� ���
!� ���)
�� �
��� �
���% � �� ��* �
��
�� ���!��
%� ��� ���
!�� $
��
 ����
	����� ��� �� �
 ��
��
��
	'

������ ������ �
���	 ����!�� ����"�� 90% �����
��������
�� ��������� 8% ����!�� ����� �
�����
 � 2% ��
��
���� �����
!��� ,�!� ���������� ����!�� �����
��%� � ��� �����
��������
��� ����!�	 �� �����"��
%�� �� ���!
 ����!�� ����� �
�����

60% ����	�  � �����
��� � 10% ��
��
���� ����!�� �
�"�
�����"��
%� �����
���� $
��
 ���	����� ��� �� �
��
��
����
��� ����!��� ��)��)�� �����
���� ������	 � ���!� ����
��
����������'

������ ������ � ����� ��
��
� �� 36 �
��
"��� 2 �� ���%�
��!��
- �!	 ���� � ������� ��
��
�� �  �� ��#�� ������
������ �
���. 27 � 1, 48 � 3� $���!�� �����
�� �
��
� ��� ��
�
���� ��
��
��� �
��� ���	����� ��� ��. 
/ ������ �
��
�
"��� ���� �����	�� ����!��� �� ����� ��!��
- �/ ��
 ���
�������� �
��
"��
 ���%� ��!����

������ ������ � ����� ����"
&�% 5 )
��� ��&�� ��!�� )
��
��!� ��� �
��
�� ���!���� ��� )
�� �
��� ���	����� ���
�� ���!������� )
� �
"���	 ��!��� ��!� ��� �����!"���	 
�����
�
!��� ���
�� )
�� � ����� �� �!��
%��	 ���� �
����
�























�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

�������� ��	
�	�� ��
�����	���� �����	����

��� σ(ξ) � 0�
��� σ(C) = 0�
��� σ(Cξ) = |C| · σ(ξ)�
��� ��� �	��������� ��������� �	����� ξ � ζ�

σ(ξ + ζ) =
√

σ2(ξ) + σ2(ζ) 

!� "	 � � 
��#	����$ σ(ξ) �����	����	� ��	#	�% ����	���� ���&
������ �	������ ���� 	' ��	
�	�� ����	��� ����	�����	���� �"�&

����� 

��������	�
� ������ ��� �
����� ��������

������ () �� ������ ������� �� 10 	�
��� ���������� ������
������ ������ � ������� ������
������ ������� �
� ������� 	�
�

����� 0,98� ��
� ������� �� ����� ���������� ��	� �� ��	���  ����
����������� ����! ��� �� ������ ����� �����	� ����� ��� 	�
��

* 	 + 	 � � 	� ,
	�% n = 10, q = 0,98, p = 1− q = 0,02, m = 2 -�
.�����	 /	������ �(( ��

P10(2) = C2
10 · p2 · q8 =

10!

2!8!
· 0,022 · 0,988 ≈ 0,015.

0��	�� P10(2) ≈ 0,015 

������ () �� ���������� ���	��� ������������ ����
�� �� ���
������������ 
���� ����� 0,9� "�����
��� ����������� ����! ���
�� ���� ��	���	 ������ ����
�� m = 0, 1, 2, 3, 4, 5 ����	��� �����
��������

* 	 + 	 � � 	� -� .�����	 �(( �� #�� n = 5, m = 0, p = 0,9, q = 0,1
���
	� �	��������% ����$ ��� ��	
� #��� ������ ��
	��� �	 ��"	���
����
������

P5(0) = C0
5 · (0,9)0 · (0,1)5 = 10−5.

1� ��
��$ 2�� ��3���	 �������% �����	������� -�� 
����� m
3�
	� ��	�%�

P5(1) = C1
5 · (0,9)1 · (0,1)4 =

5!

1!4!
· 0,9 · 10−4 = 0,00045,

P5(2) = C2
5 · (0,9)2 · (0,1)3 =

5!

2!3!
· 0,81 · 10−3 = 0,0081,



��������	�
� ������ ��� �
����� �������� ��

P5(3) = C3
5 · (0,9)3 · (0,1)2 =

5!

3!2!
· 0,729 · 10−2 = 0,0729,

P5(4) = C4
5 · (0,9)4 · (0,1)1 =

5!

4!1!
· 0,6561 · 0,1 = 0,32805,

P5(5) = C5
5 · (0,9)5 · (0,1)0 = 0,59049.

����� ����� 	��
 	����������

5∑
m=0

P5(m) = 1.

��� ��� 	��������� p5(5) ≈ 0,591 ��	����� 	������ �� ��������
	������� ������� 	����� ��� ����������
 ��������

������� ������� ������� 	���� ���������� ���������� �����
���� �� ���� ���!� 	��������	���� �����"������ ��������

#$%&'$����������(
)*&+, -.$/)/&012&3,4 5662&716289(:4
)*&;, <('$=8-&01)6/5>3&7.'&$-)=� :� ?�@,� =� ?� :,A
)*.;, [1.0 10−5, 4.5 10−4, 0.0081, 0.0729, 0.328, 0.59]
)*&B, 0C')<D=E� =� +� F,
)*.B, +�?
G� 	����� ������ ��������� �����H�� ������ 	 ������� �������

	�"�� 	��������� 	���������� �� I������ J������� ���
k = 0, 1, · · · , 5( P5(0), · · · , P5(5)�

#$1KL$/����������(
=(M?��: Pk := dbinom(k, 5, 0.9)
P T =

(
10× 10−6 4.5× 10−4 8.1× 10−3 0.073 0.328 0.59

)∑
P = 1

N�	��( P ≈ {10−5, 0,00005, 0,0081, 0,0729, 0,328, 0,59}�
������ O@�;� ��������	 
������� ������ �������� 7% ������

����� ����	������ ���� ��� ����� ������� ��������� ����� ����
������ �! �� �������	 �� ����� ������������ �! �� ����� ����
����� ����������
�� �! ����� ���� ����� ����������
��

� � � � � � �( ����� n = 6, p = 0,07, q = 0,93.

�, G��������� P1 ����� ��� �� ���P��� �� ������ �����	������
�	������� ������ �� I������ J������� ��� m = 0(

P1 = P6(0) = C0
6 · (0,07)0 · (0,93)6 ≈ 0,647.



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

�� ������ 	��
��� �������	�� P6(1) � P6(2)�

P6(1) = C1
6 · (0,07)1 · (0,93)5 ≈ 0,292,

P6(2) = C2
6 · (0,07)2 · (0,93)4 ≈ 0,055.

����� �������	�� P2 ����� 
�� �� ����� ���� ���������� �����
������������ ��������	� ��� 	����

P2 = P6(0) + P6(1) + P6(2) ≈ 0,994.

�� ��� ���
6∑

m=0

P6(m) = 1,

�� �	����� �������	�� P3 ����� 
�� ����� ���� ���������� ����� ���
���������� ���������	� ��� 	���� �������	����

P3 =
6∑

m=3

P6(m) =
6∑

m=0

P6(m)−
2∑

m=0

P6(m) ≈ 1− 0,994 = 0,006.

������� �� !"��������� �#�$%�$ �����$ &���
��
'(!)� *�"�+,-!./'01234!56"!�-'+� 7� 898:�� +� 8� 7�;
(%o3[0.0647, 0.292, 0.055, 0.00552, 3.11 10−4, 9.378 10−6, 1.176 10−7

'(!<� *=�.>"'*?+@� +� A� )�;
'(6B� 89CCB
'(!<� *)�.>"'*?+@� +� B� :�;
'(6<� 8988<DB
��/EF�1���������
+�G8997 Pk�G14!56"'+� 7� 898:�
P T =

(
0.647 0.292 0.055 5.518·10−3 3.115·10−4 9.378·10−7 1.176·10−6)

P2 :=
2∑

k=0

Pk P2 = 0.994 P3 :=
6∑

k=3

Pk P3 = 5.839× 10−3

H����� P1 ≈ 0,647 P2 ≈ 0,994 P3 ≈ 0,006.

������ DC9B� ������� �	��
���� � ��	������� 0,92 ������

�
������ � ��	������� 0,06 � �
����� � ��	������ �	���� � � ���

	������� 0,02 � � ����	������ �	����� �	��
������ 50 �
������
��	������ ��	������ ���� �� �	��� �� ���� 	� �
����� �

��	������ �	���� � ���� � ����	������ �	�����



��������	�
� ������ ��� �
����� �������� ��

� � � � � � �� ���	���	 
�� ������� 
���� �
�� ���	���
������ ������	������� �����
������� �
���

n = 50, p1 = 0,92, p2 = 0,06, p3 = 0,02,

k2 = 3, k3 = 1, k1 = n− k2 − k3 = 46.

���


P50(46, 3, 1) =
50!

46!3!1!
· 0,9246 · 0,063 · 0,021 =

=
47 · 48 · 49 · 50

6
· 0,02162 · 0,000216 · 0,02 ≈ 0,086.

�
��� �������� 0,9246  !"#� ��� �$�#���� 	�#�� ����	�� 
�$�����!� � %&'()& ��� %&*+,&-�

. ���	��� �/�� ��0���� �����!��� ����� �$���" �!�
�!�$1
��
���� 0$�� ����
����� !���"� ����� �$�������� ���1 �����!���!��
��������� 2!�1 ��
����� 3
�"� �������!������ ����� m∗ ������4
��� ��0$!�� A � n �������	$1 ���$!���1 	�#�� ����
���!� ��
���	��� ����5��

������ �/�6� ������ �� �	
���� ���������� �	������� ��

��
�� 	� �	���� ��	� �����	 � ��������	� ��	���	��� �	
��

���� ������ 	� ����	�	 ��
��� ����� 0,6� ����� �����	�����

���
	 ����	� � ��� � ��	���	��� �	
�����  �	�	 ���
� ����	��

� � � � � � �� �
��� n = 8, p = 0,6, q = 0,4� ���


(n+ 1)p− 1 � m∗
� (n+ 1)p ��� 4, 4 � m∗

� 5, 4.

7��
��!����� ��0���� �����!��� ����� ����" m∗ = 5. .����!4
���!� ��!� ����" �� ����	� ���

P8(5) = C5
8 · (0,6)5 · (0,4)3 =

8!

3!5!
· 0,07776 · 0,064 ≈ 0,279.

3!��!� m∗ = 5, P8(5) ≈ 0,279�

������ �/�8� ��	���	��� �	
����� � �� ���
�� ���	�	 �	��

�� ����� 0,75� �� �	���	
� ������� ������ � 103 ���
��� !��	

���
	 ���
�� ���	�	 �	��� � �� ���"	
 ��	���	#

� � � � � � �� 30�����	 p = 0,75, q = 0,25, n = 103. ���


0,75 · 104− 1 � m∗
� 0,75 · 104 ��� 77 � m∗

� 78.

�" "" �
��� (n+1)p ��!� 9���� ����� !� ��:��!��;! 
� ����4
���!�����1 ����� m∗ = 77, m∗ = 78.



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

������ m∗ = 77 � ��	

������� ������ � ��������� ��������� � ������������ ����

�� �������	

������ ��	�� ����������	 ��
�� ��� ����� ��������
� ����
�������� ����� �������� � ������� ������ ����� 0,56� ���� �����
����������	 ��
�� ��� � 120 �������� ������ ����� ��������
���� 67 �������� �����
� ������


 � � � � � �� � ������ ������

n = 120, p = 0,56, q = 0,44, m = 67, npq = 29, 568.

������ ������� ! ����� �������	 "�� ���

x =
m− np√

npq
=

67− 120 · 0,56√
29, 568

≈ −0,04, ϕ(−0,04) = ϕ(0,04) = 0,3986,

���

P120(67) =
ϕ(x)√
npq

=
0,3986√
29, 568

≈ 0,073.

#��� ���  $������% � �� &��� �������%������� ����� �����
m∗ = 67& ������ ����%������ ��%�����% m∗& ��� ����& ������������
��� (≈ 0,07)	 '�� �$(%��%���% ��& ��� �������% ����%������ ����
��������) �� m = 0 �� m = 120	

*+,-.+���������
/0-12 34.56�76458
/0-92 :;:+<=/.& 3& <2�>/?�1@AB67/3C<C/1D<22&

?@AB67/9C0<-2C 5,</D E	FC//.D3C<2C?2�92 2G
/0-H2:;:+<=/I�&19E&E	FI2G
/0JH2 E	E�HH
*+7KL+M���������

L;Lapl :=

∣∣∣∣∣∣∣
y ← 1√

n · p · (1− p)
y√
2 · π · exp

[
− 0.5 · [(m− n · p) · y]2]

L;Lapl(67, 120, 0.56) = 0.073
������ P120(67) ≈ 0,073.

������ ��	�� �  ��� �������� 150 �������� ����������	 ���

�� ��� ��� ������ � ������ ����� ��������� � ���� �������
����� 0,2� !��� ���������� ��
�� ���" �# �� ����� 40 �������



��������	�
� ������ ��� �
����� �������� ��

��������� 	 
��� ������� �� �� 25 �� 35 
���	�� ��������� 	

��� �������

� � � � � � �� �� 	 
���� ������ ��� 
�������� ��������
������ ��
����� ��� ��� n = 150� ���� n > 100� � 
�� p = 0,2, q = 0,8
�������� npq = 24 > 20� ����� m = 40�

x =
m− np√

npq
=

40− 150 · 0,2√
24

=
5√
6
≈ 2, 04.

� ������� �� ��� ϕ(2,04) = 0,05 �� �!���� "##�$�� 
������

P150(40) ≈ 0,05/
√
24 ≈ 0,010.

�� 	 ���� ������ ��
��%��� ����!������� ������ "##�&�� �����
m1 = 25, m2 = 35�

x1 =
m1 − np√

npq
=

25− 30√
24

≈ −1,02, x2 =
m2 − np√

npq
=

35− 30√
24

≈ 1,02.

' 
�(�� "##�)� �� ���

P150(25 � m � 35) ≈ Φ(1,02)−Φ(−1, 02) = 2Φ(1,02) ≈ 2 · 0,346 = 0,692.

*+,-.+/0
�!������
"123� 455627,5689�$: 7�3;<: 5�<�&:= >3�&;: >&�?;:
"12)� @A+/"/2B,62C�:
"12D� 5/4EC27A>2+@"$<�7�5�=
"1AD� <�<33
"12#� 9�3FBG6,"7H5H"3 I 5��= J3�">3I7H5�H9= J&�">& I 7H5�H9=
"1AK� L3�<&3
"1A3<� 3�<&3
FH ���������� �� ����������� ������� �����
��HF
"1233� MN�9/4E7A6>+@"J&� <� 3� I 9/4E7A6>+@"J3� <� 3�=
"1A33� <�)K?
FH ���������� �� ������� ��������HF
"123&� MO�BP>"5/4EC27A>2+@"Q�7�5��Q�>3�>&�=
"1A3&� <�D?K
*+,-.+/0
�!������
7�R3;< 5�R<�& GR3I5 >3�R&; >&�R?;
/C27A>"$<� 7� 5�R<�<33

x1 :=
m1− n · p√

n · p · q x1 = −1.021 x2 :=
m2− n · p√

n · p · q x2 = 1.021

FH ���������� �� ����������� ������� �����
��HF



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

��������	
����� � ����	
����� ��������
�� ���������	 
� ������ ����������

PB :=

m2∑
k=m1

dbinom(k, n, p) PB = 0.739

��������� !" #$��%&���$"' ��"&�(� )�!��*� +�,� $�*-"��-" ��.
$#/�$$ � �$�0�$#1�

2�3��� P150(40) ≈ 0,011; P150(25 � m � 35) ≈ 0,739�

������ ����� ���� ������	 
������� ������ ������� �������
���������� 40%� ��	�� ����������� ����� ��� �� ���������� ���
������	 ������� ������� ������� �! �� 110 �� 140 ������	� �! ��
"���� 110 ������	� �! �� ����� 109 ������	�

� � � � � � �	 
����������� ������������ �������� �������
����� n = 300, p = 0,4, q = 0,6�

�� ������ ��������� ��� !�� ������ �� m1 = 110 � m2 = 140	

x1 =
m1 − np√

np q
=

110− 300 · 0,4√
72

= − 5

3
√
2
≈ −1,18,

x2 =
m2 − np√

np q
=

140− 300 · 0,4√
72

=
10

3
√
2
≈ 2,36.

"����

P300(110 � m � 140) ≈ Φ(2,36)− Φ(−1, 18) ≈ 0,491 + 0,381 = 0,872.

#�� $���������� � ������� ��$����� $��� �� $������$�� ����% &��
'��� ���������$��� $���������� $'���� ���$������������ &����
m∗ = 120�

'� 
 (��� &���� ����&� ��)�� ���)��� m1 = 110% � m2 = 300�
���&���� x1 '��� ������� $ �� �� �% ������ �������

x2 =
300− 120√

72
=

180

6
√
2
≈ 21,21.

*���$����$�+,�� $����������

P300(110 � m � 300) ≈ Φ(21,21)− Φ(−1,18) ≈ 0,5 + 0,381 = 0,881.

$� "�  � ����� $�����������

P300(0 � m � 109) � P300(110 � m � 300)

��$�� -% ��

P300(0 � m � 109) = 1− P300(110 � m � 300) ≈ 1− 0,881 = 0,119.



��������	�
� ������ ��� �
����� �������� ��

������ P300(110 � m � 140) ≈ 0,872; P300(110 � m � 300) ≈ 0,881;
P300(0 � m � 109) ≈ 0,119�

��	 
���	� ���� n ������ � p ��� ������� ���� �������� ���� �
�!� "��#�$ �%����� & '��� 
���� "���(�$�
	 
��"������
��) *��+
����) ,�

���

������ �-���� ��� �������	� 
��������� �� �������� ������
����������� ����� ��� ���� 
�������� � ���� ������� ������
������� �
��
 0,003� �
��� ����������� ����� ��� � ���� ����
���������� ��� 
��������� ���� �� ����
����� 200�

. � � � � � �� ,�
������ n = 200, p = 0,003, np = 0,6� �� "��
m = 3

P200(3) =
0,63 · e−0,6

3!
≈ 0,019.

������ P200(3) ≈ 0,019�

������ �-���� ����������� ���
���	� 
�����
 ����
 �����	�
� ������� ����� �
��
 0,004� �
��� ����������� ����� ��� � �����
��� ����� �� 1000 �
 ��� �� �� �� �
 ������ ���
�������! 
" ���
�
 ���� " ���� �
 ��� �" �� ���
 �� ���
��������

. � � � � � �� & ����� 
���� n = 1000, p = 0,004, np = 4�
"�'���� ����� "�������� *������ ,�

���

� /��
� m = 2 �

P1000(2) =
42 · e−4

2!
=

8

e4
≈ 0,147.

0� 1� �� m = 5� ��

P1000(5) =
45 · e−4

5!
≈ 128

15 · 54, 6 ≈ 0,156.

�� ,�� m = 0

P1000(0) =
1

e4
≈ 1

54, 6
≈ 0,018.

������ P1000(2) ≈ 0,147; P1000(5) ≈ 0,156; P1000(0) ≈ 0,018�

������ �-��2� �����	#�� ��	������� �����������
 ��������
1% �
	��
���� �������� �
��� ����������� ����� ��� ����� 200
������� �	
����� �
	��
����! 
" ����� ���� " ����� ��$�� �" ��
��� ��$�� �" ���� � �����



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

� � � � � � �� ��	 	�	 n = 200, p = 0,01, 
� np = 2�
� �����
���
� 
���� �
� 
�� ������� ����
 ���	���������

P200(3) =
23 · e−2

3!
≈ 0,180.

� �����
���
� 
���� �
� ����� 
��� ������ ����
 ���	���������
�� ��
�� 	�	 �����

P200(m < 3) = P200(0) + P200(1) + P200(2) =
20 · e−2

0!
+

21 · e−2
1!

+

+
22 · e−2

2!
≈ 0,677.

� !��	���	� �����

200∑
m=0

P200(m) = 1,


� �����
���
� ������� ����� 
��� ���	������� ������ 

P200(m > 3) = 1−
3∑

m=0

P200(m) ≈ 1− (0,677 + 0,180) = 0,143.

� "���
�� #��
� �� ���� ������� ���	�������$ � #�� ���� ����%
��� �����	�������$ &��
���&���'���� &�(
��� ��	���� �����
���
�

P = 1− P200(0) = 1− e−2 ≈ 0,865.

)
��
� P200(3) ≈ 0,180; P200(m < 3) ≈ 0,677; P200(m > 3) ≈ 0,143.
*��� � �������� &���������
� ��
�������� 
������ +�&����


�����
�� �,���
� �
	������� �
����
����� ���
�
� &�������� ��%
��
�� �
 ���
��
�
��-.� �����
���
�� 
� ��&�����-
 &�����'��%
��- /������ 011�1�

������ 12�34� ����������	 
������� ������ � ������ �

800 ��������� �
����� ����� 0,6� ���� ����������	 �����

��� ��������	��� ������� 
������� ������ ��������� ��

��� ���������� 
� ���������� ������ �� ����� ��� �� 0,03�

� � � � � � �� 5���� n = 800, p = 0,6, q = 0,4, ε = 0,03. 6�'��
�� 
� �����
���
�

P
(∣∣ m
800

− 0,8
∣∣ � 0,03

)
.

!� /������ 011�1 (
� �����
���
� �����

2 · Φ
(
0,03 ·

√
800

0,6 · 0,4
)
≈ 2 · Φ(1,73).



��������	�
� ������ ��� �
����� �������� ��

�� �������	 
���	 Φ(1,73) ≈ 0,4582. ���������
�� ����	��
�����
���� ���
� 2 · 0,4582 = 0,9164.

����� ≈ 0,916�

����������	
��� �����

������ ������ ���������	 
��������	 ����� ��� 
 ���	�� ����
���� ���	 ������ ����� �
� ���	����� ���������	 ������� ���	�
���� �����	 ��
�� 0,51� ��
���� � 0,49�

������ ������ ���������	 ������
���� �����
���� �������
��
� 0,02�  � ���	!�� ������ ������� ���������� 10 !��� � ����

������� �" ������
�� #��� ����� �" �������� �
� ��� ����� ������

�$"� �� 
�� ������ � ����������� ���������	 
��������	
����� ��� 
�� ������ ����� ��
�������

������ ������ %��� 
$�������$" &�"�� ������� �����
���� 6%�
���������	 ������� 
������� ����� ���$" ������� 
 ������ ��
500 !����

������ ������ %��� ������� &�"� �����
���� 12%� '���� 
����
�����	 ����� ��� �� 300 ������� &�"� ����� �������
�� 35�

������ ������ ���������	 ����� ��� �����	 � ���!�� ���
���
�� �()� ��
� 0,25� '���� 
��������	 ����� ��� ����� 200 �������
� ������$" ������� ����
���$�� �������� �� 40 �� 50�

������ ������ ���������	� ��� ������� *������ ����� ������
��� ������
�� ��
� 0,75� '���� 
��������	 ����� ��� �� 100 ���
����� *������ �������� ������
� �����+ �, � ���� 71 � � �����
80 �������� �, � ���� 71 �������� 
, � ����� 70 ��������

������ ��� !� ���������	 ����� ��� �����
����
� ������� ��
�
� 0,001� '���� 
��������� ����� ��� 
 ������ �� 5000 �������
��������+ �, �
� �����
�$� ������� �, � ���� �
�" �����
�$"
��������

������ ��� �� '� *����	���� 1000 �������
� ���������	
����� ��� ��� ������ �������� 
 ������ ������ ��
� 0,002�
'���� 
��������	 ����� ��� 
 ������ ����� �������� ����� ��-"
�������
�

������ ���  � ����� ��"�������� ������� ���
����� 625 ���
����� � ����� ���������	 ����� ��� ������� �����
���� ��
�



�� ������	
���
 �����
 ��� ������� �
������

0,02� ����� � �	
�������� 0,95 �
����� � ����
�� ���	� ������
�	� ����� m �
������� ���	��� �
	�� �
��	
	���

������ ������ �	
������� ����� ��� ����	�
 ���� �	� 	 ���

���������� ���� 	 ����������� � � ���������� �
	�	���� 
��� ���

���	����	� 0,05, 0,08, 0,87� !� ��"	� ��
��� �	
���� ��� �
��	
�
�� 100 ������ #�
	�	���� �	
������� ����� ��� �
	�� �� ���	�
��� ���� � �	� �� ����	�
�� � ��� ��� � ���� �� ����	�
���

������ ������ �	
������� �����	�� ������� � ��$��� �����

���� 
��� 0,7� %������ �$� �
��	��� ��������� ����� ���
�	
���	� 		 ����� �����	�� ������� 
������� 10&
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������ ��	 
�������� �������� �������

������� �	
���������� ������� �	
��������� �����������

���	���� ��������� ������
�� �	
���������� �	���	�����

��� ���	��� � �
���
�� ����������� 
���	���� �������

����� ����	
� ����������
�

�	� ���� �������� � �������� ������ �
�����	� 
���	��	�
�������	 �����
��! ���������
� 
���� "	����� �	
��������� #
�	������ $%�&� '�	�� �	��� 
 �
�������� 
���	����� �������
�	�� ������	!���� �������� "�	����� 
���
���!� ��(�� ����
���	!��� �
� "�	����� �" ��������(� ���������	� )� ����"�����
"		�� ������
������ �
�� ������	���� ��� "�	����� ��*���� ���
�������� ������
	����� 
��
�� "		��� 
���	���� �������� ����
(���� �� �
�� 
���	���

����������� %+�&	 �������� 	
��	������� F (x) ����
���� ���

������ ξ �
���
���� ��	�������� ����� ��� ξ �	����
 ��
�����

������� x�

F (x) = P{ξ < x}. ,%+�&-


����� %+�&	 �
��� F (x) � ����	���� �� �	
��� �� ����
����

�������� �� �	���	
  !"#"

. � / � � � �0 ����� �
�(� ��/��� *�� "		�� �	��� "�	�����
F (x) � �������� ����	� �� 1������ ,%+�&-0

F (0) = P{ξ < 0} = 0; F (0,5) = P{ξ < 0,5} = 0;

F (1) = P{ξ < 1} = 0; F (2) = P{ξ < 2} = 0,1;

F (1, 1) = P{ξ < 1, 1} = 0,1; F (1, 9) = P{ξ < 1, 9} = 0,1;

F (2, 1) = P{ξ < 2, 1} = P{ξ = 1 ��� ξ = 2} = 0,1 + 0,4 = 0,5;

F (4) = P{ξ < 4} = P{ξ = 1 ��� ξ = 2} = 0,1 + 0,4 = 0,5;

F (5) = P{ξ < 5} = P{ξ = 1 ��� ξ = 2} = 0,1 + 0,4 = 0,5;

F (6) = P{ξ < 6} = 0,1 + 0,4 + 0,3 = 0,8;

F (9) = P{ξ < 9} = 0,1 + 0,4 + 0,3 = 0,8;

F (10) = P{ξ < 10} = 0,1 + 0,4 + 0,3 = 0,8; � ���



�� ������ 	
� ���������� ��������� ��������

�������� ��� �	
� ���� ��� ����������� ����������� ��������
����������� ������

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 ��� x � 1;
0,1 ��� 1 < x � 2;
0,5 ��� 2 < x � 5;
0,8 ��� 5 < x � 10;
1 ��� 10 < x.

 ! "����� �#����$�� �� ���% &%

0,1

0,5

0,8

1,0

1 2 5 10 x

y

���� �� ������� �	
��������� �
������� 
���	���� ��������

'������� �������� ������� �������������%

	(� 0 � F (x) � 1, F (−∞) = 0, F (+∞) = 1)
	*� P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1))
	+� F (x) �� �������)
	&� F (x) ���������� �����)
	,� -�� ���������� ��������� ��������� #�������� ��������

./%(� ������� ������������� ����������� � ��#����� � ���0
��1 xi � ������� �������� ������ ��� ���1 ������������
#�������� �� ������1�����1 �����1 	�% ���% &�%

2������� ( ��������������� �������� �# ����������� /3%(%



������ ��	 
�������� �������� ������� ��

��� ������	
���	� ����	� � �����
� F (x2) = P{ξ < x2}  ��

����� 
���	���	
� �
���
�	��� ����	���

F (x2) = P{ξ < x2} = P{ξ < x1 ��� x1 � ξ < x2} = P{ξ < x1}+
+P{x1 � ξ < x2} = F (x1) + P{x1 � ξ < x2} ⇐⇒ F (x2) = F (x1)+

+P{x1 � ξ < x2} ⇐⇒ P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1).

����	� � �
�
��
��� �	
��
	 �� 	����� �	� ������������ 	 � 
��� x2 > x1 ������
��

F (x2)− F (x1) = P{x1 � ξ < x2} � 0 =⇒ F (x2) � F (x1).

����	� ! ����
� �
� ������	
���	� "�������� �	� #���$��
F (x) �����
	�� �
��
����� ��
�  	���
 x� 
��� lim

x→a−
F (x) = F (a) 

%�� ���� �� ��� !� &	� ����	� ������
	�� ��� #���$�� �����
�
'
�
��� �����
	��� ��������� 
������ ��� ��	������ ������	�
�'
���  ������ ����
 ��������� 
����� ��� 	��(
 ���
	 �����
���
	 � F (x) ���
	 �
��
���� 

����� ����	
� ����������
� ����������� ��������

���
�
��

����������� )* �	 ������� F (x) �	
���� ������� �������
��� ������������ �
� � ����������� F ′(x) �������� ���� ����
�������� ��
� 	��������� ��������� �������� ����� � �������
F ′(x) ���� ��� ������� !��� ����"

+ ���	���	�� 
��� ���������� F ′(x) �
��
����� 	� ��� �������
�
��
����� 	 � ���(
�	� 	��
� ������ ���	� 

����������� )* �	 #
������� �
����� ξ ��������� �������
���� �
� � $������ F (x) �������� � �	
���� ������� �������
��� ����������� F ′(x)"

����	� #���$�� �����
�
�
��� �
��
����� ��������� 
��'
���� �

,-. 0 � F (x) � 1, F (−∞) = 0, F (+∞) = 1/
,�. P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1)/
,�. F (x) �
 ����
	/
,!. F (x) �
��
����/
,0. P{ξ = a} = 0 ��� �1���� ����� a 

������	
���	� �
��� � ����	 ������� ��	���1	 ���
�2�'
��
  ����	
 )* - ����	� ! ��
��
	 �� ���
�
�
��� )* � ����(
�



�� ������ 	
� ���������� ��������� ��������

�������� �� P{a � ξ < a+Δx} = F (a+Δx)−F (a) �	
 Δx > 0 � �����
������

 �� �������� �� ������� ��������� �������� �� ��������

lim
Δx→0+

P{a � ξ < a+Δx} = lim
Δx→0+

(
F (a+Δx)−F (a)

)
= F (a)−F (a) = 0.

�� lim
Δx→0+

P{a � ξ < a + Δx} = P{a � ξ � a} = P{ξ = a}� �����
�� ������� �������� �� ���	�	����� ��������� ���
�
�� �	
�
���
�� ��� ���� ������
� � ������� ��	����������
!	�"
� "���#

 	���	������
� 	�����	
����$ � ������ ��
%�

���	�	����$ ��������$ ���
�
� � �� 
��� ��
� 
� �
���� �	���
���������$ �� 	
�� ��

x1 x2

F(x)

xa
x1 x2

F(x)

x

1

b
� &

F(x)

x

1

ba

F(x)

x

1

� %

���� �� ������� �	
��������� ����������� 
���	���� ��������

'���
� ��� ��� �	������������ �� 	
�� ��� "���#

 	���	������
�
� ��������� ���
�
�� � ������� ��	��������� �	
�
��� ������
�

� �	�� ������ �� �(
$ ����� ����
 a� P{x1 � ξ < x2} = F (x2)−
− F (x1) = 0 − 0 = 0� )�� "���#

 	���	������
� *	
�� ��&+ �������
��� ���
�
�� � ������� ��	��������� �	
�
��� ������
� 
� �	���
 ������ �� �(
$ �	���� ����
 b� P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1) =
= 1− 1 = 0�
)�� "���#

 	���	������
� 	
�� ��� ��������� ��	�������� ���

����� � �������� �	�� ���� &���� ������ ��� �	�� ������ �	
�
����� �(
$ (a; b)�



������ ��	 
�������� �������� ������� ��

��������� ����� �������� � ��	
�
�� ��� ������	���� ����
��� ����
�	
� ������	
 ���
�
 � �
�
		�� ���������� �
�	
 ����
�
��	�� ��	���� �
��������	�� 	
  ��� ����������! ��� "���#�
������
 ��	���� �
��������	�� ��� "���#�  �
 ������	����$ %���
�&� ��� 	�������	�' ����
�	�' ������	 	� ����� �	
��	�� �������
��� 	�������� �
��	���� �$�$ � ������������ �� ��������� (  ��
	� ����	��� ������	���� ���
�
	�� � ����������$

����� ����	�
�� �
�������	��

� ����	
���	�� � ����� ��� ��
������ ���
����
� 	
��������
��������� ��������� 	
������ 	 �������� ����
����� ��	���� ��
�������� ����� ������� �����
�
�
���� ������� �
��
��	�� ���!
����� 	
������ ���� �" �������� �����	���� �� ������� �����
!
�
�
����

	
�������� ���#� %���	����� �
��������	�� ϕ(x) )��� ����
����	��
��	�� ��	����� �
��������	��* 	�������	�� ����
�	�� ���
����	� ξ 	
���
�� ������ ��������	�� �� �& ��	���� �
���������
	��!

ϕ(x) = F ′(x). $���%&

��������� ���%� %�������� ��	���� �
��������	�� �������	��
����
�	�� ������	� ����� �����	�
��� ����� ��� �& ����
	��
����	���� �
��������	�� 	������	��
$

'	����	� ��������� �����
�
�
���(

$�& ϕ(x) � 0)
$%& ϕ(−∞) = ϕ(+∞) = 0)
$*& ϕ(x) ������� �
��
��	��� �������)

$#& F (x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt)

$+& P{x1 � ξ < x2} =
x2∫

x1

ϕ(x)dx)

$,&

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1�



�� ������ �	
 ��������� ��������� ��������

������ ������ ��	
���� ������� ���	������������ ���������
	��������� ���� � �		������������ ��	
��� ������� ������������
��	������ �� ���	��	��� �	!�

"�	
���	 # ������� �	 ���� �$�����	
 �	���	
 % ��	�� & '�
()
����* ���� F (x) + ����		(��$��� �� ϕ(x),

P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1) =

x2∫
x1

ϕ(x)dx.

-����� ��������	 �������� ��	
���	 .,

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = P{−∞ < ξ < +∞} = 1.

"�	
���	 # 	$������* ��	 �	��� ����	���
�	
 �������� ���
��	������	� [x1; x2) �	� /�����	� ϕ(x) ����� ���	���	��� �	����)
��� � 0�	� ��	�����	� ���� ���� .!�

x1 x2

(x)ϕ

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

x

���� �� ����������	 
�
����� � 
���������

1�� x2 (�$�	 � x1* ��	�����	� �� � �	��� ����	���
�	

�������� �	��	 $������ �	��� � ����	�/	 ����� 2� �	����*
��	 ���	���	�� �	������� ���������	
 ����
�	
 ������� � ��)
����� (x; x+Δx) ���(��3��	 ����� ϕ(x) ·Δx�

4��	���	����
 ���� �	��	��� ϕ(x) $��������� � ���������
��������� ϕ(x) ��	
�
���� ������� �������� ξ 
���� ��
������

��� 	�	������ � ���� ����
��� (x; x + Δx)� ��������� � �����

����� ����
�����





�� ������ ��	 
�������� �������� �������

����� �� �������		 ���
���� � �������	 	�����

P{0 < ξ < 3} =
3∫
0

1

4
dt =

1

4
t
∣∣∣3
0
=

3

4
.

������ C =
1

4
; P{0 < ξ < 3} = 3

4
�

����� ����	��
����� ��
���
� 
 �
�����
�

����������� ��������� ���
�
�

����������	� ����	� �������	������� ��	���	� 	 �	����		
�� ���������� �����
��� ���	�	��� �����	�� ��� ����������
�����
��� ���	�	�� ξ �	�	���� ��� ������	� 	� ���������� [a; b]�
������ � ��� �� n �������	! �������� ��	��
 Δx1,Δx2, . . . ,Δxn 	
������� � ������ 	� �	! ��	�������" ����� Ci (i = 1, 2, . . . , n)�
#�	���� ��� �����
��� ���	�	�� ξ ����� �	�	���� ������ ������	�
Ci � ������������	 pi = ϕ(Ci)Δxi $����������	 �����	� � i%
 ��%
�����&� ��
��� �������	������ ��	���	� '��
 �	�������
 �����
��

���	�	��� ∑

i

Ciϕ(Ci)Δxi.

(���
�� � ������ �	 ��������		 � ���" ��	�� ��	����)��� 	�

������! ��������� ����	� ������ ���
 	�������

b∫
a

xϕ(x)dx�

����������� *+��	 �����������	�� 
������� �������
�

������
� ������� ξ � ��
�
���� ������������ ϕ(x) ����������

M(ξ) =

+∞∫
−∞

xϕ(x)dx. $*+�,&


������� *+�,	 �����������	
� 
������ �������
� ��	�

��� f(x) 
� �������
� ������
� ������� ξ ����������� �
 �
��
�����

M(f(ξ)) =

+∞∫
−∞

f(x) · ϕ(x)dx,

��� ϕ(x) � ��
�
��� ������������ ξ�



������ ��	 
�������� �������� ������� ��

����������� ��	���	�� 
�
 ��������	
��� �������� 
������
�
������� �����	�� 	�������	� ��� ����������� 	�������� ���
������

D(ξ) = M
(
ξ −M(ξ)

)2
.

����	����� ��	���	�� ����������� 	�������� �������� 	 �����
��������� � !" 	����� ��	� �� 	�����#�� $�������

D(ξ) =

+∞∫
−∞

(
x−M(ξ)

)2
ϕ(x)dx. %� !&'

�	� 	���	�� ��������	
��� �������� � ��	���	��( ���������
��� � �������#�� ��
)��( 	�������	� � *�� 	�����!

� 	���	�� & ��������	
��� �������� �	�������	� ������ �����
��	���� 	�������� �������( 
����� +��� ������� � �! ,�!- ��� ��	�

����� 	�������� �������! .�� ���( ��+� ��	���	����� *� ���
���� �� ������������ 	�������� ��������( ��������� ���������
	�������� �������� (ξ; ζ) 
�
 ��
��( 
�������� 
������ ������
	� ����������� 	��������� ���������� � ��� 
������ ����������
$��
)�� ��	���������� F (x; y)�

F (x; y) = P{ξ < x; ζ < y}.
�+#�� 	���	�� $��
)�� ��	���������� F (x; y) �����+�� �����

���� � ��
)�� �&! /��	� ����� ���
�( �� ���� $��
)�� ��	�
���������� F (x; y) ��������� 	�������� �������� (ξ; ζ)( ����� ���
����� $��
)�� ��	���������� 
����� 	�	�����#�� Fξ(x) � Fζ(y)
%	�! �! �&!-'! �+�����( ���+#� ������( �������!

����������� � !0	 ��� �����	
�� ������
� ξ � ζ 
��������


����������� ���� ��
���� ����������
�� F (x; y) ������
�	 ����

��	
�	 ������
� (ξ; ζ) ���
� ��������
�� ��
���	 ����������
��

�������������

F (x; y) = Fξ(x) · Fζ(y).

1���������� �+����� �����	� ������ ������	���	� n 	������
��� ������� ����� �� $��
)�� ��	�����������

F (x1; x2; . . . ; xn) = Fξ1(x1) · Fξ2(x2) · . . . · Fξn(xn), ���

F (x1; x2; . . . ; xn) = P (ξ1 < x1; ξ2 < x2; . . . ; ξn < xn).

.�� ��	
����� 	�������� �������( ���������� �+��)�� ��	�
����������( *� ����������� 	����	� 
 ����������� � �! ,�!-!



�� ������ �	
 ��������� ��������� ��������

� ������� � �	
��������� ��������� �	����� ���		 �������� �
�	����� � �	����� ��� ���

����
��	� ���� ������� ����	���� ��� �����	���� ��������� �	!
������ �	 ���� �����
��� � "����	 #$��%& � ����'��� �����	���!
��� ��� �	��	������ ��������� �	������

(��� �����	�� ������	��	 ����	���� �����		 �������� �� "��!
��	 #$��)&� ������� ��� �	��	������ ��������� �	����� ������	�
���*

D(ξ) =

+∞∫
−∞

x2ϕ(x)dx− (
M(ξ)

)2
. #�+��&

,����� � ����	���	�� ��� ������	������� ��
����� �	��	������
��������� �	������ ����� 	� ��	��	-� 
���	��� ����� 
�	��� ��	��		
���������	���	 ������	��	*

σ(ξ) =
√

D(ξ). #�+�)&

������ �+�%� ����� ����������	
�� �������� �	���	�� �

	����� 
��������	
�� ��
������� ����������� 	�������� ��������

�� ������� �����

. 	 / 	 � � 	* 0� "����	 #�+�%&� ������ �� �������� ϕ(x) �������

�� ���� ��� �� ��� x ∈ [0; 4]� M(ξ) =

4∫
0

1

4
xdx =

x2

8

∣∣∣∣∣
4

0

= 2�

0� "����	 #�+��&� ������ �� �������� ϕ(x) ������� �� ����
��� �� ��� x ∈ [0; 4]� � ����� M(X) = 2� ����	���-� � ���	�	
�+�1� ������	*

D(ξ) =

4∫
0

x2 · 1
4
dx− (2)2 =

x3

12

∣∣∣∣∣
4

0

− 4 =
16

3
− 4 =

4

3
.

0� "����	 #�+�)& ������ σ(x)* σ(ξ) =

√
4

3
=

2√
3
≈ 1,155.

2��	�* M(ξ) = 2, D(ξ) =
4

3
≈ 1,333, σ(ξ) ≈ 1,155�

����	�
�� �+��� � ��
������� ����� ��
��� �������� ���

����� 	 ��		������������ ��	������ ����
����	��
���� �	��� !

����	� � ��"���





�� ������	
���
 �����
 ��� �����
���
 ���	����
 �
��	���

� � � � � � �� ��	
���� ����
��� ξ ����� ������ ���
���� ��
���� ��� �������� ��������� ����� ����� � �� ������� �  � ����
����� � ������! "# ����������

P{ξ = 0} = 1− 1

6
=

5

6
, P{ξ = 1} = 1

6
.

$������ ������%����� ����� ��%�

ξ   
p �&'  &'

������ (�!)� � ������ �� 15 	���
	�� 10 ������ �� ��
����

������ �	������ 3 	���
	�� ��
	���	� ����� ��
���������� �
��

	���
	�� �� ��
��� 
���� �	���������

� � � � � � �� *�������� ��	
���� ����
��� ξ + 
���� �	������
�� ,����- ���%� ��������-# + ��������� ���%	./�� �������-� ���0

����

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3.

1��������� �������-# ���
���� ξ ���%	�� �%��� �� ����	��
�������������
������ ������%������

P{ξ = k} = Ck
n · Cm−k

N−n/C
m
N ,

�%� N + ��/�� 
���� �	������� n + ����
����� �	������ �� ,����-�
m + 
���� ��������-# �	������� k + 
���� �	������ �� ,����- ���%�
��������-#! $��%�

P{ξ = 0} = C0
10 · C3

5

C3
15

=
2

91
, P{ξ = 1} = C1

10 · C2
5

C3
15

=
20

91
,

P{ξ = 2} = C2
10 · C1

5

C3
15

=
45

91
, P{ξ = 3} = C3

10 · C0
5

C3
15

=
24

91
.

2���� ������%����� ������ ��%�

ξ �  3 )
p 3&( 3�&( 4�&( 34&( 

2%��� �	��� ����������� ����� �%�����!

������ (�!4� � ������� ����	
� 4 ���	��� 
 �������� �	

0 �� 3� ������ ��
	��� ��� ���	���� �����	� �� 
������� �� 

����� 
���� ������� ���	���� ��
	���	� ��� ��
�����������



��������	�
� ������ ��� ��	������� 	�������� �������� ��

� � � � � � �� �� 	�
��� 	���� ����� ���
���
� ����� ���
�
�����

0 + 1, 0 + 2, 0 + 3, 1 + 2, 1 + 3, 2 + 3.

�����
���
� ����	���� ������ ����� ��������� � ����� � !" ��
�����" ������������ 	����� #" ��
��	��
�� ��� ����$ %���� �&�����"
����	��� �����'(�� ��� ������������� ��� �����

ξ � ) # * +
p � ! � ! � # � ! � !

������ ,-$+� �� ���� ���	
��� ��������� 4 ��
����� ��	�
��� �� ����� ��� ����
��
� �����
��

 ���	
��
 �������� �

�
�������� 0,3� ��� ����
��
� � �
�������� 0,7�  ���� ����
!����� �
��!��� ξ " !��� ����
���� ������ ��
���� � �
��
�� ��������  ������ �����#� �����
�
�
��� �
������
��

� � � � � � �� .��	����� ����	��� ξ ����
 �������
� �����'(��
���	����� -" �" )" #" *$ /����� �����
���
�" � ��
����� ��� �������0
�
 1
� ���	����$ 2���� ����
 ���
� �����
��	����� �������������"
��� p = 0,7, q = 0,3. P{ξ = 0} ��
� �����
���
�" 	
� ��
������� ��
������
 �� ������ ���
�3���" 
$�$ ��
�����
�� ����� ������$ /� 1
�
�����
���
�" �������� ������'" ����� -"4$ �
��" P{ξ = 0} = 0,7. .
������ �
�����" P{ξ = 1} ��
� �����
���
� �����(���� ���� ��&�0

��� ������ ������
 ������ ���
�3�� � ��
�����
�� ����� �
����$

.������
�����"

P{ξ = 1} = p · q = 0,7 · 0,3 = 0,21.

5������	�� ���������" ������" 	
�

P{ξ = 2} = p · q2 = 0,063, P{ξ = 3} = p · q3 = 0,0189,

P{ξ = 4} = q4 = 0,0081.

%���� �&�����" 
�&��6� ������������� ����
 ����

ξ - � ) # *
p -"4--- -")�-- -"-!#- -"-�7, -"--7�

������ ,-$!� $������!
���� ����� ��� �������� �������
�
 �	
� ��������� %��
 ���
��
 � �
�������� p�  
�
������
�� ����� ���������� ����� 	
 ���
 ������� �
��% ���������

% ���
���� ����� ��� �����
�
�
��� !���� ���
���� ��%���
����

�
	�� ����� �
�
��������� ������



�� ������	
���
 �����
 ��� �����
���
 ���	����
 �
��	���

� � � � � � �� ���	
 ���� ���� ���������	��� ��	�����������

�� ��� ����� ������ �� �� ���� ���� �� �����	� ����������� ���

������ �������	
 � ��	�� ������� �� ������� ��������� � �����

1− p = q� ��� P{ξ = 1} = q� !���� � ��	� ��� �������� �	�� ����
��� ������� ���� ���� �� � ����� ��������� �� "���� �� ������

��������� P{ξ = 2} = p · q. #���������
P{ξ = 3} = p2 · q, ..., P{ξ = m} = pm−1 · q, ...

$�������
�� ����%� ��	���������� ���� ����

ξ & ' ( ���

p q pq p2q ���

)� 	�������* 	 �� ���+ ����	
* ���������	���� ��	����������

p � q � ������ 	����� ��������	
 ��	����
��		����� ��	��� � ��������	��� ��	���� � 	����+� � ���

������

������ ,-�.� ��������� 	
������ ξ ��
�
��
��� ��
������ ���

��� ����
�
�
����

ξ ��� ��� ��� ��� ���

p ��� ��� ��� ��� ���

��
�
��� ���
�����
�!�
 �"�����
� ���
���� � ��
��

 !	���

�������
 ��!���
��
 ������ ��������� 	
�����#$

� � � � � � �� /�������	��� �������� ����� 	���� ����������

��+ �	�� �� ������� � �������+ �� �� �������	��

M(ξ) =
n∑

i=1

xi · pi
���

M(ξ) = 1,2 · 0,2 + 1,6 · 0,4 + 2,3 · 0,1 + 3,2 · 0,2 + 4,5 · 0,1 = 2,2.

0�� ���������� ��	���	�� �� 1������

D(ξ) = M(ξ2)− [M(ξ)]2 .

2������ ��+��� M(ξ2)�
M(ξ2) = 1,22 · 0,2 + 1,62 · 0,4 + 2,32 · 0,1 + 3,22 · 0,2 + 4,52 · 0,1 =

= 1,44 · 0,2 + 2,56 · 0,4 + 5,29 · 0,1 + 10,24 · 0,2 + 20,25 · 0,1 = 5,914.
"���� �������� ��	���	��

D(ξ) = 5,914− 2,22 = 1,074.



��������	�
� ������ ��� ��	������� 	�������� �������� ��

������� ������	
���� �	�����
� ������ ��� ������ ������	���


� �
�����

�

σ(ξ) =
√

D(ξ) =
√
1,074 ≈ 1,036.

�	��	� M(ξ) = 2,2; D(ξ) = 1,074; σ(ξ) ≈ 1,036�

������ ����� ����� ����������	
�� ������� 	�������� ���

������ ζ� �	��

ζ = 4ξ + 3η, M(ξ) = 11, M(η) = 8.

� � � � � 
 �� �������� ��	���	
������ ��
���
� ����� �� 

�����! ��
�
� ����� ����� ��	���	
����
! ��
���
� "	
! ��
�
�


 ���	�#���� ����
	�� ����� �����
	� �� ���� ��	���	
�����$�

��
���
#% 	�

M(ζ) = M(4ξ + 3η) = M(4ξ) +M(3η) =

= 4 ·M(ξ) + 3 ·M(η) = 4 · 11 + 3 · 8 = 68.

�	��	� M(ξ) = 68�

������ ����� ��������� �������� ξ � η ������	���� ����� �	�

���	�� 	�������� �������� ζ = 5ξ − 6η� �	�� D(ξ) = 3, D(η) = 2.

� � � � � 
 �� � ��&	�� 	�$�% �	� �
�����
# ������	
 �����
 

�
��! �������! ��
�
� ����� ����� �
�����
� ��$����! 
 �	�

���	�#���� ����
	�� ����� �����
	� �� ���� �
�����

% ������#

�$� � ������	% ����
��

D(ζ) = D(5ξ − 6η) = D(5ξ) +D(6η) =

= 25 ·D(ξ) + 36 ·D(η) = 25 · 3 + 36 · 2 = 147.

�	��	� D(ξ) = 147�

������ ���'�� ��	
������ 	�������� �������� ξ ��������� ���

��������� ��������� x1 	 ��������	��� p1 x2 = 5 	 ��������	���

p2 = 0,4 � x3 = 4 	 ��������	��� p3 = 0,5� ����� x1 � p1� ����� ���

����������	
�� ������� M(ξ) = 6�

� � � � � 
 �� (�� ��� � )*�� ������ ����������
# ����� �� 

��#	���	�� ����� '% 	� p1 = 1−p2−p3 = 0,1� ����	��## � ������	��

M(ξ) = x1p1 + x2p2 + x3p3
�
����� ������% ����
� 6 = x1 · 0,1+5 · 0,4+4 · 0,5� �	�)�� ������

x1 = 20�
�	��	� x1 = 20; p1 = 0,1�



�� ������	
���
 �����
 ��� �����
���
 ���	����
 �
��	���

������ ������ ��������� ��	
���� ��������� ���
	���� ���
��
��� �	���� x1 = 2, x2 = 5, x3 = 6� ����� ����� �������� �	�
���	��
����� ���	��� ���� ����
��� � �� ��	�	�	� M(ξ) = 4,4;
M(ξ2) = 22� �	��� ����������� p1, p2, p3� ������������ �� ��	�

����� x1, x2, x3�

� � � � � 	 �
 � ����� �������� �����	� ����� ������	�� �	�����
�������	� ���� �������	�
⎧⎨⎩ p1 + p2 + p3 = 1

2 · p1 + 5 · p2 + 6 · p3 = 4,4
22 · p1 + 52 · p2 + 62 · p3 = 22.

���	�  �� �	�����! ������ 	�"���� ����#�����	


p1 = 0,3 p2 = 0,4, p3 = 0,3.

$����
 p1 = 0,3; p2 = 0,4; p3 = 0,3�

������ ����%� � � ��� ����� n ������� �� ������! ��� "�	�
���	����� #� � ��	 ������	�� ������ ��� �	 ����� � ��! $���

$��	 �� "��� ������ "�	���	���� ������� %���	���& �� �	�$����

����� 
���	 ������! ������� �	��� M(ξ) � D(ξ) ���� ���
	����
����
��� ξ�

� � � � � 	 �
 &���#������ ��'�! �� (����� ������� 	����	� )����
)��"�������! ����� p1 = 1/n� &���#������ ��'�! �� (����� 	����	�
)���� '�����! � ������ )��"�������! (� ������� �������	# �����

p2 =
n− 1

n
· 1

n− 1
=

1

n
.

*��	 ��� (����� 	����	# '�����! � ������ + ���! ��

p3 =
n− 1

n
· n− 2

n− 1
· 1

n− 2
=

1

n

	 ���� ,�"	� �)�����! (������ ��"�� ���(�������	#

ξ � % - ��� .
p �/. �/. �/. ��� �/.

0�# �����	# ����	 ���(��������# 	��������	 ������	


1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
,

12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.



��������	�
� ������ ��� ��	������� 	�������� �������� ��

�����

M(ξ) =
n∑

i=1

xipi =
1

n
(1 + 2 + 3 + ...+ n) =

n+ 1

2
.

M(ξ2) =
n∑

i=1

x2
i pi =

1

n
(12 + 22 + 32 + ...+ n2) =

(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

D(ξ) =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (

n+ 1

2
)2 =

n2 − 1

12
.

���	�
 M(ξ) =
n+ 1

2
; D(ξ) =

n2 − 1

12
�

������ ����� ������� ��	 	
������ ����	� ����	 �������

�	������ ��	���	� 	 �	�����	� ����� �	��� ������ ������� �����

��� �� ���� ���� 
������

� 	 � 	 � � 	
 ��������� �	�	� ξi �����	���� ��������� �	������
� ����� ����� �!"����# �� ����� $%�� ����� � �	�	� ξ � ����� �����
����� �����!	 �!"���� �� ��	# ����&#� ����� ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 �

M(ξ) = M(ξ1 + ξ2 + ξ3) = M(ξ1) +M(ξ2) +M(ξ3).

'���	 ���� "�����(�� �������!	 �	�����! ξi �	�������! ��

D(ξ) = D(ξ1 + ξ2 + ξ3) = D(ξ1) +D(ξ2) +D(ξ3).

)������!	 �	�����! ξi ��	�� ���������	 ���"�	�	�	��	 � ��	%
�����	�(�� � ��������!	 ������!	 #�����	�������� ) ��*��� +����
"������


M(ξ) = 3 ·M(ξ1), D(ξ) = 3 ·D(ξ1).

,	��&������ �!"��	��& ������ ����� ����� ����! "�+���� �����
���"�	�	�	��& ��& ξ1 ��		� ���


ξ1 � - � . / 0
p �10 �10 �10 �10 �10 �10

��� ��� ���	�����	���	 �2�����	

M(ξ1) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
,

�� M(ξ) = 3 · (7/2) = 21/2.
3��	�����	���	 �2�����	 ��& �������� ����� ��������� �	�����!

M(ξ21) =
1

6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) =

91

6
,





������ ��	 
��� ����������� ���

������ ������ ����� ����	 
���
��	�� ����
�	�� ������	��
�����	� ξ� ����
�� ���� �
�	����� ������ ��� �	��	��� x1

� �
���	����� p1 = 0,1 � x2� �
���� x1 < x2� �����������

�����	� M(ξ) � ����
��� D(ξ) �����	�� M(ξ) = 3,9, D(ξ) = 0,09�

������ ������ ������	� �	��	�� ����
�	�� ������	�� ��
����	� 
��	�� −2, 1, 4�  
� �������� ��� ����	� �����������
�����	� M(ξ) = 1,9, � ���� M(ξ2) = 7,3� 	���� �
���	����
p1, p2, p3� ����
� ������������ ����
�	�� �	��	��� �������

	�� �����	��

������ ������ !
�"	� �
� �#
���	� ������ ����� ������
������ �����	� ����� ����
���� ����� ������ ����
� �������

	� ��$ #
�	�$�

������ ��	 
��� �����������

���	
����	� �������������� ������������� �����	��� ������
��	
��������	� � ��	
��������	� �������������� ����	
���	�
�������������� ����	��������	� �������������

����� ������	
���� 	�����
����

���� ��	�����	 n �� �����
!" ���!����# � ���	���	��$ p �	�
������� �	%!��� A � ��&�	
 ���!����� '���!����� ��������(� )%	�
 ����
 ξ * �����#��$ ��������+ �����$ ����� �	������# �	%!��� A
� n ���!�����"� �	 ,	�
��� ��������

P{ξ = m} = P (m) = Cm
n pmqn−m, ��� q = 1−p, m = 0,1, . . . , n. '����(

����	�
���� ����� %���
��	� ����
�	�� ������	�� ����
��	�� �������� 	���
���		�� ��&��'�� 	�������� &�	����

���	���

ξ � � � . . . k . . . n
p qn npqn−1 C2

np
2qn−2 � � � Ck

np
kqn−k � � � pk

���	
����	� ������������� 	����������� ���
� ����
����
� n
� p�



��� �����	 
�� ��� ������������

�������� 	
� ����� ��� ����
���
�� ���� ��
����
�
������  ���
�
�
�� � ������� ���
����

(p+ q)n =

n∑
m=0

Cm
n pmqn−m.

��� � ������ �
������ (p+ q)n =
(
p+ (1− p)

)n
= 1�

������ ��
���
�	����� �������� � ��������� 
���� ���	�����
���	���� ���  
��� �����
��� ξ  ��� ����� n ��!������� ���"
	����� ���	�� ξi (i = 1, 2, . . . , n)� 
����� 	
� ξi = 1� ����  i"� ����"

���� �������� ����
�� A� � ξi = 0� ����  i"� ����
���� ��������
����
�� Ā� #	������ 	
�

ξ = ξ1 + . . .+ ξn. $%��&'

(  
�� ����� �
����� �����)� ������� ��! �������� ����
�� A 
n ����
�����* ��
������ ��������� ���� �����

+������������ ������ �! ���	����� ���	�� ξi !���,
�� 
����"
)���

ξi � -
p p 1− p

#	������ 	
�

M(ξi) = 1 · p+ 0 · (1− p) = p,

D(ξi) = M(ξ2i )−
(
M(ξi)

)2
= 12 · p+ 02 · (1− p)− p2 = p− p2 =

= p(1− p) = p · q.
.���!���� ����
��� ��
���
�	������ �������� � ����������

����	��� �� ��!������� ���������  /������ $%��&'�

M(ξ) = M(ξ1) + . . .+M(ξn) = n · p,
D(ξ) = D(ξ1) + . . .+D(ξn) = n · p · q.

0
��� ��� ����������� ���������,���� ���	����� ���	��� ξ ��"
��	���

M(ξ) = np; D(ξ) = npq. $%��1'

������ %���� ������ ���	��� 4 ��
�� ������� 
���� ��������

������ ����� �������������� �������� � �������� ����� ������

��� �����



������ ��	 
��� ����������� ���

� � � � � � �� ��	
�� ���������� ���
���� ���� �� �������
�������� ��� n = 4� p = 0,5�

P4(0) = 0,54 ≈ 0,0625; P4(1) = 4 · 0,5 · 0,53 = 0,25;

P4(2) = C2
4 · 0,52 · 0,52 ≈ 0,375;

P4(3) = p4(1) = 0,25; P4(4) = p4(0) ≈ 0,0625.

������	 ����� ������
������ ��
����� �������	�

ξ �  ! " #
p ���$!% ��!% ��"&% ��!% ���$!%

'� �������� () *"+ ��,�
���

M(ξ) = n · p = 4 · 0,5 = 2; D(ξ) = nqp = 4 · 0,5 · 0,5 = 1.

-���� M(ξ) = 2, D(ξ) = 1*

����� ����	
�
�
�
 �������

'���.  ���������, �������� n→∞, p→ 0� ���� /��
np → a* 0�1
�� ��� ����/����.  �* 2)*#� ���������. Pn(m) ������3
4���� ����
������� � ����5.6 ������� '��������

P{ξ = m} = am

m!
e−a, a > 0. () *#+

����������� ) *!	 ����������	
� �
�����	� ������	� ���
�
�
	�� ��������� ������ ������� 	��������� ����������	
�� �����
�	� 
�
 �����	���
� ����������	
���

7������ ����� ������
������ '�������  �
� ��������

ξ �  ! . . . m . . .

p e−a ae−a
a2

2!
e−a * * *

am

m!
e−a * * *

������
������ '������� ����
������� �
��� ���������� a*
8���4��� /�� ����� ��, ����������	 ����  *





������ ��	 
��� ����������� ���

ξ � � � � . . .
p p p(1− p) p(1− p)2 p(1− p)3 . . .

����	 
	��������� �	� ��	 ����� ���� ���	���	���� ����� �
����
�� ���	
������  �	 ���	��	����!�	"#

$�����	� �	��	�����% ξ ����� �	�������� ���	������� �	&��� A
� ��������� '������� 
	 ����	�	 �	������� �	&��� A� ����
p = p(A) � ��(
	� ��������# )	(�	 
	�����!� ��	%

M(ξ) =
1− p

p
, D(ξ) =

1− p

p2
.

*����	������ ������
������ ����+��� ������
�������� 
�������
�� �������� �������# ,���� �����	���� ���	�	�� ������
������
��������� �������� �������#

����� ����	
���	� ������������

����������� -�#�	 ����������	
� 	�������	� ������	� ���
�

�
	� 	��������� ���	���	�� 	� [a; b]� ���
 ���	��� �����������

	
� ����		� 
 ��
�	� � � 	� ��� ������ 
 ���	� 	��� �	�

���

ϕ(x) =

{
C ��
 x ∈ [a; b],
0 ��
 x /∈ [a; b].

.��	�!��� / ��	����	 ��	��	��� ������
������ ��# -�#�"� ���
0�
�	������� C#

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1 =⇒
b∫

a

Cdx = 1 =⇒

=⇒ Cx
∣∣∣b
a
= 1 =⇒ C(b− a) = 1 =⇒ C =

1

b− a
.

.���� ��	��	��! ����	����	 ������
��0��	� �� [a; b] �������	�
������� 	���
������� �	 1	�����%

ϕ(x) =

{ 1

b− a
��� x ∈ [a; b],

0 ��� x /∈ [a; b].
�-�#/"



��� �����	 
�� ��� ������������

� ������� �	�
��	�  ��������� ��� ����� ��
��� ������� ����
���������� 

F (x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt.

��� x < a F (x) =

x∫
−∞

0dt = 0;

��� a � x � b F (x) =

a∫
−∞

0dt+

x∫
a

1

b− a
dt =

x− a

b− a
;

��� x > b F (x) =

a∫
−∞

0dt+

b∫
a

1

b− a
dt+

x∫
b

0dt =
b− a

b− a
= 1.

����	 
� ������ ������� ������������ �����
���� �������
������� �� [a; b] �������� ��������

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 ��� x < a,
x− a

b− a
��� a � x � b,

1 ��� b < x.

��� !"

#����
����� ������������ ����������� ���
� ����
����
� a �
b $������ �������� � ������� ������������ �����
����� �� %&'()
�������� ������� ����������� �� ��� � 

(x)ϕ

xa b xa b

1

F(x)

���� �� ��������� � 	
���� ������������ ������������

������������



������ ��	 
��� ����������� ���

������ �������	
���� �	���	� 	 �	�����	��

M(ξ) =

+∞∫
−∞

xϕ(x)dx =

b∫
a

x

b− a
dx =

1

b− a
· x

2

2

∣∣∣∣a
b

=
(b− a)2

2 · (b− a)
=

a+ b

2

D(ξ) =

+∞∫
−∞

x2ϕ(x)dx− (a+ b)2

4
=

b∫
a

x2

b− a
dx− (a+ b)2

4
=

=
1

b− a
· x

3

3

∣∣∣∣b
a

− (a+ b)2

4
=

(b− a)3

3 · (b− a)
− (a+ b)2

4
=

=
4 · (a2 + ab+ b2)− 3 · (a+ b)2

12
=

(b− a)2

12
.

����� ��� �������� ������������� �� [a; b] ���
���� ���	
	�
�� ���
	��

M(ξ) =
a+ b

2
; D(ξ) =

(b− a)2

12
. ���� !

��������� ����� ������ P{x � ξ < x + Δx} ��	 
���		� ��
a � x < x + Δx � b� ����
��� ������� � ������	 ��� ������
��
�����

P{x � ξ < x+Δx} =
x+Δx∫
x

ϕ(x)dt =

x+Δx∫
x

1

b− a
dt =

x+Δx− x

b− a
=

Δx

b− a
.

 �! �	�	�� "�� ��������� �� ���	�	� � x� ���� � ��#�$
�	� ����#
�!� ��
��	 [a; b]� � ���! � ��	�% ����#
�!� Δx�
&�	� '(�������� ������	� �����������	� ) ���������� *����$
���� ������������ +��������, � ����!
 [a; b] �������� �$
�������� -���	��� �� � "�� ��
��� ������� ������	� ��
�����
���	�	�% ���� �����	�� ����!�� M(ξ) = a+b

2
�

	
���
 ���"� ������� �����������	� ������� �� ����!�
[0; 4] 	 ����� �
�. ��� �/� ����	 ������� 	 0
�!1	. ����������$
�	�� �������	���!� #	���	� 	 �	�����	.�





������ ��	 
��� ����������� ���

(x)ϕ

x x

1

F(x)
λ

���� ��� ��������� � 	
���� ������������ �����������

������� ������������

M(ξ) =

+∞∫
−∞

xϕ(x)dx =

+∞∫
0

xλe−λxdt = λ

+∞∫
0

xe−λxdx =

=

[
u = x du = dx

dv = e−λx v = −1

λ
e−λx

]
= −xe−λx

∣∣∣∣∞
0

+

+∞∫
0

e−λxdx =

= −1

λ
e−λx

∣∣∣∣∞
0

=
1

λ
.

����������	
�� �������� ���	���� � ��������� ����

D(ξ) =

+∞∫
−∞

x2ϕ(x)dx− 1

λ2
=

+∞∫
0

x2λe−λxdx− 1

λ2
=

1

λ2
.

����� �	� �����������	
�� ������	����� �	������� ��	�����
��	�����

M(ξ) =
1

λ
; D(ξ) =

1

λ2
. ��� ��!

��������� �� "� ����� ������	
� �	� ��� ��� ���������
�������� ������	�� ����� ξ1, ξ2, ξ3, . . .� ����� ����������
��
�� ��������� � �����	��� λ� ���������	 ��������� �����
	� ��������� ���	���	 ����� �� 	� ����� �	����� ��� ����
����	 ������	�
 � ��!����"� 	� ������	�� �	�� ����	��� �������
#�#�� �� ����� ������	�� ����� t� $��$	�$ ��������� ����
������ ����� ������������ ��������� � �����	��� a = λt%





��������	�
� ������ ��� ������ ��	��������� � ��
��
	�� ���

������ ��	
 ������ F (x) 	���������� ���������	
 �����
 �	
�������� � �	���� �� �� �� �� �� �� ������� � �� ���! ��!

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, ��� x � 1,
1/6, ��� 1 < x � 2,
1/3, ��� 2 < x � 3,
1/2, ��� 3 < x � 4,
2/3, ��� 4 < x � 5,
5/6, ��� 5 < x � 6,
1, ��� 6 < x.

1 2 3 4 5 6

5/6

1/6
2/6
3/6
4/6

1

F(x)

x

���� ��� ������� ������	 
���

"��	�#��� 	���$������ ������ ������$������ %&'!�(� �����	�)
��� ��$ ��$�� � �� ����������� �����
��� ��������!

������ &�!�� ��������� 	
������ ξ ����� ������
� �����

�
�

���

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 ��� x � −2,
(x+ 2)2 ��� − 2 < x � −1,
1 ��� x > 1.

����� 	
��������� ����� ��� 	 �
�������
 ��������� 	
�����

�� ξ ����
� ����
��
� ������
���
 	 ���
�	��
 (−3/2,−1).
* � + � � � �, -��	���	��# �	.	� ��	 ξ ������ ��������� ����/)

����	� � ��������� (−3/2,−1)� ����� �����0���/ ������ ������)
$������ �� ��	� ���������,

P (−3/2 < ξ < −1) = F (−1)− F (−3/2) = (−1 + 2)2 − (−3/2 + 2)2 =
3

4
.

1����, 0,75!



��� ������	
���
 �����
 ��� ������� �����
�
�
��� � ���������

������ ����� ����������	 
������	 ������� ξ ������ �����
��
��� ��
���������	 ϕ(x) = cosx � ��������� (0,π/2)� ��� �����
��������� ϕ(x) = 0. ����� ����	���
�� ����� �� ξ ������ ����
����� ������������� ��������� (π/4, π/3)�

� � � � � 	 �
 ��	��	 ������

P (a < ξ < b) =

∫ b

a

ϕ(x)dx.

�� �����	�� a = π/4, b = π/3, ϕ(x) = cosx� �������������� ����
��� �����������

P (
π

4
< ξ <

π

3
) =

∫ π/3

π/4

cosxdx = sinx
∣∣π/3
π/4

=

√
3−√2

2
≈ 0,159.

�����
 ≈ 0,159.

������ ����� ����  ��!"�	 ��
���������	 ����������� 
�����
��� ������� ξ

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 ��� x � 1,
(x− 1)2 ��� 1 < x � 2,
1 ��� x > 2.

����� ������
�� ��
���������	 ϕ(x)�

� � � � � 	 �
 ��������� �����������	� ����� ����� ���	!����� 

�� ���"#		 �����������	�


ϕ(x) = F ′(x) =

⎧⎨⎩ 0 ��	 x � 1,
2(x− 1) ��	 1 < x � 2,
0 ��	 x > 2.

������ ���$� ξ # ����������	 
������	 ������� 
 ������
���
��
���������	 ϕ(x)� �������� 
�������� �$�����%

ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, �
�� x � 0,

3

32
(4x− x2), �
�� 0 < x � 4,

0, �
�� x > 4.

�����% �& ����	���
�� ��������	 ξ � �������� (1; 2)� $&  ��!"��
��
���������	 F (x)�



��������	�
� ������ ��� ������ ��	��������� � ��
��
	�� ���

� � � � � � �� �� 	�
������

P (1 < ξ < 2) =

∫ 2

1

ϕ(x)dx =

∫ 2

1

3

32
(4x− x2)dx =

3

32

(
2x2 − x3

3

) ∣∣∣∣2
1

=

=
11

32
≈ 0,344.

�� ������� 
���
�������� F (x) ��� ���
�
����� ��������� ���
������ ����� ��
�����

F (x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt.

 ��� −∞ < x � 0! �

F (x) =

∫ x

−∞
0dt = 0;

���� 0 < x � 4! �

F (x) =

∫ 0

−∞
ϕ(t)dt+

∫ x

0

ϕ(t)dt =
6x2 − x3

32
;

����! �������! x > 4! �

F (x) =

∫ 0

−∞
0dt+

∫ 4

0

3

32
(4t− t2)dt+

∫ x

0

0dt = 1.

"��� P (1 < ξ < 2) = 11/32 ≈ 0,344!

F (x) =

⎧⎨⎩
0, ���� x � 0,
6x2−x3

32
, ���� 0 < x � 4,

1, ���� x > 4.

������ #$%&� ��������� 	
������ ξ ��

 �� 	�
� �����	�� ���
������� �����
�
�
��� ϕ(x) = a/(1 + x2) ������ ������ ����
��������
� a � ������� �����
�
�
��� F (x)�

� � � � � � �� '�� ���∫ +∞

−∞
ϕ(x)dx = 1,

� ∫ +∞

−∞

a

1 + x2
dx = a · arctg x∣∣+∞−∞ = a

(π
2
−
(
−π

2

))
= aπ = 1.



��� ������	
���
 �����
 ��� ������� �����
�
�
��� � ���������

������ ����	
� �� a = 1/π� � ������� �����	�	�	���
ϕ(x) = 1/π(1 + x2). ������� �����	�	�	���

F (x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt =

∫ x

−∞

dt

π(1 + t2)
=

1

2
+

1

π
arctg x.

���	�� a = 1/π ≈ 0,318� F (x) = 0,5 + arctg(x)/π�

������ ����� ��������� 	
������ ξ ����� ���������� �����
�

�
��� ϕ(x) = x/8 	 ���
�	��
 (0, 4)� 	�
 ����� ���
�	��� ϕ(x) = 0.
����� ���
�����
���
 ������
 � ���
���� 	
������ ξ�

� 	 � 	 � � 	�  ������ ������� ����� ! ��	 "!� #$�

M(ξ) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx =

∫ 4

0

xϕ(x)dx.

 ������� ϕ(x) = x/8� �����


M(ξ) =
1

8

∫ 4

0

x2dx =
1

8
· x

3

3

∣∣∣∣4
0

=
8

3
≈ 2,667.

%���	����

D(ξ) =

∫ b

a

x2ϕ(x)dx−M2(ξ)

���

D(ξ) =
1

8

∫ 4

0

x3dx−
(
8

3

)2

=
1

8
· x

4

4

∣∣∣∣4
0

− 64

9
=

8

9
≈ 0,889.

���	�� M(ξ) = 8/3 ≈ 2,667, D(ξ) = 8/9 ≈ 0,889.

������ ���&� ��� �� ��������� 	
��������� ��������� 	
���
���� ξ ���!���
� �� ������
 "# $����� ��������%� ����� ���
���
���
���
 ������
 � ���
�����

� 	 � 	 � � 	�
'( )��*��� ϕ(x) ����� �� ������� �	������� ��	�	��	���

�����	���
��

ϕ(x) =

⎧⎨⎩ x+ 1 ��� x ∈ (−1, 0),
−x+ 1 ��� x ∈ (0, 1),
0 ��� x � −1, x � 1.

 ������ ϕ(x) (����� �� ���	����	 (−1, 1) ���
� ��������	���+

� �,��-	���
�� �

M(ξ) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx =

∫ 0

−1
x(x+ 1)dx+

∫ 1

0

x(−x+ 1)dx = 0.





��� ������	
���
 �����
 ��� ������� �����
�
�
��� � ���������

����� ����	�
�� �����	�
�� ϕ� ���� � ����	� ��
�����

	���

� � � � � � ��

��	
�	�
� ��	�
�	�
�

ϕ(x) = F ′(x) =

⎧⎨⎩
0 ��� x < 0,
x

σ2
· exp

(
− x2

2σ2

)
��� x � 0.

����� �����	�	
	�� M0(ξ) ������
�� �������� �������
�� ���

�	
	�	� ��	
�	�
� ��	�
�	�
� �	�
����
 ���������� �����

ϕ′(x) =
1

σ2
exp

(
− x2

2σ2

)
·
(
1− x2

σ2

)
� 
�� ��� x � 0� 
	 ϕ′(x) = 0 
	���	 ��� x = σ. �	��	���� ϕ′(x)
�����
 ���� � ����� �� ����� ��� �����	�� ����� 
	��� x = σ� 
	 ϕ 

�
	 
	��� !���
 ���
� ��������� "���	�
����	� �	�� M0(ξ) = σ�
#�����	 ������������� Me(ξ) ������
 ������� x� 	��������$

��� �� �����
� F (x) = 1/2. % ����	 ������

1/2 = 1− exp(−x2/2σ2), 1/2 = exp(−x2/2σ2).

&
���� �� ��� x = σ
√
2 · ln 2 ��� Me(ξ) = σ

√
2 · ln 2�

����������	
��� �����

������ '(�((� ��
���	�� 
�����	�� �����	� ����	� ����	��

��
����	��

ξ � � � �

p ��� ��� �� ��!

)� 
� *���+�� ������������� F (x) � �����
�
� �, ���*���

������ '(�(-� "�����	�� �����	� ξ ����	� 	� �
� �
� Ox #�	��

$�� ��
����	�� F (x) = 1/2 + arctg(x)/π� ����� �����	�
��

��%�� ��� � �������� �
�&��	�� �����	� ξ ����� �	��	��

����'�		� � �	����� (0,
√
3).

������ '(�(.� (���	�
�� ��
����	�� 	���&�	�� 
�����	��

�����	& ξ � �	����� (0, 2) ����	� ��� ϕ(x) = Ax3) �	 *��%� �	�

������ ϕ(x) = 0� +������� A� 	���� �����	�
�� ��%�� ��� ξ
����� �	��	�� ���	���,�- �	������ (0, 1) � . ��������

�
�� �,���	��



������ ��	 
�������� ������������� ���

������ ������ ���� ������	 
���
����	 ��

����� �������

��� ������� ξ

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 �
� x � 0,
1/2− (1/2) cos 3x �
� 0 < x � π/3,
1 �
� x > π/3.

����� ��������� 
���
����	 ϕ(x)�

������ ������ ������	 
���
����	 ��

����� ��������� ��

������ ξ ������ ��
�����

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 �
� x � 0,
ax3 �
� 0 < x � 4,
1 �
� x > 1.

��
������ �� ������� a! ��������� 
���
����	 ξ! �
�	��

����� ��������	 ξ � ���
��� (2, 3)�

������ ������ "�������� 
���
����	 ��������� ������� ξ
��� ����

ϕ(x) =

{
0, ��� x � 0 ��� x > π,
(1/2) sinx, ��� 0 < x � π.

����� ����������� ������� � ����
��#�

������ ������ $�������	 ������� ξ ��� ��������� �
�	��

����� ϕ(x) = (2/π) · cos2 x �
� x ∈ (−π/2, π/2) � ϕ(x) = 0 �� �������

��%� ���
����� ����� �
�� ����
������� �������� ������

�� ξ�

������ ��	 
�������� �������������

�	
��
�� � ������� �������	����� ���
���
�� ������
�



��	
������ ����������� �
���	���� 	��� ��� !�	�����

����� ����	�
�� � �	���� ��
�������	��

"��
���� �#$ 
��
 �������	���� ������%!�
 	��� �
 !�&

	����%' ���(#�� )
	�*
� ��
�������
� � ����	���
� ���������



��� ������ 	
� �������� �������������

����������� ����	 ��������� 	
������ ξ ��

 ���������
 ����

��
�
�
��
 � �����
���� a � σ� 
��� 
� ������� �����
�
�
���

��

 	���

ϕ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 . ������

��	� 
��� ���� ���������� ���� ξ ∼ N(a; σ)�
�	������	� ������������� 	����������� ����� ����������� a � σ�

�	�� ��! "�	

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1� ��#���������	�

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx =

+∞∫
−∞

1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 dx =

[
(x−a)

σ
= t =⇒ x = σt+ a

dx = σdt

]
=

=

+∞∫
−∞

1√
2πσ

e−
t2

2 σdt =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt.

$��	����� ���	�������� ��	#��� ����%���� �	 �	 �	������! "�	

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt =
√
2π. ������

��	� ����%��� ���������� ����%���	� &����	��� &	������� '�	�

��������� � �	������� ���� ����! �	��"��

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1�

��#��� 
���(�) ��������������

F (x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt =
1√
2πσ

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.



������ ��	 
�������� ������������� ���

������� �	
��� ����������
�� 
������
��� ����
� F (x) �����
�	
��� �������� �����

	 � �� ���� �����	�� ��� !� ��� ���� ���"
���� ����
	 ������

�#$

F (x) =
1√
2πσ

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt =

[
(t−a)
σ

= z =⇒ z = σz + a
dt = σdz

]
=

=
1√
2πσ

x−a
σ∫

−∞

e−
z2

2 dz ==
1√
2π

0∫
−∞

e−
z2

2 dz +
1√
2π

x−a
0∫

0

e−
z2

2 dz =

= 0,5 + Φ

(
x− a

σ

)
.

%���� ������������� &�& ���&� �&� �� ��&
��&� ����
&������
�'
�	
���� � �
&������ (	����
� ����	�&$

0∫
−∞

e−
z2

2 dz =

+∞∫
0

e−
z2

2 dz =

√
2π

2
.

)&��� ��� �	
���� ����������
�� 
������
��� ����
� ���	���
����*�
��$

F (x) = 0,5 + Φ

(
x− a

σ

)
. �+,��!

-�'��� ��&���&������� �*���
�� 
������
� ����������

�' ��	"
��'
�' ������
��

M(ξ) =

+∞∫
−∞

x
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 dx =

[
(x−a)

σ
= t =⇒ x = σσt+ a

dx = σt

]
=

=
1√
2π

+∞∫
−∞

(σt+ a)e−
t2

2 dt =
σ√
2π

+∞∫
−∞

te−
t2

2 dt+
a√
2π

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt =

= − σ√
2π

e−
t2

2

∣∣∣∣+∞
−∞

= 0 + a = a.

.����&��&���
� ����*�&�� �&� ��������� ���
� σ2� &���

D(ξ) =

+∞∫
−∞

x2 1√
2π

e−
(x−a)2

2σ2 dx− a2 = σ2.



��� �����	 
�� �������� �������������

����� ��� 	�
����� ������� ξ� ������� �������� ��	������
����� ��������� a � σ ����� ���	��� �������	��� 	��	��

M(ξ) = a; D(ξ) = σ2; σ(ξ) = σ. ����� 

!��"��� �����	�� � "
�#�� ��	��������� �������$� %����
�������� � ��	� &'� !��"�� �����	�� �������$� ��	���������
��$�� �%����� ������ !�
		��

(x)ϕ

a+σa- σ

2π σ
1

xa

1

0,5

x

F(x)

a

���� ��� ��������� � 	
���� ������������ �����������

������������

( 	������	���� 	� 	���	���� � "
�#�� ��	��������� ��� �)�& 
���
���� "���
�
 ��� ����	���� �������	�� �������� �������
�� 	�
����� ������� � %����� ��������

P{x1 � ξ < x2} = F (x2)− F (x1) =

(
0,5 + Φ

(x2 − a

σ

))
−

−
(
0,5 + Φ

(x1 − a

σ

))
= Φ

(x2 − a

σ

)
− Φ

(x1 − a

σ

)
,

P{x1 � ξ < x2} = Φ
(x2 − a

σ

)
− Φ

(x1 − a

σ

)
. ����* 

( ��	��	��� �	�� ������� ���
+�	������� 
������� ��� "����
��� Φ(+∞) = 0,5, Φ(−∞) = −0,5� ���
�����

P{ξ < x2} = Φ
(x2 − a

σ

)
+ 0,5,

P{x � ξ} = 0,5− Φ
(x1 − a

σ

)
.





��� ������ 	�
 ��������� �����������

�� �������� �	
����� 
 ������ ����
��� ��� ������ ��� ����

�	�
�� �	���������� ����	���� ������� ��	������� ��������

�� � �������� �� �	��	�������� ����	��� �� 	��������� ��

����� ��� ���� σ�
�� ������� 
 ����� �
��
����� ������� ����� ���� ������

��� ����������� ����
��� �
�� ����� ���

P{|ξ − a| < 2σ} ≈ 0,9544.

����� ����	�
���� ��
������ ��������� ��������

���
�� ����� ���� ξ ∼ N(a; σ)� �� ζ = kξ+ b ∼ N(ka+ b; |k| σ)�
���������	
���� �� ��� !���"�# ������������� Fζ(x) ����

�� �� 
������� ζ ��� k > 0�

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{kξ + b < x} = P
{
ξ <

x− b

k

}
=

= 0,5 + Φ

( x−b
k
− a

σ

)
= 0,5 + Φ

(x− (ka+ σ)

kσ

)
.

$���� �%��	��& ����	���& �� ζ ∼ N(ka + σ; kσ) ��� k > 0� '���

���� ����������� 
������� ��� k < 0�

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{kξ + b < x} = P
{
ξ >

x− b

k

}
=

= 1− P
{
ξ <

x− b

k

}
= 1− 0,5− Φ

( x−b
k
− a

σ

)
=

= 0,5− Φ
(x− (ka+ b)

kσ

)
= 0,5 + Φ

(x− (ka+ b)

−kσ
)
,

��� ��� k < 0 ζ ∼ N(ka+ σ; −kσ)� (%�%)�� *� �
� 
�
���& �������

�
�������� �������

���
�� ����� ���� ζ ∼ N(a; σ)� �� ξ�� =
ζ − a

σ
∼ N(0; 1)�

+� �
������& �� ��� ξ� =
ζ

σ
− a

σ
& � �� ������ ,-�. ���

k =
1

σ
& b = −a

σ
& ��������& �� ξ� ���� ���������� ������������� �

����������
1

σ
· a− a

σ
= 0 �

1

σ
· σ = 1.



��������	�
� ������ ��� ���� ��	���������� ���

����������� ����	 ��������� 	
������� �
���� ��������

�����
�
�
��
 � ����
���� a = 0 � σ = 1� ����	�
��� ���������
��� �������	������ ��������� ��������� 	
������� � � 
� �����
�
�
�
��
 � ���������� �������	����� ���������

������	�
 � ������ 	����������� ������
���� ��	����������
����	� ���������

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 ; F	�(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt = 0,5 + Φ(x). ������

��������	�
� ������ ��� ���� ��	����������

������� ��		������ ��� ��	����� ! "����� ��	�����������


����� ���#	 �
��������� ��������� ���
� � 	 �!
�� ��	�
�� 0,8� "������� #���������� �� �� �����
�
�
��� ��� �
���� ����
������ 	
������ ξ � ����� ��������� 	 �!
�� ��� ���$ 	����
��$�

$ � % � � � �� &����� 	���'��� �������� ����� 	����(�� ��")
��*� � "�������� + �	������ �� ����� � ��%��
 �� ��"�, # ���)
��� ���� ��"�, � ������ ��� ��"��, - ��� ��" �� �����!��	��� .��	

p = 0,8, q = 1− p = 0,2, n = 3�

�� ������ /������ ���#� ��'����

P (0) = C0
3 · (0,8)0 · (0,2)3 =

1

125
, P (1) = C1

3 · (0,8)1 · (0,2)2 =
12

125
,

P (2) = C2
3 · (0,8)2 · (0,2)1 =

48

125
, P (3) = C3

3 · (0,8)3 · (0,2)0 =
64

125
.

012341)����������
�53#� 6377�177�8 791:�:3;<=3>�8
�53-� ?�416@73;<�A:BC>3D94317�6, -, +�E�, 6, +, -�F
�59-� G+�++E, +�+�H, +�-EI, +�J#�K
01<LM1:)����������
k := 0..6 Pk := dbinom(k, 3, 0.8)
P T =

(
0.008 0.096 0.384 0.512

)
$�� ��	���������� ������ ����
N�����

ξ + # � -
p +,J#� +,-EI +,+�H +,++E



��� �����	
���� �����	� ��� �	�� �����������	�

������ ����� ����������	 ��
�� ��� ����� �������� ������
������� ����� 0,02� ���������� ������� 120 ������ ������	
����� ������������ ���� ����������� ����� � ��������

� � � � � � �	 
��� n = 120 � p = 0,02� �������� ������ ��������
����� ���� � ������ � ����� 0,1� �� ��� �������  ����� ��!��
�������� "������ �������� #���$%� �������� a = np = 120 · 0,02 =
= 2,4& � �����'( ��)���� ��� e−2,4 = 0,0907� *�+��

P{ξ = 0} = 2,40 · e−2,4
0!

= 0,0907, P{ξ = 1} = 2,41 · e−2,4
1!

= 0,2177,

P{ξ = 2} = 0,2612, P{ξ = 3} = 0,2090, ...


��� ��������� ���������� ��� k = 2� ������������� ��������
��!��  ������ �����,-�� ���� ��	

ξ � � � . ��� / ���
p �����0 ����00 ���1�� ������ ��� 2,4k · e−2,4/k! ���

2�� �(�������� ������������� �������� P (ξ = m) =
am

m!
e−m �

����,����() ����� 345674 �������� "���'�� 89:;8<6==<>#7�4%� �
� ����� 34?@A49 � 98<6=#7�4%�

345674B���+������
#C6�% D<49#96=?E6F%G
#C6�% :88E6>?8EHI	JG >	���G 8	����G 4	>K8&
#C6J% L	74/HD6=?#89:;8<6==<>#/� 4%� /� �� >%&
#C<J% M������ ����N� ���1�� ������ ����J� ���1� ����$� ����N� ���
34?@A49B���+������
>	O��� 8	O���� 4	O8K> /	O���>
Pk := dpois(k, a) Xk := k

∑
P = 1

P T =
(
0.091 0.218 0.261 0.209 0.125 0.06 0.024 0.008 . . .

)
������ ���.� � ������������ ������������� ������� ����

������� ������� !� � ���� ������ ����� 2� "��� ����������
��
�� ��� �� ���� �����# �� ������� ������� ������� 1, 2, 3� ���
��������

� � � � � � �	 P��������� �( ���� ξ� ����������Q  � ����� t�
����� ������������� ��������	

Pt{ξ = k} = (λt)k · e−λt
k!

,



��������	�
� ������ ��� ���� ��	���������� ���

��� λ � ������� �	�
� ����	� � ��	�	�� ������	 �	�����	�������� �
������ �
���� λ = 2, t = 1� �
�������
����

P1{ξ = 0} = 20 · e−2
0!

≈ 0,135, P1{ξ = 1} = 21 · e−2
1!

≈ 0,271,

P1{ξ = 2} = 22 · e−2
2!

≈ 0,271, P1{ξ = 3} = 23 · e−2
3!

≈ 0,180, ...

������
ξ � �  ! ���
p ���!" �� #� �� #� ���$� ���

������ % �&� �� ������ 20% �	
��	� ������� ��������
� ����

�� � �	
��	� ��� �	��	�
� �����
�� ����
�� 	���	������
� ����

������ ��
�
�� ξ � �
��� ����� �	
��	� �	��
 �	��	���� � !�	��

���
�� �������
������ �"
���
� M(ξ) 
 D(ξ)�

' � ( � � 	 �� ����)������ ������ ��������� *�	���� q = 0,2� �
������� *�	���� p = 1−q = 0,8� � ������ +����� 	���� �	���	�
����
���*����
��	�� ,�*	(�� �)� ���*����
��	)�

ξ � �  ! &
p 0,25 C1

5 · 0,8 · 0,24 C2
5 · 0,82 · 0,23 C3

5 · 0,83 · 0,22 C4
5 · 0,84 · 0,2

ξ "
p 0,85

-
) *�
����	) �	�
��. +�����	� 	�*�
�+��� /01230�*���������
�42�� 5607�7289:2;�< =>>:2?9>:@A�&<
�42!� B�30C@5289�>7=D;2?63205�C� "� ��$�� C� �� "�E
�46&� F3.2 ∗ 10−4� ����G&� ���"� � �� �"� ��&�� ��! $H
/09IJ07�*�������� ��(��	) K��� +����	�
k := 0..5 Pk := dbinom(k, 5, 0.8)
P =

(
3.2× 10−4 6.4× 10−3 0.051 0.205 0.41 0.328

)
���
���� L����
�� �%��!�� �������	���M�� �N	���	�

M(ξ) = np = 5 · 0,8 = 4� � �	�*���	) D(ξ) = npq = 5 · 0,8 · 0,2 = 0,8�
������ M(ξ) = 4, D(ξ) = 0,8�
O+ ��*�����. +�M���� �� K��� +��)�		 	+��	� ����������� 	

KM�*�����	�
���� ���*����
��	)�

������ % �"� #��� �����
� $���� 
���	
������%� �	
��	� 	���

0,1� &������
� �	
��	� ��	�%���� �� ��
"��$�%� ����%� �����
��

����
 �	�������� ��%�' ��� �	
 ����

 �������
� �	
��	� �����

������� �$
���' �	��$��(�� 0,03�



��� �����	
���� �����	� ��� �	�� �����������	�

� � � � � � �� ����	
 �	�
����� �� ��������� ����� �����
��� ����� ������������� 	�	 ��
����
� �������
 ξ� 	������ ����
��������� ���������� ����
 ��
�� ������ ��������� !��������
����������� ������������� ��"���� �� #���
�� $%& '(� �� �����
��������� b− a � ������ )����� ����� 0,1 ����	� ����*�� ��������
0,03� ���� ��� �
��� )�	������ � ��������� (0,03; 0,07) !� #���
��

P (a < ξ < b) =
∫ b

a
ϕ(x)dx� ϕ(x) =

{
1

b−a ��� x ∈ [0; 0,1],
0 ��� x /∈ [0; 0,1].

�������

P (0,03 < ξ < 0,07) =

∫ 0,07

0,03

10 dx = 0,4.

������ +�, 

������ %- '� ����� ����������	
�� ������� � �	���	��
	�������� �������� ξ� ��	���������� ���������� � �����
� ������

� � � � � � �� .����������	�� �������� � ��������� ���������
���� � ������ ��
��� ����������� $%& /( 0�	 	�	 a = 1, b = 9� ��
���)
 ������

M(ξ) =
1 + 9

2
= 5, D(ξ) =

(9− 1)2

12
=

16

3
≈ 5,333.

������ M(ξ) = 5, D(ξ) = 16/3 ≈ 5,333.

������ %- 1� ��������� �������� ξ ��	�������� ���������� 	
M(ξ) = 9/2 � D(ξ) = 25/12� �����  ��
!�� ��	��������� 	�����"
��� �������� ξ�

� � � � � � �� 2
�	��� ������������� � #���
�� $%& 1( )������ ��
���������� a � b 3�����)
� $%& /(� ��� ����������� a � b ��������
����
�4�� 
���������

a+ b

2
=

9

2
,

(b− a)2

12
=

25

12
.

������� � 
�*��� ���� ��� b > a� ���
��� a = 2, b = 7 2
�	���
������������� �	���������� ������ ����

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 ��� x � 2,
x−2
5

��� x ∈ (2, 7],
1 ��� x > 7.



��������	�
� ������ ��� ���� ��	���������� ���

������ ����� ��� ������ �	�
�	�� a �	���� ϕ(x) = ae−λx ���
x � 0 � ϕ(x) = 0 ��� x < 0 �������� ����	����� ����������	���
����	��

� � � � � 	 �
 �� � ϕ(x) = 0 ��	 x < 0� ��∫ ∞

0

ϕ(x)dx =

∫ ∞

0

ae−λxdx = 1.

������

−a

λ
e−λx

∣∣∣∞
0

= 1 ⇒ a/λ = 1⇒ λ = a.

�����
 a = λ�

������ ����� ��������	�� ���
��	�� ����
�	� ����������	� ��
�����	�	�����	��� ����	� �� !�" � ���������� λ = 0,07! ����� ��#
������
����� �$���	�� � ������	���� ����% 
�� � ���������� ��#
����	�� ξ �����&� � �	������ �'%  ("!

� � � � � 	 �
 � ������ ������� �������	����� � 	���	�M(ξ) =
= 1/λ = 1/0,07 = 100/7. � ���!�" ������#� 	���$%&�' �#�� ��	�
�����(� �$' )��*		 ��������$��	'� 	����� ����'�����% ��"��� �
��	��+��	� ,��" )��*		 �� 	������$� ��� �(�


P (2 < ξ < 10) = F (10)− F (2) = 1− e−0,7 − 1 + e−0,14 ≈
≈ 0,869− 0,497 = 0,373.
-��  � ����'�����% �� �� �#�	�$	�% �

P (2 < ξ < 10) =

∫ 10

2

0,07e−0,07tdt = −e−0,07t|102 ≈ 0,372.

�����
 P (2 < ξ < 10) ≈ 0,372�

������ ����(� )���� *�������	�� ��*��� �����	�� ����������#
	� �� �����	�	�����	��� ����	� ϕ(x) = 0,03 · e−0,03t(t > 0)! �����
������	���� ����% 
�� �����	� �����*����� *�������	� � ��
�	��
'(( 
����!

� � � � � 	 �
 .$	��$%����% ������	 /�&���&��" ��/��# ,$������
	���� ,������*	�$%��� ��������$��	�� � �����!� )��*	' ������0
��$��	' F (t) = 1− e−λt� ��!�� ����'�����% /�&���&��" ��/��# t ���
��&#�����' )��*	' ���� ����	� 	���� �	�


R(t) = 1− F (t) = e−λt,



��� �����	
���� �����	� ��� �	�� �����������	�

��� λ � �������	�
��� 
���
	 ��� ������� ����
 
���
	 	 �������

	������� � ���
� ������� �������	�
��� 
���
	 λ = 0,03� ���
��

	��
���
���

R(200) = e−0,03·200 = e−6 ≈ 0,003.

����������	
��� �����

������ ������ ����������	 ��
�� ��� ����� 
�����
� �����
���������� � ���	 �� ����� �������	 ����� ��� 0,9� ����
����������	 ��
�� ��� �� ������� ���� ������ ����� 
�����
�
� ���	 ����� � ����� ��� k ���������� �k = 0, 1, 2, 3, 4).

������ ������ �  ��� �������� ������ ���!� ����������	
��
�� ��� !"��� �� ��� ����� ��������� � ������� ���������#
��
� �����! ������� ��� ����� ������� ��� 0,3� $��������	 ��#
��������� ��
�� ��� � %�� ����� ����� ���������� 0, 1, 2, 3, 4
���!� ���� ���������!�� �"����� � ��������� ���� ���#
���������� ���!���

������ ������ &��� ������� � ��� 300 �������� ����������	
�����"����� ������� � ���� ��� 0,01� '������	 ��� ���������#
��� ���� �����"������ ������� � ����� ������	����	�� �!����
(������

������ ������ )�! �����! ��  �� ��������� 4%� $��������	
���������!�� �"����� � ��������� ���� ���!������ ����#
���  �� �� *+, ������������

������ ������ ����������	 ��
�� ��� ����� ������ ��������
� !�������� � ������� ��� ��� 0,005� -���.���� ��� ��
�����"���� 400 ��������� /��� ���� ��������� � ������� ���#
�� ��������� !������ �������� � !�������� � ������� ��0
������	����	�� �!���� (������

������ ���� � 1������ ���"���� ����� 6 ������ ����
����������	 ��
�� ��� ���"��� ���������� ! ������!�� �����
�"���	 ����� ����� 2 ������

������ ����!� ����� �"����� � �����!����!� ������������
��� �� �������� �������� ��������� ξ� ������������� �� ��!�#
���	���� �!��� �� ������� �������� �"������ ����� 10 ������
���� ����������� ��
�� ���3 4 +��� < ξ <*+���� �4 ξ � 20 ����



������ ��	 
�������� ������� ������ ������������ ���

������ ��	 
�������� ������� ������

������������

������ ���	
�� ����� �������	��� ������	��� �������� ���

��	��� � �������	��� �������� �������������� �����	����

��� � ����������

����� ����	
 ������ �����

 �����! ������ �� ������������ � �������� ������ ���������

���!� �����"#���� �������$ ������%#���� &����� ��� ���������

���! ����� ���	
�'� ���� ����!��� �������

( ���������� �� )��� ������%#���� &����� �� �%� ����������

���	 � ������ **�

������� ����� ���������	�
 ��������� ��� �������
� �������
� ξ ��� ∀ ε > 0 ����
 ��������	�
�

P{|ξ −M(ξ)| < ε} � 1− D(ξ)

ε2
.

+��������	���� ������#� ��� ����������! ����!��! ������� ξ
� ��������	$ ϕ(x)� ���� ������� ����� � ��� ���������� ����!���
������� ,����� ����������	 �����������%��'� �������-

P{|ξ−M(ξ)| � ε} = P{ξ � M(ξ)+ε ��� ξ � M(ξ)−ε} =

= P{ξ � M(ξ)−ε}+P{ξ � M(ξ)+ε} =
M(ξ)−ε∫
−∞

ϕ(x)dx+

+∞∫
M(ξ)+ε

ϕ(x)dx �

�

M(ξ)−ε∫
−∞

(
x−M(ξ)

)2
ε2

ϕ(x)dx+

+∞∫
M(ξ)+ε

(
x−M(ξ)

)2
ε2

ϕ(x)dx �

�

M(ξ)∫
−∞

(
x−M(ξ)

)2
ε2

ϕ(x)dx+

+∞∫
M(ξ)

(
x−M(ξ)

)2
ε2

ϕ(x)dx =

=
1

ε2

+∞∫
−∞

(
x−M(ξ)

)2
ϕ(x)dx =

D(ξ)

ε2
.



��� �����	 
�� ��������� ������ ����� ���	�������

������ ��������	�� � 
	�� ������ ��������	�� 	��� �	� �����

	��������� ������� �������� �� ���������

(
x−M(ξ)

)2
ε2

� �������

���	
� ��� ���� �� ����  ������� ������������� x ����������

�� ��������� |x − M(ξ)| � ε� ������ ��������� ����� ���� ���

��������� �������� ������������� �������� �� �����������	���

������� �� ����	
������

�� ����������� ��������� P{|ξ −M(ξ)| � ε} �
D(ξ)

ε2
! ����"��

�� � ���������� ����������#���� ���$���� �������� ���������

%��$
���

������ &'��� � ������ �� 	�
���� ���������� ������ ����
��� �� ������� 0,05� ������ ���������� ����� ��� � ��	!����
�	����� ���	����� ���	� �������"�� 	�
� �� 
��
���������
�������� 
��" �������

( � 
 � � � � )���	 ξ * ����� ������
�" ��������! +�� ���������

������� ����� ��������	��� ������������� � ����������� n = 10�

p = 0,05�

M(ξ) = np = 0,5; D(ξ) = npq = 0,475.

)� ������� &'�� ����� 

P{|ξ − 0,5| < 1} � 1− 0,475

1
.

,������ ������ P{|ξ − 0,5| < 1} � 0,525�

����	�
�� &'��� #�������� $ �"�� ����	��%��� ��� ���
�����	���� ���� ���
 &������ �� ������!� 	

� $ �"��'�
������ ��� ��(� ����	��� ��% %! ����% �	� �����(���� ��������
���� )��� � ���
� *+��� ��������� 
��%	�� 
� ��	%��	� ������
����,

P{−0,5 < ξ < 1,5} � 0,525.

������ �����(���� ������	 
���  ��� �����
� %
��"��
���� ξ � 0,

P{−0,5 < ξ < 1,5} = P{0 � ξ < 1,5}.



������ ��	 
�������� ������� ������ ������������ ���

������� ��	
	 ������ ���	
�� ���� � ����� ����
����� ����
ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . � ����������� �������� ������� � ����������

������������ �������� ��
(
D(ξi) � C, i = 1, 2, . . .

)
! "� �� ∀ ε > 0

����"#

lim
n→∞

P

⎧⎨⎩
∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ξi

n
−

n∑
i=1

M(ξi)

n

∣∣∣∣∣∣ < ε

⎫⎬⎭ = 1.

���������	
���� ��������	 ζn =
1

n

n∑
i=1

ξi
 ������� ���������

	� 	���	���������� �������� � ���������� �������	�

M(ζn) =

n∑
i=1

M(ξi)

n
, D(ζn) =

n∑
i=1

D(ξi)

n2
�

n · C
n2

=
C

n
.

�� ��������� ����������� ��� !��� ��� ζn �������	�

P{|ζn −M(ζn)| < ε} � 1− D(ζn)

ε2
⇐⇒

⇐⇒ 1 � P

⎧⎨⎩
∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ξi

n
−

n∑
i=1

M(ξi)

n

∣∣∣∣∣∣ < ε

⎫⎬⎭ � 1− C

nε2
.

����"��� � ������� ��� n → ∞� �������� ������ ����� � ����
��� ������ ���� #� �������	 ����������� �����	 


$���� ���!�" ����� � %��	� ��� !��� ����������� ��� ���

���!��� ����� ��������	 " ������� " ������� ����������� ������

	��� ��������� � ���������� �" �������� ���%	���������� ��

�������� ���%	���������� �" 	���	��������" ��������


���
���� &'
#� ���� � ������ � "������ $%�&
M(ξ1) = M(ξ2) = . . . = a! "� �� ∀ ε > 0 ����"#

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
∑

ξi
n

− a

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1.

(������������ � )��	 ������ M(ζn) =

n∑
i=1

M(ξi)

n
=

na

n
= a






������ ��	 
�������� ������� ������ ������������ ���

������� ��	� 
��� ������������ ���������� �������������
����
����� ����������� �	�	 ������
���� ��� �� ������� ����
��������� ������ ��������� ���������� ����������� ��!
������� ����������� ������� ������ A �� ���������� " �#� ��!
������ � ���
�� ������	

$� ������� ������ ���� �� ���
���� ��� �� n → ∞ ���
�� ��!
���
����������� ����� ��� ����� ����� ������!�� ���� %���
��!
�� ��&���������� ������������ ��
�� '	 (������ ������
���
��� ��������� � �����
����������� ����� ��� �����	

����������� ��	)	 ���������	��
���	
 �������� ������
ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . �����	�� �� �����	���	� � ���� a� ���� ��� ∀ ε > 0
����	�

lim
n→∞

P{|ξn − a| < ε} = 1.

$���� ����� ������ ���� � &���� *������� ������
���� ���
�� �������� ����
������� ����� ���
��� ��&��������� n
��������� ����� ��� ����� ���
��� �� ���������� � ���
����
��&���������� � ������������ ��
�� �� n→∞	

+������������� �&������� �� ����� ������ ���� � &���� ,��!
����� �������� ���
����� �� ����������	

����� ����	
���
 �	������
 ���	��


$�������� ��� ���������� ����� ��� ������ ����� ������!
�������� �� �������� ���  ��-������ � �������	 . ��� �����
/��#�0 (���� �� /��� ������ 
��� ���
��1�� �������� 
��������� ���!
��� ���������� 2	3	 4��������	

���	��
 ����� ����	���
��� ������
��� 	�������� ���� ������
��� ������� ζn �����	�� ������ ���
 �!� ���� n ��"�������� ����
����� ������� ������	����#$�� ������# %�������� 	� ζn ����	
�������������� ���"��� � ������
�����

lim
n→∞

P

{
ζn −An

Bn

< x

}
= 0,5 + Φ(x),

!�� ζn = ξ1 + . . .+ ξn, An = M(ζn) =

n∑
i=1

M(ξi) =

n∑
i=1

ai,

B2
n = D(ζn) =

n∑
i=1

D(ξi) =
n∑

i=1

b2i , Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt.



��� �����	 
�� ��������� ������ ����� ���	�������

������� �	
���� ��������	 � ����������

��� ��� �������� �������� ξ1, ξ2, . . . ��������� � ����� ����
������ ��
����������

� � ��� ���
����� D(ξ1), D(ξ2), . . . ������� � ������� �� ���	�

�!� lim
n→∞

n∑
i=1

M
∣∣ξi −M(ξi)

∣∣2+δ

(∑n
i=1D(ξi)

) 2+δ
2

= 0 ��	 ��������"� δ > 0.

������	 �	
���� 
�����	� � ����# ��� � �����
ζn −An

Bn

�$���

��"���� ������� � ����� ���� ���	���� %� 
����� &�� �������
'�� �������(����

����� ������	
� � �	�����	
� ����	�


����������� )!� 	 ���������	
 
�
����
 k�� ������� ����

������ �������	 ξ ���	�������

μk = M
[(
ξ −M(ξ)

)k]
. �)!���

*�����# ��� +�����(��� ������ 
����"� 
��	�� ���"� ����
����#  �����"� 
��	�� ���( ���
����	�

μ1 = M
(
ξ −M(ξ)

)
= M(ξ)−M

(
M(ξ)

)
= M(ξ)−M(ξ) = 0,

μ2 = M
[(
ξ −M(ξ)

)2]
= σ2.

����������� )!�!	 �������	
 
�
����
 k�� ������� �������

��� �������	 ξ ���	������

νk = M(ξk). �)!� �

,��(��� ������ 
����"� 
��	�� ���� ������������� �$��
����� ν1 = M(ξ)�

%�$�� ���(���� � +�����(���� �������� ���������� ��	�(�

μ2 = ν2 − ν2
1 ,

���� D(ξ) = M(ξ2)− (
M(ξ)

)2
,

μ3 = ν3 − 3ν1ν2 + 2ν3
1 .



������ ��	 
�������� ������� ������ ������������ ���

����������	
�� ��	����	 ���������� ��������������� �����
���
��������

μ3 = M
[(
ξ −M(ξ)

)3]
= M

(
ξ3 − 3ξ2M(ξ) + 3ξ

(
M(ξ)

)2 − (
M(ξ)

)3)
=

= M(ξ3 − 3ξ2ν1 + 3ξν2
1 − ν3

1) = M(ξ3)− 3ν1M(ξ2) + 3ν2
1M(ξ)− ν3

1 =

= ν3 − 3ν1ν2 + 3ν1ν1 − ν3
1 = ν3 − 3ν1ν2 + 2ν3

1 .

�
������
� ������������ �����	
�� ����
���
���

μ4 = ν4 − 4ν3ν1 + 6ν2ν
2
1 − 3ν4

1 � ����

�
������
� ����� ��� ������ ��
�� !��� "����!� ���� ��� #����
���
�� !�#����
�� ��� ��
� ��� ����
�� ������
�� ������
� ��$
#���� ���
� �!������� �$ !��!�����
���

����������� %&�'	 ����������	�
 ���

�	�� �����������

��������� �������� ξ �������	���

A =
μ3

μ
3/2
2

=
M

[(
ξ −M(ξ)

)3]√
D(ξ)

3 .

�������!�� ��������	
�� ���� (���

�� ����	) �!���� ���
�*
��� !��!�����
�� !�������
� �!��� �� ��������������� �����
��
� ��!� ����	
�� ���� + ����� ,��� !��� -'.�

ϕ ϕ(x) (x)

M M(ξ) (ξ)x x

A>0 A<0

���� ��� ����������

����������� %&�/	 ��������
 ����������� ��������� �������

�� ξ �������	���

E =
μ4

μ2
2

− 3 =
M

[(
ξ −M(ξ)

)4](
D(ξ)

)2 − 3.





��������	�
� ������ ��� �
������
� ��	���������� ���

P (−2 < ξ < 3) = Φ
(3− 0

1

)
− Φ

(−2− 0

1

)
= Φ(3)− Φ(−2) =

= Φ(3) + Φ(2) ≈ 0,499 + 0,477 = 0,976.
�������� Φ(3) � Φ(2) ���	��
 �� �����
� Φ(−2) = −Φ(2)�
� P (ξ < 1) = P (−∞ < ξ < 1) = Φ

(
1− 0

1

)
− Φ

(−∞− 0

1

)
=

= Φ(1) + Φ(+∞) ≈ 0,3413 + 0,500 = 0,841�

�� P (ξ > 3) = P (3 < ξ < +∞) = Φ

(∞− 0

1

)
− Φ

(
3− 0

1

)
=

= Φ(+∞)− Φ(3) ≈ 0,500− 0,499 = 0,001.
�����������������
 !�"� #$�% %�&'(�)�* +,,(�-',(./�0* -1�.(�'(1.* ��2* &�"*
 !�3� /%+4-$(��# 5� �� &� − /%+4-$(��# −6� �� &�7
 !$3� 2�893
 !�39� /%+4-$(��# "� �� &� − /%+4-$(��# −"22� �� &�7
 !$9� 2�:;"
 !�:� /%+4-$(��# "22� �� &� − /%+4-$(��# 5� � �&�7
 !$:� 2�22"50
��'<=�%�����������
��>2 σ�>"
,-$(� 5� �� σ� − ,-$(� −6� �� σ� > 2�893
,-$(� "� �� σ� − ,-$(� −∞� �� σ�> 2�:;"
,-$(� ∞� �� σ� − ,-$(� 5� �� σ) = 0.135× 10−3

?����� P (−2 < ξ < 3) ≈ 0,976; P (ξ < 1) ≈ 0,726;
P (ξ > 3) ≈ 0,001�

������ 85�5� ��������� 	
������ ξ ������
��� ���������
����� �����
�
�
��� � �����
����� a = 3, σ = 2�
������ �� P (2 < ξ < 3)� �� P (|ξ − 3| < 0,1).

@ � A � � � �� �� B� C���D��  86�0� ������

P (2 < ξ < 3) = Φ

(
3− 3

2

)
− Φ

(
2− 3

2

)
= Φ(0)− Φ(−0,5) =

= Φ(0) + Φ(0,5) ≈ 0 + 0,192 = 0,192.
� E�F F�F a = 3� �� 	�� ��G�H	���� ��������I�� �������I���

|ξ − 3| < 0,1� �������� C���D�D  86�3�� �	� ε = 0,1� J K��� I�D���

P (|ξ − 3| < 0,1) = 2Φ

(
0,1

2

)
= 2Φ(0,05) ≈ 2 · 0,02 = 0,04.

?����� P (2 < ξ < 3) ≈ 0,192; P (|ξ − 3| < 0,1) ≈ 0,04�



��� �����	
���� �����	� ��� �������� �����������	�

������ ����� ��������� 	
�������� ����� ��� �������� 	
�
������ ξ� ���������� ����������� ������� ��� ���� ���������
��� �� ���� ��� ����
�� 	 ���
�	��
 ���  !� 
��� M(ξ) = 3,8,
σ(ξ) = 0,6.

� � � � � 	 �
 ������ ������ ����������� ����� �� ��������
���		�� ξ ����� �������� � 	��������  �� !"


P (4 < ξ < 6) = Φ
(6− 3,8

0,6

)
− Φ

(4− 3,8

0,6

)
=

= Φ(3,67)− Φ(0,33) ≈ 0,500− 0,129 = 0,371.

#���� ����������� $�$����	� ��� 	��������  �� !" ����� �����
1 − 0,371 = 0,629. %���������� ����� �� �������� ���		�� ξ $�	
��&' 	�$(���	�' ��� ��	 ���� ���)���� ��� 	��������  �� !"� ������*
�� $� ������� ����)��	� �����	�	�(' ���(�	� ��� 0,62943 ≈ 0,2489.
�������������� 	������ ����������� p = 1− 0,249 = 0,751�

+����
 ≈ 0,75�

������ ���,� "���� ������	�
��� �����	 	�
�� ���������
�����
�
������ ��������� 	
������� ξ � ���
�����
���� ��������

� a = 8,46# �
�������� ����� ��� ������� 	���� ���� ��

�
����
� �� 8,40 �� 8,43� ��	�� 0,25# $
�� ��	�� 	
�������� ����� ���
����
� ������� 	����� ����� ���
� 	 ��
�
��� �� 8,49 �� %�&' ��(

� � � � � 	 �
 -�������� ��	��� $�������	 ����������� ���$��*
�����	� �	�����	�� �����	������ �������	������ �)	���	� a� ��
� ������ �����

P (8,49 < ξ < 8,52) = P (8,40 < ξ < 8,43) = 0,25�

������ ���!� "���� �
���� ��
����	�
� ����� ��������) 	
�
������ ξ� �����
�
�����) �� ����������� ������ � ��
)*�) ���

������� �� 78 �� 84 ��# +�	
����� ��� ���� �� �����
����� ����
��
������ �
���
� �
��,
 78 ��! �����	�
� 4%� � ���� �� ��	�,
����
�� ����
�� ������ �
���
� ����,
 84 ��! 6%# -���� ��
���� ����
�
�
���� a � ��
��

 �	�������
���
 ������
��
 σ#

� � � � � 	 �
 -��� ��$���� ��'��	��� �� 78 �� a 	 �� a �� 84�
%���������� $�$����	� � $���(� 	������� 0,5 − 0,04 = 0,46� � ��
������

0,5− 0,06 = 0,44� -��������

P (78 < ξ < a) = Φ(0)− Φ

(
78− a

σ

)
≈ 0,46,





��� �����	
���� �����	� ��� �������� �����������	�

������ ����� ����� ��� 	
����	
� ������	
� ������	� ξ ��

��	����	�� �
��	�� ������
 � �������
�
 �
����
��

� � � � � � �	 
������ ������� �� �������� �������������
�������� ������� � �� ��� ����!�� �"������� a #�� ������
����� �����!� k �������� �� !�!

μk = M(ξ − a)k =

∫ ∞

−∞
(x− a)kϕ(x)dx.

$��� ���� ����!� �%�� �� ��� � ������������ ��&��� ������	

μk =
1

σ
√
2π

∫ ∞

−∞
(x− a)ke−

(x−a)2

2σ2 dx.

$��� ���� ����!� t = (x− a)/(σ
√
2) #�� ������ ����� 

μk =
(σ
√
2)k√
π

∫ ∞

−∞
tke−t

2

dt.

'���� ��� k = 1, 3, 5, ... ����� �������� (��!#�� )��� ���� ���
� �� ���� �)�� � �� � ���� * � �+����� � � � #�� ������ ����� �
���� ���� �����!� ������� ������������ ����� ��%� ,�! !�! ����-
�� ��� ������#������� μ3�  �� � ��� ��� �� �� ���������� +�!���
��� ����� ��%�

$���������� � � k �� ��� � �������� �� ����������� �� ��� ���
��"�� ����� � ��!����� ��� ��� �������	 μk = (k − 1)σ2μk−2. . -
�%��� ��� ����� � � μk = σ2� ������	 μ4 = 3σ4, μ6 = 15σ6 �  � ��

 ��� �� ������� ������ �� � ������� μ4/σ

4 = 3σ4/σ4 = 3. 
�����-
 ����� /!�#��� ���������� ������������ E = μ4/μ

2
2 − 3 = 0.

������ ����0� ����� �������� �
��� �������� ����
� ���������

��	�� ϕ(x) 	
����	
�
 ���
	��

� � � � � � �	 $����((����#����� (��!#�% ��&���� ,����

ϕ′(x) = − x− a

σ3
√
2π

e−
(x−a)2

2σ2 .

1�((����#���� �������� ����"���� !�! ����+�������� ������	

ϕ′′(x) =
(x− a)2 − σ2

σ5
√
2π

e−
(x−a)2

2σ2 .

$����� ��� � )��� ����� ��%� ��� (x−a)2 = σ2� ,���� x = a±σ�
* � �+����� � � �  ��!� ������)� ���(�!� �� ��� � ������������
� � �� �� ������� σ � �� ��� ����!��� �"�������



��������	�
� ������ ��� �
������
� ��	���������� ���

����������	
��� �����

������ ������ ��������� 	
������ ξ ������
��� ���������
����� �����
�
�
��� � �����
����� a = 1, σ = 0,5� ���
�
�����
�� P (−1 < ξ < 1)� �� P (0 < ξ < 3)� 	� P (|ξ − 1| < 0,1)�

������ ������ ���
�� 	����
��� ������� ����� 	��������
����
  �	��
��� �������� 	
������� �����!��� ���������
����� �����
�
�
��� � ���
�����
���� "�����
� 110% � ��
�#
��� �	�������
���� ����
��
� 2%� ���
�
���� 	
������� �#
 � ��� �� 	����
��
 ���� 	������� ���� ������ ��"
���
	 ��
�
��$ � 101 � 105%� �� 	����
��
 ���� 	������� $�� ��
���� �� ��!$ ������� 	����$ �����$ ��"
��� 	 ��
�
��$ � 107
� 111%�

������ ������ %���
�  ���� ����� ��
� ������ 90− 95 ��� &�
�'( ��	�� ��
���� ����
� �
���� ������� 92,7 ��� � ��
��

 �	��#
�����
��
 ����
��
 1,2 ��� ������� �� ����
�  ���� ������#

��� ��������� ������ ��
�
���� ��
��� 	
������� �����
�� �� ����"
����� �� ��	�)
���� ����
���� �* �����
 � ��"�
������ 	
������� � � �� ξ < 90� � 	 �����
 � + 	
�������
� � �� ξ > 95��

������ ������ ,���� �� ��	��	�
�� �� �����
 �
���� ��
�#
���	��
� ��� ��������- 	
������� �����
�
�!���- � �������#
�� ������ .! ��
��

 ����
��
 ��	� 30 ��� � σ = 0,25 ��� (�#
��- ������ ����� �
���� �"�  �������	��� � 	
�������-
0,95/

������ ������ ����	����� 	�	
)�	���
 ��� �
��  �
�����
�
� ����
�����
���$ )���� ��������
 )���� 	�	
)�	���� ��#
���
�� ��������� ����� � ��
���� �	�������
���� ����
��#

� σ = 10 � � &���� 	
������� � � �� 	�	
)�	���
 ���
�
����	
�
� � )����� �
 ��
	�$��0
� � ����-��� 	
�����

5 � �

������ ������ ��������� 	
������ ξ ��

� �������
 �����
#
�
�
��
 � �����
����� a = 0,3, σ = 0,5� * ����$  ������$ ��"��
���
������ 	
������ ξ� ���� 	
������� �
��	
���	�
|ξ − 0,3| < ε ���� ��	�� 0,9642/



��� �����	 
�� �������� ��������� �������

������ ������ ��������	
 ������	� ��� �����	� �	����� ����

�	��	�� ������� �	�� 
��
���
 ��������� �������������� �������

��� ���	�	��� ξ �� �����	� ������	�� a = 100 �� 	 �����	� ����

���	���	� �������	�� σ = 0,001 ��� � �	� ����	 �� ��!��

����	���	 ������	������ �����	� �	����� ����	��	�� ���	 ��

����
������ ����	����� ������������	 ��	�
�� 0,9973�

������ ��	 
������� ��������� ��������

���	
���� �����
�� �������� �������� �����
�� ��	�

��� 
���
������� � ��������� ���
������  �!������� 	�
�


������� "
���� �
���	���
������	�� 
��
�����

����� ����	
��
 ����
	�
 �������
 �
������

 
��� �����
�# �������# ������$ 
������
��# � �
����

��%�# ��	���#$ �&���'� �����
��$ �
(#��
�� � ���� ��������

��������

)���� 
������
����� ���	� � ����	���� �� ��������� 	��
���

����� (ξ; ζ)� *����� 
������
�� ������$ 	���� �+� ��������'%�� ,
���	
���� �������� ��������

����	�
���� �-��� "����� �����������	
 �	������� �������

��� ��������� ���	�	�# ���#���� �������� �����!�#� ������	�

$��� ���	�	�#� ���� ��� �	��� (xi; yj), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m� 	

	� ����
������� pij = P{ξ = xi; ζ = yj}�
.�	� 
���
������� &���'� � ���� ��+���� � ������ �#����$ �

	���
�� �	�&���'� ��� &����� xi, yi � ��
������� pij�

ξ\ζ y1 � � � yj � � � ym
x1 p11 � � � p1j � � � p1m
���

���
� � �

���
� � �

���

xi pi1 � � � pij � � � pim
���

���
� � �

���
� � �

���

xn pn1 � � � pnj � � � pnm



������ ��	 
������� ��������� �������� ���

������� ��	


������������ ��������� ���������� ��������� ��������

ξ\ζ y1 	 	 	 yj 	 	 	 ym P{ξ = xi}
x1 p11 	 	 	 p1j 	 	 	 p1m p1·
			

			
	 	 	

			
	 	 	

			
			

xi pi1 	 	 	 pij 	 	 	 pim pi·
			

			
	 	 	

			
	 	 	

			
			

xn pn1 	 	 	 pnj 	 	 	 pnm pn·
P{ζ = yj} p·1 	 	 	 p·j 	 	 	 p·m 


��� ��� ������� {ξ = xi, ζ = yi}, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
������� �����	��
�� � � �		� ���
 ���
������� ����
��� �		� ����
�����
���
�� ����� ��
���� ��	����� ����� �������������� 	���� ���
� ����� �������

������� ������ ���
�������� ��� �� �������
��  ���
��
��!��"

P{ξ = xi} = P{ξ = xi, ζ = y1}+ P{ξ = xi, ζ = y2}+ . . .

. . .+ P{ξ = xi, ζ = ym} =
m∑
j=1

pij = pi·.
�#$���

%����&�'��

P{ζ = yi} =
n∑

i=1

pij = p·j . �#$�(�

)
��� ������ �����
���
� *�� �
����	+ � ������� �� � �������
��� �
����,� 	� ���'�	 ������������� ���
�������� ξ ������� �
��������� �
����, 
����,� #$���� -����� �����
���
� �� �
���,�	 �
������� �� � ��������� �
��'�� 	� ���'�	 ������������� ���
���
������ ζ ������� � ��������� �
���� 
����,� #$����
���� ������������� ���
��������� 	���	 ���
� '������� ������


����
��� ������ �� ���"

M(ξ) =

n∑
i=1

xipi·, M(ζ) =

m∑
j=1

yjp·j . �#$�.�

����������� #$�(	 ����� � �����	
����	
(
M(ξ);M(ζ)

)

�����

���� ��
���� ����������
	��



��� ������ 	�
 �������� �������� ��������

�������� ��� �	
���	 ���� ����� ������	��� � �	�����������
�	���� ����	�������� �������� �	��� ������	��� �
 �� ��	�����
��������
 	��!�� �	������� "�����#� ����������� P{ζ = yj/ξ = xi} �

P{ξ = xi/ζ = yj}� $� ����"�# %&'�() ����"��� ���

P (B/A) =
P (A · B)

P (A)
. %���)

*�+���"

P{ζ = yj/ξ = xi} = P{ξ = xi, ζ = yj}
P{ξ = xi} =

pij
pi·

. %��,)

-�	��.����/

P{ξ = xi/ζ = yj} = pij
p·j

. %��0)

��������� ���
m∑
j=1

P{ζ = yj/ξ = xi} = 1 ��� i = 1, . . . , n� �	�

��� �	� �
n∑

i=1

P{ξ = xi/ζ = yj} = 1 ��� j = 1, . . . , m %���	����

�	���������1��)�
2���������� P{ζ = yj/ξ = xi} ��� j = 1, . . . , m �
�	�"�� "�������

�	����������� ��"�	���� �������# ζ ��� ��������	���� ��	����� ξ�
2 �	�������� ����� �	��� "������� �	���	�������� ����	��� ζ ���
��������	���� ��	����� ξ/

M(ζ/ξ = xi) =
m∑
j=1

yjP{ζ = yj/ξ = xi} ��� i = 1, . . . , n %��')

� "������� �	���	�������� ����	��� ξ ��� ��������	���� ��	����� ζ/

M(ξ/ζ = yj) =

n∑
i=1

xiP{ξ = xi/ζ = yj} ��� j = 1, . . . , m. %��&)

��������� ���� ����� ������	
� �	� �� ����������� �����	�

��� ��������� ������� ξ � ζ

P{ζ = yj/ξ = xi} = P{ζ = yj} � P{ξ = xi/ζ = yj} = P{ξ = xi}.
3�".��� ����	��� �	��� �	����������� �	���� �� ��� �� �	�����

�� ��	������ ������	��#� ��".���



������ ��	 
������� ��������� �������� ���

����������	
�� � �������
�� ���� ��� 
���������� �������
��
������
�� ������
 ξ � ζ ������
���	 pij = pi· · p·j� �������

P{ζ = yj/ξ = xi} = pij
pi·

=
pi· · p·j
pi·

= p·j .

 
���!��
� ��������

P{ξ = xi/ζ = yj} = pij
p·j

=
pi· · p·j
p·j

= pi· .

������ �"�#� ��������	
 ������	
 ���	��	
 �������	 �	�	�	

�	������ �����

$�%��&� �"�'
(������ ������ �"�#
ξ\ζ # ) �
# *�# *�' *�)
' *�* *�) *�#

�	��� ���������� � ������� �	���	�������� ����	��� ζ ���

������ ξ = 2� 	 �	��� ���������� � ������� �	���	��������

����	��� ξ ��� ������ ζ = 1�
+ � , � 
 � �� -
����� 
���.� %�������
�� ���������
�� ξ � ζ�

�������� ������
���� � ������� � ����%&�� ��%��&� �"�'� � ���/
,�� �� � ��%��&� ���������
�� 0� �����
�� ����%�& � ������1 0���
��%�� �"�)1�

$�%��&� �"�)
+�,�
�� ������ �"�#

ξ\ζ # ) � P{ξ = xi}
# *�# *�' *�) *�2
' *�* *�) *�# *�"

P{ζ = yi} *�# *�� *�" #

3������ %�������
�� �������������� �4���
�� �������� ���
�%��
� ��� �������
�� ���������
���

M(ξ) = 1 · 0,6 + 2 · 0,4 = 1,4,

M(ζ) = 1 · 0,1 + 3 · 0,5 + 5 · 0,4 = 3,6.



��� �����	 
�� �������� ��������� �������

������ �� ��	
���
 ����� � ����� �����
 �������� 	���	������
��� P{ζ = yj/ξ = 2} � P{ξ = xi/ζ = 1}�

P{ζ = yj/ξ = 2} = P{ζ = yj , ξ = 2}
P{ξ = 2} =

P{ζ = yj , ξ = 2}
0,4

,

P{ξ = xi/ζ = 1} = P{ξ = xi, ζ = 1}
P{ζ = 1} =

P{ξ = xi, ζ = 1}
0,1

.

����� !�!� �	���!������ � !�"��#�$ ���� ����
%������� 	���	��������

&�"��#� ��� &�"��#� ���
ζ ' ( �

P{ζ = yj/ξ = 2} ) (*� '*�
ξ ' +

P{ξ = xi/ζ = 1} ' )

,����
 !���	 �������� 
�!�
�!�-��.�� �/������ �� ��	
���

���0�� ���1� ��� �����$ �� !�"��# ���� ����

M(ξ/ζ = 1) = 1 · 1 + 2 · 0 = 1,

M(ζ/ξ = 2) = 1 · 0 + 3 · 3
4
+ 5 · 1

4
= 3,5.

2�. ����
� �������� � ���!��!�!��34�� "���������� 
�!�
�!��
-��.�� �/������ 	����-�3!���

5!��!� M(ξ) = 1,4; M(ζ) = 3,6; M(ξ/ζ = 1) = 1;
M(ζ/ξ = 2) = 3,5�

����� ����	
�� ������ 
���
	�	�	�� � ���������

6	�����
�� ��/� ��	�������� ��( ���.#�� 	���	�������� ��	��
������� ��� �3"�� ���
�	��� ���-����� ����-���� 7�
�!�
� ����.��
-!� ���.	�!��� ���-����� ����-��� ������! 3 ��	������!�� !�"���
#�� ��'� 	�"�!�! � .�!�	�� ���"���� -�
 � ���.#��� 	���	��������
���
�	��� ���.	�!��� ���-����� ����-����

����������� ��(	 �������� 	
��	������� ����	��� ����
��

��� �������� (ξ; ζ) �
���
��

F (x; y) = P{ξ < x; ζ < y}. ����

���
�	��� ���.#�� 	���	�������� �"�����! �����34�
� �����
�!��
��

�'� 0 � F (x; y) � 18
�+� F (−∞; y) = F (x;−∞) = F (−∞;−∞) = 0 F (+∞; +∞) = 18



������ ��	 
������� ��������� �������� ���

��� F (x; y) ���� ��	
����� �	����� �� �����	 ��	����	�
��� �	����� ������������ ���� ���������� ���	!����

���������� ����"����#

Fξ(x) = P{ξ < x} = F (x; +∞),

Fζ(y) = P{ζ < y} = F (+∞; y);

�$� %���������� ������� � �����	������� �������� !���&
�	����� ������������ �� ����	��#

P{x1 � ξ < x2; y1 � ζ < y2} =
=
(
F (x2; y2)− F (x2; y1)

)− (
F (x1; y2)− F (x1; y1)

)
.

�'�()*�

+��&������� ��� ��� ), - ��������������� ����	�� �& ������.
����� '�(� ���������� �" ��������������( +��&�������� ��� ���
� �����!�� ���&�������	 ��� ��� � �	����� ������������ F (x)
� �( '*(-(

/�� ���� � �!������#
F (x; +∞) = P{ξ < x; ζ < +∞} = P{ξ < x} = Fξ(x)(

B

G

H

C

D

E

A

F

xx

y

y1

1x

2

2

y

���� ��� ����������	 
�
����� � 
��������	��

+�� ���&������� ��� ��� $ &�����, !�� ������� ��������.
��� '�(� F (x2; y2) ���� ����������� ������� ��	����� ��	! .
�� ����!��� � 	��� ACE, F (x2; y1) 0 � 	��� FDE� ����������.
��

(
F (x2; y2) − F (x2; y1)

)
���� ����������� ������� � ���	�����	

ACDF ����( )1�( 2�����!��
(
F (x1; y2)−F (x1; y1)

)
���� �����������

������� � ���	�����	 ABGF ( /�����������, �&����� 3��" ����.
������� ���� ����������� ������� � �����	������� BCDG(





������ ��	 
������� ��������� �������� ���

�������� � ���	 �
������� ������� � F (x; y)� ���������� �� ������
����� ������� ���������
	�� �������� � ������� �� ������� �
F (x; y) ���� ���������� �������� ��� ��
��

�������� � �
����� �� ������
���� !"�# �����
	�� F (x; y) ��
��
���� ������������ �
� ϕ(x; y)�

$
� ������
	��� ������� " ��
��	 G �
����� �����	 � %���
&����� ���%��'�
	����� �� ������%� Δx � Δy (���� �)*� +������
����	 ������� � i�� �� ��, ������
����� � ��%��	� ������� #
������� �������
���� F (x; y)� -��%���% � ����� .��� /��'� ��
������ ���%�
� 0'��&�

P{x1i � ξ < x2i; y1i � ζ < y2i} =
(
F (x2i; y2i)− F (x2iy1i)

)−
−(F (x1i; y2i)− F (x1iy1i)

)
= F ′′xy(si; ti)ΔxΔy = ϕ(si; ti)ΔxΔy,

(!"���*
'�� ��.� (si; ti) �,������ ������ i�'� ���%��'�
	����

1.������ .�� ����������	 ������� � ��
��	 G ����
�&2���
��� ��%%� ������������ ������� � /�� ���%��'�
	�����

P{(ξ; ζ) ∈ G} ≈
n∑

i=1

ϕ(si; ti)ΔxΔy.

-���,��� � �����
� ��� Δx → 0, Δy → 0 (n → ∞) ��
�.�%
�������� " �
������� ϕ(x; y)�

3����	 �������� # �.������ ���� ����������	 �����	 �� ��� �
���

����	 � ����� ������� ���
+∞∫∫
−∞

ϕ(x; y)dxdy  � ���'�� ������� 4

���	 ����������� ��������
-
������� �������
���� �����
����, ���%����� �����������

�
�.���� ��
�.��� ��
�.���� �� �2 �
������� ϕ(x; y) �� ���%�
%
(!"���*�

ϕ
ξ
(x) =

+∞∫
−∞

ϕ(x; y)dy; ϕζ(y) =

+∞∫
−∞

ϕ(x; y)dx. (!"���*



��� �����	 
�� �������� ��������� ��������

����������	
�� �����	�� F (x; y) =
x∫

−∞

y∫
−∞

ϕ(s; t)dsdt� �������

Fξ(x) = F (x; +∞) =
x∫

−∞

+∞∫
−∞

ϕ(s; t)dsdt� ����������
������� ��� ���

��� ����� ����
����� �������

ϕ
ξ
(x) =

dFξ(x)

dx
=

d

dx

( x∫
−∞

+∞∫
−∞

ϕ(s; t)dsdt

)
=

+∞∫
−∞

ϕ(x; t)dt.

�� ����
����  !"�#$% �������� ��� ����&�
���
'� ��'�� �������

�� ���
���� ������� � ���� ��� ϕ(x; y) ���
� ����&�
���� ����
�&
������
�� ����� � �&������	
�� � ���(�
�� (x; y)� � ���'�� ����
��
��� Δx,Δy� ��
��)

�� � ��*��� ����� �&������	
����

+
������
� ����� ��� ��� �'�� �����
� ��& �������
�� ������
��
������
'� 
���)� �����
�, ���
���	 �������&,*�� ζ �� ��������
��

�� ������
� ξ � 
��������

����������� !"�-	 �������� ���	���	
� ϕ(y/ξ = x) ��������
����� ζ ��� �������� �	� ξ = x� �����	���

ϕ(y/ξ = x) =
ϕ(x; y)

ϕ
ξ
(x)

��� ϕ
ξ
(x) �= 0.  !"�#"%

�������� ���	���	
� ϕ(x/ζ = y) ������������ ξ ��� ��������

�	� ζ = y� �����	���

ϕ(x/ζ = y) =
ϕ(x; y)

ϕζ(y)
��� ϕζ(y) �= 0.  !"�#.%

/������� ��� ������'  !"�#"%�  !"�#.% �����������,� �������
 !"�"%� ���� �����	 ����&�
���
'� ��'�� ���
����� 0��� 
�������

ϕ(x; y)ΔxΔy

ϕ
ξ
(x)Δx

=
ϕ(x; y)Δy

ϕ
ξ
(x)

= ϕ(y/ξ = x)Δy.

����������� !"�1	 �������� �	��	������� �������� ζ
��� �������� �	� ξ = x� �����	���

M(ζ/ξ = x) =

+∞∫
−∞

yϕ(y/ξ = x)dy.  !"�#-%



������ ��	 
������� ��������� �������� ���

�������� �	
��	
������ ����	���� ξ ��� �������� 
�
ζ = y� �	���	�
���

M(ξ/ζ = y) =

+∞∫
−∞

x · ϕ(x/ζ = y)dx. �������

�	
��
� ���M(ζ/ξ = x) ���� ������ �� x�M(ζ/ξ = x) = fζ/ξ(x)�
��	������ M(ξ/ζ = y) �������� ������� �� y�
M(ξ/ζ = y) = ψξ/ζ(y)�

����������� ����	 ������� fζ/ξ(x) �	���	�
 ���������� ζ �	
ξ� ������� ����	��� ���������� ζ �	 ξ �	���	�
�� �������� �	
��	�

������ ����	��� ζ ���  �������	���� ξ = x� !�	������ ψξ/ζ(y)
�	���	�
�� ���������� ξ �	 ζ�


����� ��� 	 "��
���
# ϕ(x; y) ���������
��  ��������

ϕ(x; y) =

{
C ��� x2 + y2 < R2,
0 ��� x2 + y2 > R2.

$�������
# ����
	�
� C �  ������ ��������� ζ �	 ξ � ξ �	 ζ�

! � " � �  �� #�� �$%�&����� �����	��' C ���$���(��
�� ����)
����
 * $��������

+∞∫∫
−∞

ϕ(x; y)dxdy = 1 =⇒
∫∫

x2+y2<R

C dxdy = 1 =⇒ C

∫∫
x2+y2<R

dxdy = 1.

+��$���(��
�� ��
� ���
∫∫

x2+y2<R

dxdy %	��� �,-.
� ���&%	 � ��)

���	��
� $��/	&� ����%��� πR2�  �'����� %	���� ��

C · πR2 = 1 =⇒ C =
1

πR2
.

0$%�&��
 ��$�%� $������� ����	���1/2 $� ��%
��	
 �����3��
$% |x| > R ϕ

ξ
(x) = 0; $% |x| < R

ϕ
ξ
(x) =

√
R2−x2∫

−√R2−x2

1

πR2
dy =

2
√
R2 − x2

πR2
.



��� �����	 
�� �������� ��������� ��������

��������	
���

ϕ
ξ
(x) =

⎧⎨⎩ 2
√
R2 − x2

πR2
�� |x| < R,

0 �� |x| > R.
�������

���	�������

ϕ
ζ
(y) =

⎧⎨⎩ 2
√

R2 − y2

πR2
�� |y| < R,

0 �� |y| > R.
�������

����
 �� ����	�� �������� ������� �����	����

ϕ(y/ξ = x) =

⎧⎨⎩
1

2
√
R2 − x2

�� x2 + y2 < R2,

0 �� x2 + y2 > R2;
,

ϕ(x/ζ = y) =

⎧⎨⎩
1

2
√
R2 − y2

�� x2 + y2 < R2,

0 �� x2 + y2 > R2.

 �����!� �� ����	�� �����"�� �����#� ��$�%� ��&����� ���'(
'���

M(ζ/ξ = x) =

√
R2−x2∫

−√R2−x2

y
1

2
√
R2 − x2

dy = 0,

M(ξ/ζ = y) =

√
R2−y2∫

−
√

R2−y2

x
1

2
√
R2 − y2

dx = 0.



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
��

��������� 	
��
�� �������� �
���

������ ����� ������ ������� �� ��	
 ������������� �����

�	���
 ������� ����� ������� �������� � ����� ������ 
��� ��

������ ������ ����� ���������� ���������� ���������� ������

������ ����� ����� 0,1 ������� ! 0,2 ������ ! 0,5� "�#�� ����

������� ����� ��� ������ ��������

������ ����� $ �%�� ���� 100 ����# ��
������ ���� ����

��������� &� �%��� ������� ������� 10 ����#� "�#�� ������

����� ����� ��� ���� ��
 ���'��� ���� ������������

������ ����� $ ������ 5 ���������
 �����#� ����	� ��� ��

��
 ����(��� "������ ������� ��� ������� "�#�� ����������

����� ��� ���� ���
 ��������
 �����# ���'��� 
��� �� ����

����(��� ������

������ ����� )�� ������ ���������� ������ ��������%� ��

��%�# ����#�� $��������� ����� �� ����� ����� ����� 0,04� ��

������ ! 0,06� ����������������� ������ ������ ���� ����(

����������������� �������� "�#�� ���������� ����� ��� ������

�� ������ � ����#�� ����� �������������

������ ����� "�#�� M(ξ)� D(ξ)� σ(ξ) �����#��# ������� ξ� ���

����� ������������ �������%�� �����������

ξ *�+ *�, *�- *�. /�*

0 *�/* *�+1 *�+* *�2*

������ �����

F (x) =

⎧⎨⎩ 0 ��� x � 0,
k · x ��� 0 < x � 5,
1 ��� 5 < x.

"�#�� k� ϕ(x)� M(ξ)� D(ξ)� ��������� ���3��� ϕ(x)� F (x)�

������ ���	� 4����#��� ������� ξ ��� ��������� �������

��� � ����������5 a = 2� σ = 1� "�#�� ε� ���

P {|ξ − 2| < ε} = 0,67�



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

������� �������	
	 ������� �	��	���	� ���	�

������ �����

� � � � � 	 �
 ������	� A � ����	�� ������� � 	��������	
��	���� A1� A2� A3 � ����������� 	��������� ���� ��� 	  ��
�!"�� #�$� A = A1 ·A2 ·A3� % ������ ��	���$��	� ���������&
$!� �����	�	��' ����	& �!(����


P (A) = P (A1 ·A2 · A3) = P (A1) · P (A2) · P (A3) =
= (1− 0,1)(1− 0,2)(1− 0,5) = 0,36

������ �����

� � � � � 	 �
 ) ����* +��(!� ,-.���/ 	����


100� = 1� + 99����
10� = 1� + 9����

P (A) =
C1

1 · C9
99

C10
100

=
1 · 99! · 10! · 90!
9! · 90! · 100! =

10

100
= 0,1

������ ��� �

� � � � � 	 �
 0�&$�� �����!� ��������� ���	��!1��
����	� Ā � ���$	 $�(' 	��!������' �	 $�� "�������� 2���
!�	�� ���$�$(���( ��	���( �!(����


5��� = 3� + 2����
2��� = 0� + 2����

P (Ā) =
C2

2

C2
5

=
1! · 2! · 3!

5!
=

12

120
= 0,1

P (A) = 1− P (Ā) = 1− 0,1 = 0,9

������ �����

� � � � � 	 �
 3�$��� �������� � +��(!� �!�& ��������	


P (A) = PH1(A) · P (H1) + PH2(A) · P (H2),

�$� A � ����	�� ��"!*��*����� � ��� �� ��($��( ������ $���!�
�����"������� H1 � ��������� $���!� ���(�	!� � ����� ����"��
H2 � � ����� %�"!�"( �����& ����" � �$	�	4( ������	 ���
	��$	� ���� �!��� $���!�&� ��� ���&� P (H1) = 3

4
� P (H2) = 1

4
�

%�"!�"( $��� �� PH1(Ā) = 0,04� PH2(Ā) = 0,06� ��"!*����� ��
PH1(A) = 1 − 0,04 = 0,965 PH2(A) = 1 − 0,06 = 0,94� �"�����!��
	����


P (A) = 0,96 · 3
4
+ 0,94 · 1

4
≈ 0,955.



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

������ �����

� � � � � 	 �
 �� ����	�

n∑

i=1

Pi = 1 �����	� ���������� �����

������� P2 : 0,10 + P2 + 0,25 + 0,20 + 0,30 = 1⇒ P2 = 0,15�

M(ξ) = 0,2 · 0,1 + 0,4 · 0,15 + 0,7 · 0,25 + 0,8 · 0,20 + 1, 0 · 0,30 = 0,715,

D(ξ) = 0,22 ·0,1+0,42 ·0,15+0,72 ·0,25+0,82 ·0,20+1, 02 ·0,30−0,7152 ≈
≈ 0,067, σ(ξ) =

√
D(ξ) =

√
0,067 ≈ 0,259.

������ �����

� � � � � 	 �
 ��������  ��!	� ���"�������	� ��"���#���$

��%�$��$ ���	%	�# ��"���#���& �����%���& %��

F (5) = 1⇒ k · 5 = 1⇒ k = 0,2

'�$��� "�������� ϕ(x) = F ′(x)�

ϕ(x) =

{
0, "�	 x � 0 	 "�	 ()�,
0,2 "�	 0 < x � 5.

.

*�� 	�	 F (x) 	 ϕ(x) "����������# �� �	�� +,

1

50 x

F(x)

x

(x)ϕ

0,2

50

���� ��� ������� F (x) � ϕ(x) � ����	�
 ���

'�$��� �������#� ��������	��	�	�

M(ξ) =

+∞∫
−∞

xϕ(x)dx =

5∫
0

0,2xdx = 0,1x2
∣∣5
0
= 2,5

D(ξ) =

+∞∫
−∞

x2ϕ(x)dx− 2,52 =

5∫
0

0,2x2dx− 2,52 =
0,2x3

3

∣∣∣∣5
0

− 2,52 ≈ 2,083

σ(ξ) =
√

D(ξ) ≈ 1,443.



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

������ �����

� � � � � 	 �

�������� ������� ������ ���		 � ���� ��


P {|ξ − 2| < ε} = 2!
( ε

σ

)
⇒ 2!

(ε
1

)
= 0,67⇒ !(ε) = 0,335.

�� " #	� � �����		 $ � � ���	�%��	� �� �� �� ���	& !(ε)
� '�(	�  �)����" ε ≈ 0,97�

����������	
��� �����

������ �����	� 
�	����	�� ������

������ ���*� ���������� 5 	
������� �����	�� ������ �
�
����	���� ����� ��� �����
 A ������� 	
 �
	

� �
� � ���� ��
����	��� 
�� �
����	���� �����
	� ������ A � ������ ����
��	 ���	� 0,9�

������ ����� �� ������ � 36 ���� 	����� ��	�� � 3 ������
������ �
����	���� ����� ��� ��
� 	� ����
��� 2 �����

������ ���+,� �� �������
	 �
��� ��������� ����	� �����
� �� ��
��!� ��
�������� �����
	
 ����� 	� ���
��	�� ��
���
!�� ������� 	
�������� 	��� �
����	���� �������
	�
���	����	�� �
���� 
�� �
����	���� ����� 	� �
���� ��
��!
���	� 0,02� 	� ������ " 0,01� 	� ��
��
� " 0,03�

������ ���++� #� ������ ������ � �
��� � ��$� ����������
���
��	�� ��� �
���� ������� ��$� 3% ������ ������ " 2%  ��
�
�� " 4%� #��� �
����	���� ������	� 	� ������ �������		�� �
�
���� 
�� � �
����� �������� 1000� �� ������� " 2000  � ��
��
��
" 2500 �
���
��

������ ���+�� #��� M(ξ)� D(ξ)� σ(ξ) ������	�� �
��	� ξ�
������ ��
�����
��	� 	
����� &� �
����	����

ξ '�( '�) '�* '�+ '�,

- '�* '�) '�(, '�),



������ ��	 
�������� ���������� ���

������ ������

ϕ(x) =

⎧⎨⎩ 0 ��� x � 0,
k · x ��� 0 < x � 2,
0 ��� x > 2.

����� k� F (x)� M(ξ)� D(ξ)	 
������� ������� ϕ(x)� F (x)	

������ ������ ��������� �������� ξ ����� ��������� �������

������� � ������������ a = 1� σ = 3	 ����� P {|ξ − 1| < 2}	

������ ��	 
�������� ����������

���		
�
�� ��������

� ������ ������������
������ ���

�����

� �������� ����� �� ���!������
�

����� �����	
	�� �������
		

"�!��
�# ��� � ����������

 � �!������
�� �$�%# ��� ��������

���
�
� �&���'��� �&��
�
���
# ���


F (x; y) = Fξ(x) · Fζ(y).

������� ��	
	 ��� �����	
	��
	 ����������� 
�������� ���

�	�	� ξ 	 ζ �������	�� 	 ��
������ ���� ϕ(x; y) = ϕ
ξ
(x) · ϕ

ζ
(y)�

���������	
���� ���� ξ � ζ ����	���
�� � �� ����������� ����

F (x; y) = F
ξ
(x) · F

ζ
(y) =⇒ ϕ(x; y) =

∂2F (x; y)

∂x∂y
=

=
∂

∂y

(
F ′

ξ
(x) · F ′

ζ
(y)

)
= F ′

ξ
(x) · F ′

ζ
(y) = ϕ

ξ
(x) · ϕ

ζ
(y).

���� ϕ(x; y) = ϕ
ξ
(x) · ϕ

ζ
(y)� �

F (x; y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

ϕ(s; t)dsdt =

x∫
−∞

y∫
−∞

ϕ
ξ
(s) · ϕ

ζ
(t)dsdt =

=

x∫
−∞

ϕ
ξ
(s)ds

y∫
−∞

ϕ
ζ
(t)dt = F

ξ
(x) · F

ζ
(y).



��� �����	 
�� ���������� �����	���

����������	
�� ξ � ζ 
�������� �� ��������
�� �����

��������� ����� ����� ������	
� �	� �� ����������� ������

������ ��������� ������� ξ � ζ

ϕ(y/ξ = x) = ϕζ(y) � ϕ(x/ζ = y) = ϕξ(x) ��� ϕξ(x) �= 0, ϕζ(y) �= 0.

���� ���
 ����������
�� ������ � 
�� 
� ������ �� 
� �
���

���
������� ��!"��� #���������	
�� �� ������� ���� ��� 
������$

��� 
�������
�� ξ � ζ �����
����� ϕ(x; y) = ϕξ(x) · ϕζ(y)� ��%���!
��� ϕξ(x) �= 0 ���! ���&

ϕ(y/ξ = x) =
ϕ(x; y)

ϕξ(x)
=

ϕξ(x) · ϕζ(y)

ϕξ(x)
= ϕζ(y).

'
���"� 
� ����������� ������ ����
�����

	
���
 ����� ��	�����	
� ���	 �� �������� ���	�������� ξ
� ζ ������� � !"!

( � ) � 
 � �& *�� +��� !���
����
� � ������� �,�-� ����
����

���
�&

ϕ(x; y) =

{
1

πR2
��� x2 + y2 < R2,

0 ��� x2 + y2 > R2;

ϕ
ξ
(x) =

⎧⎨⎩ 2
√
R2 − x2

πR2
��� |x| < R,

0 ��� |x| > R;

ϕ
ζ
(y) =

{
2
√

R2−y2
πR2 ��� |y| < R,

0 ��� |y| > R.

.�����	�! ϕ(x; y) �= ϕ
ξ
(x) · ϕ

ζ
(y)� ��! ��
�� ���� �
� ξ � ζ �$

������� /��� 0��� ����!�� ����� � ��"��  �� ϕ(x/ζ = y) �= ϕ
ξ
(x) �

ϕ(y/ξ = x) �= ϕ
ζ
(y)�

1����& ξ � ζ ��������

#�� �����
�� ���������� ����! ��!�� ��! ��
��� ���� �
���

ξ � ζ ����2

�� ��
��  ������� ��������������M(ξ), D(ξ),M(ζ), D(ζ)

������
���� 3���2� ��
���� �������4��

�"� ����
�� � ��%00�$

4��
�� �������4���

��
������� ����� #������$������ �����	�� μ
ξζ

���������

������� ξ � ζ �������	%

μ
ξζ
= M

((
ξ −M(ξ)

)(
ζ −M(ζ)

))
.



������ ��	 
�������� ���������� ���

����� ����	
��� �
� �������	����� �����
 ����� 
���� ���
�	��
� �� ��������

μ
ξζ
= M(ξ · ζ)−M(ξ) ·M(ζ). �� !"#

$���
�	
������ ����%��� �����
���	 ��
���
	������� ��	���	�
���������

μ
ξζ
= M

[(
ξ −M(ξ)

)(
ζ −M(ζ)

)]
= M

(
ξζ − ξM(ζ)− ζM(ξ)+

+M(ξ) ·M(ζ)
)
= M(ξζ)−M(ξ)M(ζ)−M(ζ)M(ξ) +M(ξ)M(ζ) =

= M(ξζ)−M(ξ)M(ζ).

&��	����	� �������	������ �����
� �� ������� �� !"# �� �	��
���
��' ��������' ���	�	� ����	
� � ���	����	( ������

μ
ξζ
=

m∑
j=1

n∑
i=1

pijxiyj −M(ξ) ·M(ζ),

� �� ����������' ) 	�
�������

μ
ξζ
=

+∞∫∫
−∞

xyϕ(xy)dxdy −M(ξ) ·M(ζ).

������� ��	
	 ��� �����	
	�� 
������� ���	�	� ��������	�

����� ������ ����� �����

$���
�	
������ ����%��� �����
���	 ��
���
	������� ��	���	
	% ������� �� !"#� �������� �� ��%��	�	��' ξ 	 ζ�

μ
ξζ
= M(ξ · ζ)−M(ξ) ·M(ζ) = M(ξ) ·M(ζ)−M(ξ) ·M(ζ) = 0.

������� ��	�	 ������ ��������	������ ������� �� ���������

���	������	� 
������������	��
�	 ��������	�� |μ
ξζ
| � σ

ξ
σ

ζ
�



��� �����	 
�� ���������� ������	���

���������	
���� ���������� D(σ
ζ
· ξ − σ

ξ
· ζ) � 0	 
������

���	��� � ������ σ2
ξ
= M(ξ2)−M2(ξ), σ2

ζ
= M(ζ2)−M2(ζ), ���������

D(σ
ζ
· ξ − σ

ξ
· ζ) = M(σ

ζ
· ξ − σ

ξ
· ζ)2 − (

M(σ
ζ
· ξ − σ

ξ
· ζ))2 =

= M(σ2
ζ
· ξ2 − 2σ

ξ
σ

ζ
· ξ · ζ + σ2

ξ
· ζ2)− (

σ
ζ
M(ξ)− σ

ξ
M(ζ)

)2
=

= σ2
ζ
M(ξ2)− 2σ

ξ
σ

ζ
M(ξζ) + σ2

ξ
M(ζ2)− σ2

ζ
M2(ξ) + 2σ

ξ
σ

ζ
M(ξ)M(ζ)−

= σ2
ξ
M2(ζ) = σ2

ζ

(
M(ξ2)−M2(ξ)

)
+ σ2

ξ

(
M(ζ2)−M2(ζ)

)−
−2σ

ξ
σ

ζ

(
M(ξζ)−M(ξ)M(ζ)

)
=

= σ2
ζ
σ2

ξ
+ σ2

ξ
σ2

ζ
− 2σ

ξ
σ

ζ
μ

ξζ
= 2σ2

ξ
σ2

ζ
− 2σ

ξ
σ

ζ
μ

ξζ
.

�� ��������� 2σ2
ξ
σ2

ζ
− 2σ

ξ
σ

ζ
μ

ξζ
� 0 ��������� μ

ξζ
� σ

ξ
σ

ζ
	 ����� 

!����� ��������� D(σ
ζ
ξ+σ

ξ
ζ) � 0� �������� μ

ξζ
� −σ

ξ
σ

ζ
	 "#$�%����

%� ���������� �������� −σ
ξ
σ

ζ
� μ

ξζ
� σ

ξ
σ

ζ
	

&� �������� ���'��(��� #����������) *�������������) + ��,- 
-�.������ �������.��	

���������� ��	/� ����������	�
 ��������� r
ξζ

��������

������ ξ � ζ �������	��

r
ξζ
=

μ
ξζ

σ
ξ
σ

ζ

=
M(ξζ)−M(ξ)M(ζ)

σ
ξ
σ

ζ

. ���	/�

������ ��	/� �������	� ����������	 ��������� ��������

������ �� ���
��� �����

� � 0 � � � �� 1�����'�� ��������� �������(2�* ξ � ζ� ����%� 
������ �� -������� ��3	�4�� ��3	���� ���(��� �5����� -���.�����
�������������� ���%���� �������(2�* ���� ���(�

M(ξ) =

R∫
−R

x · 2
√
R2 − x2

πR2
dx = 0

��� ����!��� �� ���5���) -���.�� �� ������������� ���������'��
���( ��������	 �����!�����

M(ζ) =

R∫
−R

y
2
√
R2 − y2

πR2
dy = 0.



������ ��	 
�������� ���������� ���

������ M(ξ · ζ)�

M(ξ · ζ)
+∞∫∫
−∞

x · yϕ(xy) dxdy =
1

πR2

+R∫
−R

xdx

√
R2−x2∫

−√R2−x2

dy =

=
1

πR2

+R∫
−R

x · 2
√
R2 − x2dx = 0 �	 
	� �� ������.

�
���

μ
ξζ
= M(ξ · ζ)−M(ξ) ·M(ζ) = 0 =⇒ r

ξζ
=

μ
ξζ

σ
ξ
σ

ζ

= 0.

�
��
� r
ξζ
= 0.

��������� ��	��
�� �	��������
� �	�������

���  �� ��!������"# ξ � ζ �	��������
 �	������ ���� �$�%�
r
ξζ
= 0&

�'� |r
ξζ
| � 1&

�(� |r
ξζ
| = 1 ⇐⇒ ζ = kξ + b ��� ξ = kζ + b�

)�	��
�	 � �����
�� �����
���� 	��������� *+�' � 
�	��" *+�'�
)�	��
�	 ' ���������	 ����$�
 �! 
�	��" *+�(�

r
ξζ
=

μ
ξζ

σ
ξ
σ

ζ

=⇒ −1 � r
ξζ
� 1.

)�	��
�	 ( ,$��
 �	��!��	 � ����$%-�� �$��
��

��������� *+�'� �� ������	�� �
�� ���������	� ���������

�� ����
�	 �����������	� ��
������ ��������

 ���
��
��.�	& � ����� *+�' 	�������	& �
	 �	��������
 �	/
������ ��$����"# ������� �! ����� *0�' ���� �$�%& � � �����
*+�� $�
��	����	& �
	 �
� ��$����"� �������" !������"�

	
�������� *+�(� ��
������ �������� ξ � ζ �������	�� �����

�������������� ���� �� ���������	 ��������� ����� �
��� r
ξζ
= 0�









������ ��	 
�������� ���������� ���

��������� ����� ��������	 
����� �������� ����� ���������
��� �������	�� ! ξ  ζ  �!�� ���������! �����!�!�!� ! � ����"
�!���� ξ ∼ N(a

ξ
; σ

ξ
)  ζ ∼ N(a

ζ
; σ

ζ
) �����!����!����

������� ��	�	 #�� �������	�� ! ����!���$ ���������$ ���"
��$��$ �!� � � �!����!� ������ �� �� �!��� � ��

	
���������
� ���� r
ξζ
= 0	 
� �� ����� ������
	 �
�

ϕ(x; y) =
1

σ
ξ

√
2π
· e
−(x− a

ξ
)2

2σ2
ξ · 1

σ
ζ

√
2π
· e
−(y − a

ζ
)2

2σ2
ζ = ϕ

ξ
(x) · ϕ

ζ
(y).
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���� ���" �������
 �! �������
�����
��
#
�$	 ��� ���������%� ������������� ��������� ��������� �����

���& ����
�� ��$��������������
� � �����������
� ���
����� �!
����������&�

����������� ����� #�� �%! 
���&  �!'�!��  ζ �� ξ ���!� y =
= M(ζ/ξ = x)�  ξ �� ζ ���!� x = M(ξ/ζ = y)� � �!$�� �� '����	��
��� ξ  ζ ��	��� � �!$��$ ����!�	& ����$ ��� � �������

'�(�� ��$���
�	 �
� � )
�� ������ )
� *��$+�� ��%������ ����
�����
 � ����&�� ������$�����
����$�� ��%������ ���,� � �����
���
��
�
������

������� ��	
	 (������	�� ! ����!���$ ���������$ �����$��$
�!� � � ��	��� � �!$��$ ����!�	& ����$ ��� � �������

	
���������
� -.������� u =
x− a

ξ

σ
ξ

	 v =
y − a

ζ

σ
ζ

	 ����/��

���
���
� ����� � ����0

ϕ(x; y) =
1

2πσ
ξ
σ

ζ

√
1− r2

ξζ

· e
− 1

2(1− r2
ξζ
)

(
u2 + v2 − 2r

ξζ
u · v)

.

1��
���
� ������������� ���
����� �� ξ � ���
��
�
��� � �����
������ ���� ����
 ���0

ϕ
ξ
(x) =

1

σ
ξ

√
2π

e
−
u2

2 .





��������	�
� ������ ��� ��������� 	�������� �������� ���

��������	�
� ������ ��� ��������� 	��������
��������

������ ����� ������ �����	
��� ���	���� �������� �	������

(ξ, ζ)�

ξ\ζ � � �

��� ���� ���� ����

��� ���� ���� ����

���
� ������ ��� �	�	�	��� ���
����!"�# ξ � ζ� $	�������	 �
������	 ��
	��
��	���	 �%�����	 ξ  �� ������ ζ = 7� � 
��%	

$	�������	 � ������	 ��
	��
��	���	 �%�����	 ζ  �� ξ = 5, 1&

� � � � � 	 �
 ���	� ��������	 � ������� ����	� ����
�����������	� ����������� ξ


ξ  �! ���
p "� � "�#�

$��	 ���	� ��������	 � ���%&��� � ��	��� � ����� ���'
��������	� ����������� ζ


ζ ! ( )
p "� ( "�*! "� �

� ���+� ������	, ��%�	& ��-� ������ %�������.� ������'
�	����	� �	���	�


M(ξ) = 3,4 · 0,31 + 5, 1 · 0,69 = 4,573,

M(ζ) = 4 · 0,37 + 7 · 0,24 + 8 · 0,39 = 6,280.

/�������+ P (ζ = 7) = 0,11 + 0,13 = 0,24. �-���� 0�!�#1� ����'
�.� ��������	

P (ξ = 3, 4|ζ = 7) = 0,11/0,24 = 11/24,

P (ξ = 5, 1|ζ = 7) = 0,13/0,24 = 13/24.

2����.� ���� �����������	� ξ ��	��� �	�


ξ  �! ���
P (ξ = xi|ζ = 7) ��3*! � 3*!



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� ���
����� ���	
	��

������������	�� ��
����� ������������ �������

M(ξ|ζ = 7) = 3,4 · 11/24 + 5,1 · 13/24 ≈ 4,321.

����������� P (ξ = 5,1) = 0,32 + 0,13 + 0,24 = 0,63� �
�� �� ����
��
� ����� �!���
��� ��
���!� �����������

P (ζ = 4|ξ = 5,1) = 0,32/0,69 = 32/69,

P (ζ = 7|ξ = 5,1) = 0,13/0,69 = 13/69,

P (ζ = 8|ξ = 5,1) = 0,24/0,69 = 24/69.

"� ��
������ #���� �������
���� ζ

ζ � $ %
P (ζ = yi|ξ = 5, 1) &'()� *&()� '�()�

�+��� ������������ �������

M(ζ|ξ = 5,1) = 4 · 32/69 + 7 · 13/69 + 8 · 24/69 ≈ 5,957.

,����- 4,321; 5,957�

������ ���'� ������ �����	
 ����������	
 ��������� �������

��� ���	�	��

F (x, y) =

{
cosx · cos y �	 0 � x � π/2, 0 � y � π/2,
0 � ���	���� �������

����	 ����
������ �����	
 ��������� ����	 (ξ, ζ) � �
���

������	�� �����	������ �
���	 x = π/4, x = π/2, y = 0, y = π/4�

. � / � � � �-
0���
�#��� �����
� ����** -
P (x1 < ξ < x2, y1 < ζ < y2) = (F (x2, y2)− F (x2, y1))−

− (F (x1, y2)− F (x1, y1)).
"�
���� x1 = π/4, x2 = π/2, y1 = 0, y2 = π/41 ��
����

P = (cos
π

2
· cos π

4
− cos

π

2
· cos 0)− (cos

π

4
· cos π

4
− cos

π

4
· cos 0) =

=

√
2− 1

2
≈ 0,207.

,����- ≈ 0,207�

������ ���&� ������ �����	
 ����������	
 ��������� �������

��� ���	�	��

F (x, y) =

{
(1− e−ax)(1− e−by) �	 x > 0, y > 0,
0 � ���	���� �������

����	 ��������� �������� ����
�����	 (ξ, ζ)�



��������	�
� ������ ��� ��������� 	�������� �������� ���

� � � � � � �� ��	
���� ������� �
������� ����������� ���� ������
��������� ������� ����������� � �!"�� ��������
����� #�������$
��� �� y ��
����% �� � 
� ����� ������

∂F (x, y)

∂y
= b(1− e−ax)e−by.

&�������"�� � '�� �(��)���� �� x� ��
 ���

ϕ(x, y) = abe−ax−by

��� x > 0, y > 0 �� !���� ��	�� ϕ(x, y) = 0 ��� x < 0 �
� y < 0�

*����� ϕ(x, y) =

{
abe−ax−by ��� x > 0, y > 0,
0 � ��������� �
 ����

������ �+��� ������ �����	��
 ������� ��	
����� ������
�� ���� ��������� �������� ϕ(x, y) = (1/2) cos(x+ y) � ����	���
−π/4 � x � π/4, −π/4 � y � π/4� ��� ��� ����	��� ϕ(x, y) = 0�
����� ������ 	���	�������
 ������� (ξ, ζ)�

� � � � � � �� &
� ������� ������ �����
�� ���� ���� 
�%�

F (x, y) =

∫ x

−π/4

∫ y

−π/4
ϕ(x, y)dxdy.

,�	��� -� ��� −π
4
� x �

π
4
� −π

4
� y �

π
4

F (x, y) =
1

2

∫ x

−π/4
dx

∫ y

−π/4
cos(x+y)dy =

1

2
(cos(x−π/4)+cos(y−π/4)−

− cos(x+ y)).

.� ��� x < −π

4
�
� y < −π

4

F (x, y) =

∫ x

−∞
dx

∫ y

−∞
0dy = 0.

�� ��� x >
π

4
� −π

4
� y �

π

4

F (x, y) =
1

2

∫ π/4

−π/4
dx

∫ y

−π/4
cos(x+y)dy =

1

2
(1+cos(y−π/4)−cos(y+π/4)).

	� ��� −π

4
� x �

π

4
� y >

π

4

F (x, y) =
1

2
(1 + cos(x− π/4)− cos(x+ π/4)).



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� ���
����� ���	
	��

�� ��� x >
π

4
� y > π

4

F (x, y) = 1.

������ ����� ������ �����	��
 ������� ��	
�����

ϕ(x, y) = a/(x2 + y2 + 2)4 ������� ���� ��������� ������� (ξ, ζ)�
����� ���
���� a�

	 
 � 
 � � 
 ���������
��� ��������� � ��������� �
���������∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ϕ(x, y)dxdy = 1.

��� ������
��� ���
������ �����

 �
�
���  ��������  �����!
������ "����∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

a

(x2 + y2 + 2)4
dxdy = a

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

1

(r2 + 2)4
rdr = 1.

#���
 ������
��� �
��������$ ���
������ �� ϕ � r �������
πa/24 = 1 ⇒ a = 24/π ≈ 7,639�

%��
� a = 24/π ≈ 7,639�

������ ���&� ������� ��������� ������� (ξ, ζ) ����� ����

���� ��	
����� ϕ(x, y) = a/((1 + x2)(4 + y2))� ��	������� ��

��������� a ����� ������� 	���	�������
 F (x, y) ��������� ���

	
����� �������
 �������� ���� (ξ, ζ) � �	
��!����� G :
x ∈ [0, 1], y ∈ 0, 2] ���������" 
��
���
 �� �������� ξ � ζ #����

�������

	 
 � 
 � � 
 '�())�*�
�� a ����
� �� +
 � ����,�- ��������
� ���������

a

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2

∫ +∞

−∞

dy

4 + y2
= 1, a·

(
arctg x

)∣∣∣∣+∞
−∞
·
(
1

2
arctg

y

2

)∣∣∣∣+∞
−∞

= 1,

a ·
(π
2
+

π

2

)
·
(π
4
+

π

4

)
= 1, a · π

2

2
= 1, a =

2

π2
.

"� �� �������.

ϕ(ξ, ζ) =
2

π2(1 + x2)(4 + y2)
.





��� �����	
���� �����	� ��� ��������� ���
����� ���	
	��

� ����� ����	
�
����� �� y ��������

a

∫ 2

0

(
2x+

8

3

)
dx = 1.

������ ��
��������� ����	
��� �
���� � �
��������
a · 28/3 = 1� ������ ������� �������� a = 3/28� ����� ��
����� ���
������ �� ��� �������� ��������� 
���
������� ����� ϕ(x, y) =
= (3/28)(x2+ xy)�  ������������� �!����� ��������" ������� ξ �
ζ ��
������ ���

M(ξ) =

∫ 2

0

∫ 2

0

xϕ(x, y)dxdy =
3

28

∫ 2

0

xdx

∫ 2

0

(x2 + xy)dy =
10

7
,

M(ζ) =

∫ 2

0

∫ 2

0

yϕ(x, y)dxdy =
3

28

∫ 2

0

dx

∫ 2

0

y(x2 + xy)dy =
8

7
.

����� ��
����� #���
�� 
���
������� ����� ����� (10/7; 8/7).

������ $%�&� ��������� �	�
�������� ��
�������� ���������

����	���� ������ (ξ, ζ)

ϕ(x, y) =
1

π
e−(x

2+2xy+2y2).

�	�� 
������� �	�
�������� ����	������  �������� 
������

�� �	�
�������� ��� ����	�������

' � ( � � � �� )�������� 
���
������� ��������*�" ��
�����
��� +�
������ ,$-�./0� ��	��

ϕξ(x) =

∫ +∞

−∞
ϕ(x, y)dy =

1

π
e−x

2/2

∫ +∞

−∞
e−2(y+x/2)2dy =

1√
2π

e−x
2/2.

1���2 ����	
�� �� y ��� �������� � ����*2� ����	
��� )�������∫ +∞

−∞
e−t

2/2dt =
√
2π � ����������� t = 2(y + x/2).

�� ���
�� ������

ϕζ(y) =

∫ +∞

−∞
ϕ(x, y)dy =

1

π
e−y

2

∫ +∞

−∞
e−(x+y)2dx =

1√
π
e−y

2

.

3������ ��������2 
���
������� ζ �
� �������� ��� ξ = x

ϕ(y/ξ = x) =
ϕ(x, y)

ϕξ(x)
=

√
2

π
e−(1/2) (x+2y)2.



��������	�
� ������ ��� ��������� 	�������� �������� ���

�������� 	��
���
� ���	������ ξ 	�� �������� �
� ζ = y

ϕ(x/ζ = y) =
ϕ(x, y)

ϕζ(y)
=

1√
π
e−(x+y)2.

������ ����� ����������	 
�������	 �������	 �������� (ξ, ζ)
�����
����� ���������� ������ ��	����������� ������������  ����

������ O(0, 0), A(0, 6), B(6, 0)� ����� �������� ����� � �����

���� �����	���� 
�������� ���������

�  �  � � � ���	����� �������� �	������� ���������
������� �������
 ����������� ��� � �����
�� ��
���� 	������ 
!�
 �� �����!�� ������� (x, y)� 	��
���
� ����
���
� ��"���� 

 	��
����� ������� 
�� ϕ(x, y) = a� ������� 	����� AB �
�
y = 6 − x� #��
������ a ����� � 	���$�� �����
�� � ��������
	��
���
�� %�&��∫ 6

0

dx

∫ 6−x

0

ady = 1, a

∫ 6

0

(6− x)dx = 1,

18a = 1, a = 1/18, ϕ(x, y) = 1/18 ���
�� 
��&�������' �� (
��
�����
� 	��
���
� ����� �����

)�&����� *�+�,+-� 	��
���
� ���
�����$�" �������� �������
����
 ������

ϕξ(x) =

∫ 6−x

0

1

16
dy =

3

8
− 1

16
x (0 < x < 6),

ϕζ(y) =

∫ 6−y

0

1

16
dx =

3

8
− 1

16
y (0 < y < 6).

.� ��������" ��
������ (
� /���0�� ����� �����

������ ���,1� ���� �������� 
�������� �������� ��������

ϕ(x, y) =

{
ln2 4 · 4−x−y ��� x � 0, y � 0,
0 ��� x < 0 ��� y < 0.

����� ������������� ���
���	 � 
������ �����	�����

�  �  � � � . ������ �����

M(ξ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x · ϕ(x, y)dxdy =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x · ln2 4 · 4−x−ydxdy =

= ln 4

∫ ∞

0

x · 4−xdx =
1

ln 4
.



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� ���
����� ���	
	��

����� ������	
� 
	����� �� x ��� ���
���	 �� ������� �	����

�	� 	�����

M(ζ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

y · ϕ(x, y)dxdy =
1

ln 4
.

�
�����
�

D(ξ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2 · ϕ(x, y)dxdy −M2(ξ).

���������� ���� �	���	
� ����	���
 ������	���
 
 ������� ���

���� 
	���
����	
� �� ������� �����
��

D(ξ) = 1/ ln2 4.  ���
�	�� D(ζ) = 1/ ln2 4.

����������	
��� �����

������ !"�##� ������ �����	
��� ���	���� �������� �	������

(ξ, ζ)�

ξ\ζ � �� �� ��

� ���� ���� ���� ����

� ���� ���� ���� ����

���
� ��
	��
��	���	 �������� M(ξ), M(ζ) 

������ !"�#$� ������ !��"�� ���#�	�	�	��� ���	���� �����$

��� �	�����%

F (x, y) =

{
1 + 5−x−y #�� x � 0, y � 0,
0 #�� x < 0 ��� y < 0.

���
� �	���
���
& #�#������ �������� 
���� (ξ, ζ) � #����'��&$

���� �'�����	��%� #���%�� x1 = 2, x2 = 3, y1 = 1, y2 = 2 

������ !"�#%� (��� !��"�� ���#�	�	�	��� ���
	�% ��) ��$

����%) �	�����

F (x, y) = k(1− e−x
2

)(1− e−y
2

), (x � 0, y � 0);

*�	 #	���� �	
�	�
� F (x, y) �����	
�� ��+ ���
� �%���	��	

��� #��
���
� �	���
���
� � ��,!!�"�	�
 k -#�	�	��
& �	���
$

���
& #�#������ �������� 
���� � �.���
& D� ��
���� #�	��
��$

��	
 ��.�� �	
�	�
& ��'� ������ R (x � 0, y � 0) 



��������	�
� ������ ��� ��������� 	�������� �������� ���

������ ������ ��������	 
������	 �������� (ξ, ζ) ����� �����

��
��

ϕ(x, y) =
a

1 + x2 + y2 + x2y2
.

���� ����������� a � ���������� ������
�� 
������� �����

��� ξ � ζ�

������ ������ ������
�� ��
���������	 ����	���
�� �������

�� 
������ �������� ����� 
������� ��� 

ϕ(x, y) =

{
a(x+ y) ��� 0 � x � 1, 0 � y � x,
0 ��� ���!���� �"��
��.

#��������� ���
����� a � ����
���� ����� ��
���������	�

������ ������ ���� ������
�� ����	���
�� �������� 
�����

�� �������� (ξ, ζ) 

ϕ(x, y) =

{
1

2
sin(x+ y), x ∈ [0,

π

2
], y ∈ [0,

π

2
],

0 ��� ��� �"��
��.

#��������� ������� ��
���������	 
�
���� � ����������
���

�$�����	 ������� ξ � ζ�

������ ������ ��������	 
������	 �������� ��
��������� ����

������� ������ �������� 
� 
������ a � ���%����	��& 
��������

���� 
 �
	�� ���������� ���� ����$���� ��	 ������
�� �����

	���
�� ϕ(ξ, ζ)�



��� �����	 
�� ������� ���	��	 ��������

������ ��	 
������ ������

������������� ����������

������� ��������	�
�� 
����
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12 &��� ���� 
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� 
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���	
 ������� ��������� � � ����
 �� ��� ���������� ����
�	���� ����	 ������� ����� ��� �	������ ξ� ! �	�������	 m �����
���� �����
 ��"��� n ����	�� � "����#$�� �����# ���������
�	���# ��������� ��"�#�	�� �

����	�
���� ���%� /��&��
� ���������� n �������
�� �0' 
�� ����	��

&�� "��'
 ����	 ��"�#�	�� (����� ������) ������ ������
����	���� ��������� �	�	���*� "��� ��"� ��
 ������ ����
������	��+ 
��	����� , �� ��������� ���'�
 +�
��� � -��
"�		 .��
��� ������ ��"�#��	
�	 ����	��� +�������#��

&���� � ��"��	 ����	��	 x1 ��"�#����� n1 ���� x2 , n2 ���� . . .�

xk , nk ��� �
k∑

i=1

ni = n , "/*
 ��"����
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4 < x � 6� �������	�� 
���	�� F ∗(x) = 30
50

= 0,6 
�� 6 < x � 7 � ����
��� ��� �� � ���������� ��������� F ∗(x) = 1 
�� x > 10�

F ∗(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 
�� x � 1,
0,1 
�� 1 < x � 4,
0,3 
�� 4 < x � 6,
0,6 
�� 6 < x � 7,
0,7 
�� 7 < x � 8,
0,9 
�� 8 < x � 10,
1 
�� x > 10.

F (x)*
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� ��	��� �
�����������

������ ��������� ������� 
��� ������ �� �� � �!�
"# �
��������� F ∗(x) �$����%� �&  ��� ���'

�( 0 � F ∗(x) � 1)
*( F ∗(x) �  ��
��	���� ����$��%+�� �������)
,( � �� x1 � ���������� � xk � ���������� �������$� ��
F ∗(x) = 0 
�� x � x1 � F ∗(x) = 1 
�� x > xk�

�� ������ 
��� ������� �$����� ����� ��������� -�� 
� ���.
���� �� �����$ ��#���� �� � ���
�#�� ����%����� �� s �����.
����� ���� (aj−1; aj] � �
������ ����	� ��� ����%����� mj� 
�
��.
��/ � j.� ��������� 0��� �������� 	� ���� ����%������ 
�
����/ �

j.� �������� ����� P ∗j =
mj

n
(m1 + . . . + ms = n)�  �� � �/ 	�.

 ���� �	������� ����� �������� -�� 
� ������� �� �����$ 
� � �
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P ∗j
Δaj

=
mj

n · (aj − aj−1)
� ��	�������

������� ������� �� ��������	������� ���
����� ����������� ���
�����	��
� ������ �	����� ������� ��������	����� ����� �����
���	���� ������ �� 	������� �����!�� � ����
� �������	� "	�
����
� ������� #$�% ��	������ 	������� ��������&

' �(� aj−1 aj mj P ∗j =
mj

n

P ∗j
Δaj

) * + , *�) )(+*
- + $ -, *�, ,(+*
+ $ # ), *�+ +(+*
% # )- , *�) )(+*

��	����!��� ���������� �������	��� �� ��� -*�
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x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi. +!"�#,
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x̄ =
1

n

k∑
i=1

ni · xi. ������

����� �������� ���������	 ��	��		 �	�������	� ����� ��	��		
���	 	���	 ����	��	� ���!� �	�� ����� �����	�����"#�� ���������
$�� %���&�	�����&� �������� ����	��� ��������� �	������ ��'

�����	�(�� 	! ��	��	
� ����	��� ����(��	��� ���������	 
������	

S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = (x− x̄)2 ����)�

��� ������ ����&������ �

S2 =
1

n

k∑
i=1

ni(xi − x̄)2 ����*�

��� �
����������
� ����	�	�	����
+�	������ ���������� ���	���� ��		� �� ,	 ����	�����(� ��� �

&������ ��������� �	������� -��&���	�&� ������ ��(�����(�� �	'
�������� ��	"#	� �� ,	 ����	�����(� ��� � ������ ��������� �	��'
�����
$�� .��
� ���������� �� ���	���� ����	�( &��������� &��	�(�
/�� �	������

S =
√
S2 ����0�

������	��� ���������� ���
��� ���
���������� ����������� �12+��
3� ��&��&	 ��	��� 4������ ����)� ����	� �����		 ���	���(

���
�"�

S2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − (x̄)2 = x2 − x2 ������

��� ������ ����&������ �

S2 =
1

n

k∑
i=1

nix
2
i − (x̄)2 ����5�
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stdev(x) = 15.436� ������������ ������� 	�
��
�����	�� ��	�����
������

Stdev(x) = 15.451� ������������� ���������� ������� 	�
��
���
���	�� ��	����������

median(x) = 148.615 �� ���
�
 ! "�
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F���������	�
�� �������
��������
����� ������	 n+ k 
��������� ���
����
�� �����
� ξ1, . . . , ξn�
ζ1, . . . , ζk� ξi ∼ N(0; 1), i = 1, . . . , n� ζi ∼ N(0; 1), j = 1, . . . , k�

����������� �����	 ��������	�
�� �	����
�� ��	���
�

Fn,k =

χ2
n

n
χ2
k

k


��������� ����������	�
��� �������
������� ���������	�
���
����� �	� ����������	�
���� � n, k �����
��� ��������

�����
�� ��� ������
�	 �����
� Fn,k � 0�
����
���� ��� � ���!������
�	 ����� ���

ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Γ
(m+ k

2

)
Γ
(n
2

)
· Γ

(k
2

)(n
k

)n
2 · xn

2
−1
(
1 +

n

k
x
)−n+k

2
!�� x � 0,

0 !�� x < 0.
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�� ���#��	 ��$��%� !���
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'� 
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�� !���(
������ �!�����	���� ���	 ������� = '�
%��� �
������� ��#*�(
�� ���	�
���
�# �%�
'� ����� � �
��� 
������
� � !�������� ���(
!������
�	�

>
������
�� �%�
'� %������$���
� !����
	�� !�� ����� �$?@��
�$��'�� '� �� ���!����	 �����
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'� ���'� � �
� ��)�� ����
�
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����� � !���������
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�����	�� �	� 
����!"
#

�$� ��������� a 
�����%� �
�����	 (a1; a2) �� �	����
��� $��
�#
&���' ������!��� �� 
��	%��
��( a1 = a1(x1, . . . , xn), a2 =
= a2(x1, . . . , xn)' 
������%!�� 
�������
�� �������� � ����

��
������
��� % γ( P{a ∈ (a1; a2)} = γ� )�����
��� γ 
���������
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��������	 tγ ����
��
� �� �����	 � �
��������� γ �������
��
�� ��
����

 �
��
������

P{|t| < tγ} = γ. ���� !"

# ��$��	 �
������ ��������� ���
�
�
��� #����
��� ϕst(t) ����
�
��
 tγ ��
�
��
��� �� ��������

P{|t| < tγ} = γ ⇐⇒ P{|t| > tγ} = 1− γ =⇒ P{t > tγ} = 1− γ

2
⇐⇒

⇐⇒ 1− Fst(tγ) =
1− γ

2
⇐⇒ Fst(tγ) =

1 + γ

2
.

%��������� � ���� !" ���&
��
 ���� '"� ������
	�

P

{∣∣∣∣ ξ̄ − a

S∗/
√
n

∣∣∣∣ < tγ

}
= γ ⇐⇒ P

{
− tγ <

ξ̄ − a

S∗/
√
n
< tγ

}
= γ,

������ ������
	 ��� a ���
��
����( ���
��� � ���
 ���� )"�

��������� ����� � ��������	 
�����	 
�������	 
�������
�� ���� ��
����� � ������ 
�� ���
��������� ��������� 
����
������ 1−Fst(x) !�"���#� $������ $��%���� 1− γ � %��� ���&����
� 
���'�� �&�����( )#��*�� ��+�� ���$# 
�#%��� $��%���� tγ
�� ��#���������� �������� ,&�$ ��
��$������ ,-. /.00 1��$���
��� ���&������� ��+�� #$���� �$ �����#�*�( � 
��������� 

	
���
 ���!� 2�(�� �����������( ������� �� ���$�������
�� ��������%������ �+������ a �������� ���
����3���( �#%�(�
��( ���%��� � ��&���%��� ������� x̄ = 10,5 � ��
�������� �45
S∗ = 1,6 
� ��&���� �&63�� n = 16 2���+����� ������������� ���
������ γ = 0,99 

* 
 + 
 � � 
� %� �����,
 ����&
��� - ��� ����� ��
�
�
( ����
���� k = n− 1 = 15 � α = 1− γ = 0,01 ��.���	 tγ = 2,95� %���������
�����
���
 ����
��
 � ���� )"� ������
	 ����
��
 ��� ������ ���
�
��
����/� ���
���� ε�

ε = tγ
S∗√
n
= 2,95

1,6√
16

= 2,95 · 0,4 = 1,18.

0�.���	 ���
��
����( ���
��� (10,5−1,18; 10,5+1,18) = (9,32; 11,68)�
���
�� ���-12   ��!"�



��������	�
� ������ ��� �
��������� �
������� ���

��������	�
� ������ ��� �
���������
�
�������

������ ����� � �������		 
����� ��� ��������	� ������� A ���

�������� 5%� � ��������	� ������� B � 2%� ������ �������	� ���
�������� 94%� ����� ξ � ��������� ���	�	��� ������ � 	�	 � � 
��
�	�	 ���	 �� ��!�� ������� 	�	 �� ������� �
���� 	
���	� ���

����� A� � ζ � ������� B� "�����	�� 
���� �����������	� ����
 ����� ��������� ���	�	�# (ξ, ζ)� $���	 ��%��	�	��� ��������		

�������� A 	 B�

� � � � � 	 �
 �������� ���	�	�� ξ ��	�	���� ������	� �� ���

�	 ������ 	����	� �������� �������� A� 	 �����  � ���	 �� ���������

!����"	��� ���	�	�� ζ ����� � 	�	  � ���	�	����	 �� ��"�� �������

�� 	�	 ��� #�� 	����	� �������� B� $��	� �������� x1 = 1, x2 = 0,
y1 = 1� y2 = 0. %������	� ����������	 pij = P{ξ = xi, ζ = yj}. &����
������' p22 = P{ξ = 0, ζ = 0} = 0,94. (�	 x2 = 0 y1 = 1 	�	 y2 = 0)
��"�� �� ������� ���*��	� ������������ 	���� P (x2) = p21 + p22� $��
��� P (x2) = 0,95 	 p22 = 0,94� �� p21 = P (x2) − p22 = 0,01� !�����
"	��� ������� ��� p12 = P (y2) − p22 = 0,98 − 0,94 = 0,04� (�����'�

P (x1) = 0,05� �� 	� ������	� P (x1) = p11 + p12 �������	� p11 = 0,01�
+������ �����������	� ��*�� ���	���' � �	�� ����	,-


ξ\ζ y1.� y2. 

x1.�  ��  � /

x2.  � �  ��/

�����������	� ��������01	2 �������� �������� ���	�	�- ����

�-


ξ �  ζ �  

p  � 3 ���� p ���� ����

��	
�� ������ ��� M(ξ) = 0,05, M(ξ2) = 0,05, D(ξ) = 0,0475,
M(ζ) = 0,02, M(ζ2) = 0,02, D(ζ) = 0,0196.

� ������
 ������� ��	��������� ������� (ξ, ζ) ������  �!

"� ��	��������� ��� ���� ������ ξ · ζ#

ξ · ζ � $

p ���%&���$&���%'���� ���$



��� �����	
���� �����	� ��� ����	�	��� �������		

� ������ ��������	�
��� ������� M(ξ ·ζ) = 0,01. �� ������� ������
��������� ����������� ����������

rξζ =
0,01− 0,001√
0,0475 · 0,0196 ≈

0,009

0,0305
≈ 0,295.

������ ����� ��������� �	
�������� ���	
��� ��������� �	�

������ (ξ, ζ) 
�����

ϕ(x, y) =

{
1
2
cos(x− y) �
� x ∈ [0, π

2
], y ∈ [0, π

2
],

0 �
� x /∈ [0, π
2
] ��� y /∈ [0, π

2
].

����� ��������	�� ��

	����� ��������� �	����� ξ � ζ�

� � � � � � � ��
���!�� "��
! 
�
���� 
��	���#$ %���	�� �%��&
��
� ������#%���' �� ��������	�
��� ������� %���	�� ξ � ζ ����&
����� �� �������� 

M(ξ) =

+∞∫∫
−∞

xϕ(x, y)dxdy, M(ζ) =

+∞∫∫
−∞

yϕ(x, y)dxdy.

(�)�� %#	�
��� ����)��� �� x �� 	�
���' ������

M(ξ) =
1

2

∫ π/2

0

xdx

∫ π/2

0

cos(x− y)dy =
π

4
.

*" 
�������� ������
�� %�������
�� ����
����!�� ξ � ζ ��������
cos(x− y) 	+����� 
������' 	�� M(ζ) = M(ξ) = π/4� ,�
���
��

D(ξ) =

+∞∫∫
−∞

x2ϕ(x, y)dxdy −M2(ξ).

���

D(ξ) =
1

2

∫ π/2

0

x2dx

∫ π/2

0

cos(x− y)dy −
(π
4

)2

=
π2

16
+

π

2
− 2.

-��
! ����)��� �� x %#	�
���� �%� ��"� �� 	�
���� ,�
���
��
D(ζ) = D(ξ)� .���� ��)�' ���/$����� ����� ��������	�
��� ����&
��� ����"%������ 
��	���#$ %���	��� (�)�� % �/0�� 
��	��

M(ξ · ζ) =
+∞∫∫
−∞

xyϕ(x, y)dxdy,



��������	�
� ������ ��� �
��������� �
������� ���

� ��� ������ �	�
���
� ����
���
�

M(ξ · ζ) = 1

2

∫ π/2

0

xdx

∫ π/2

0

y cos(x− y)dy =
π2

8
− π

2
+ 1.

���	���� ��
���	 �� x � �� y �����	�	� �� ���
��� ����
���
	�� ������� ������� � �����	� ������� ����	�� �� ���!��

����	�!��"

rξζ =
(π2

8
− π

2
+ 1− π2

16

)
/
(π2

16
+

π

2
− 2

)
=

π2 − 8π + 16

π2 + 8π − 32
≈ 0,245.

������ �#�$� ������� �	
� ���	������ ��
������ 	������ (ξ, ζ)
��������� ����������
 ����
 ������������� � �����������

M(ξ) = 2, M(ζ) = −5, D(ξ) = 9, D(ζ) = 4.

�������� 	�������� ��� ��������� 	���������� � �
�����

������������� ������� (ξ, ζ)�

%  &  � � " �����	'�� ���' �	������ �	����� �����	��
������� 
� ��	�(�� � �����	 ����)� rξζ = 0. *���� ��	���� ���
�������+ �����
��+ �	��,-�, �	�
���
' ������	���"

ϕ(x, y) =
1

12π
e−

1
2
(
(x−2)2

9
+

(y+5)2

4
).

.��' ��	�� �
� σξ = 3, σζ = 2� �����	'�� ����!�� ������	���
���
��

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
ϕ(x, y)dxdy,


�

F (x, y) =
1

12π

∫ x

−∞
e−

(x−2)2

18 dx ·
∫ y

−∞
e−

(y+5)2

8 dy =

=
1

12π

( ∫ 0

−∞
e−

(x−2)2

18 dx+

∫ x

0

e−
(x−2)2

18 dx
)
·
(∫ 0

−∞
e−

(y+5)2

8 dy+

∫ y

0

e−
(y+5)2

8 dy
)
.

���� ��
���	� � ���/��+ ����� � ����-', ��
���	� �����
���� ∫ 0

−∞
e−x

2/2dx =

∫ +∞

0

e−x
2/2dx =

√
π

2
.

0
��� ��
���	� ������� ��� ����!�, 1��	���

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−
z2

2 dz.





��������	�
� ������ ��� �
��������� �
������� ���

����� ������	
 	����� 	� D(ζ) = 1/25� ��� ��	���	�������
�������� ������������ �������� ������ ξ · ζ �������

M(ξ · ζ) =
+∞∫∫
−∞

xyϕ(x, y)dxdy = 24

∫ 1

0

x2dx

∫ 1−x

0

y2dy =
2

15
.

�� �������  !"�#$ ��%���&���	 �������&�� ������� ��������	'
�� ���

rξζ =

(
2

15
− 2

5
· 2
5

)
/

(
1

5
· 1
5

)
= −2

3
.

������ !(�"� ��������	 
	������ ξ � ζ �	��
���� � ����	�	�

�	�� ���������  �����	����� M(ξ) = M(ζ) = 0, σ(ξ) = σ(ζ) = 1�
����� 
	�������� ����� ��� �������� ����� (ξ, ζ) ������� 
 ����

G ������ R = 2  �	����� 
 �����	 ����������

) � * � � � �� +�� ��� ξ � ζ ����������� 	� �� ������	��� ���	���	

������������� ϕ(x, y) = ϕξ(x) · ϕζ(y)� �� ������,

ϕξ(x) =
1√
2π

e−x
2/2, ϕζ(y) =

1√
2π

e−y
2/2.

-������	��
���

ϕ(x, y) = ϕξ(x) · ϕζ(y) =
1

2π
e−

1
2
(x2+y2).

.������ �����	���	


P =

∫∫
G

ϕ(x, y)dxdy =
1

2π

∫∫
G

e−
1
2
(x2+y2)dxdy.

/������ ������� ��	����� � �������� ��������	��� �������

P =
1

2π

∫∫
G

e−
1
2
r2rdrdϕ =

1

2π

∫ 2π

0

dϕ

∫ 2

0

e−
1
2
r2rdr = 1− e−2 ≈ 0,865.

������ !(�(� ��������	 
	������ ξ � ζ �	��
���� � ����	�	�

�	�� ���������  �����	����� M(ξ) = M(ζ) = 0, σ(ξ) = σ(ζ) = 1�
����� ����� ����� R  �	����� 
 �����	 ���������� 
	��������

��������� 
 ������� �������� ����� (ξ, ζ) ��
�� 0,9�



��� ������	
���
 �����
 ��� ��������
�� ����
�����

� � � � � � �� ��	
���� ��������� ������� ������ �����������

P =

∫ R

0

e−
1
2
r2rdr = −e− 1

2
r2
∣∣∣∣R
0

= 1− e−
1
2
R2

.

�
� �����
���� R �
���� ���������� 1 − e−R
2/2 = 0,9. ������

������� ��� R ≈ 2,145�

������  !�"� ��������� 	
������ (ξ, ζ) ������
��� ��������
�� �����
�
�
��� � �����
����� M(ξ) = M(ζ) = 0, σξ, σζ , rξζ = 0�
��������� 	
������� �������� �������� ���� 	 ������ G�
������
���� ������� � ������� a = kσξ, b = kσζ�

� � � � � � �� #�������� $

��� x2/(kσξ)
2 + y2/(kσζ)

2 = 1� �
��%���� �����������

P ((ξ, ζ) ∈ G) =

∫∫
G

ϕ(x, y)dxdy,

	�� 
�������

ϕ(x, y) =
1

2πσξσζ

e
− 1

2
( x

2

σ2
ξ

+ y2

σ2
ζ

)

.

�
� �����
���� ������	� ����	��
� ������� % �&�&�'���� �(


����� ������� %��������� 	�� x = σξr cosϕ, y = σζr sinϕ� � �%�&���

$��	� ���&��������� I = σξσζr� )��
� ��������%� �����������

P ((ξ, ζ) ∈ G) =
1

2π

∫ 2π

0

∫ k

0

re−r
2/2dr = 1− e−k

2/2.

����������	
��� �����

������  !�*� �����	��	�
��
 �
����  ��������
��� !���

���������� � ����
��� �" ����� � ��
�
�#��� ����
�� ��

0,4; 0,5; 0,6 �� � � ������� �" ����
��� �� 0,12; 0,14 ��� �	�
���

�
 �����
�
�
��
 ����
��� ����� ξ � ����
��� ζ ����� ����� 
�

ξ\ζ $�% $�& $�'

$�() $�$& $�) $�(&

$�(% $�(& $�)& $�)

*���� ���
�����
���
 +������ ��������" 	
����� ξ � ζ � ��!�

!� �
�� ���
�� �� �
+�� �����





��� ������ 	
� ������������ ������

������ ��	 
���������� ������

����� ���	��
��� ��������� ���������� ���������� ���
�������� ���������� ��������� ���	�� ����������������
��� ���������

����� ����	 
���
���� ���	����� �����

 �!���"	 ���� �! 	������ ��������� �	��������� !�����	����
��� ���� ����#����� ��!�����	�� ����	����� x � !������� ������ y�

$���
 � ��!��
���� ������	���� �������� ������� �	���������
!������� ������ y ��� ���� !������� ��!�����	�� ����	����� x
%����� &'�()�

*������ &'�(
x x1 x2 . . . xn

y y1 y2 . . . yn

*�������� ��������
 �����# y = f(x)+ � 	�,�� ����� ������
��#-�# !�����	���
 y �� x�

����� ���	��
��� �������� %�./) !��#������ � ������ ����
������ �! ��������� ����� ����������� ������+ ��� ������
��		� �������� ��������� !������� ������ f(xi) �� ������������
#-�� ����#���	�� !������� yi ���� �� ���	��
���0

Φ =

n∑
i=1

(
f(xi)− yi

)2 �−→
f(x)

min . %&'�()

� �����	 ������� 	� ��������	�� ������	 ������ f(x) �! ����
�� 	����������� 1��	�������� ��� ������� �!������ 	���	�!���#
��		� �������� ���������� �� ����#���	�� ���� (xi; yi) �� ����
�"���� � ��� ,� ���������0

(
xi; f(xi)

)
�

 ���	����	 ���	������ �./ ��� ����,����� �������� !������
	����0 f(x) = ax + b�

2�� ����,����� !������� a � b+ ����������#-�� 	���	�	 ����
��� Φ+ ������
!��	�� ��������	�	 �������	 �����	�	�0 ���������
�	  ���# ������� ����!������ �� a � �� b ������ Φ� ��,�� ����
!��
+ ��� ��������� ���	 ����!�	 !������� a � b ��������� 	���	�	
������ Φ�



������ ��	 
���������� ������ ���

������ ���	
�� �������
���

∂Φ

∂a
= 2

n∑
i=1

(axi + b− yi)xi = 2a

n∑
i=1

x2
i + 2b

n∑
i=1

xi − 2

n∑
i=1

xiyi;

∂Φ

∂b
= 2

n∑
i=1

(axi + b− yi) = 2a
n∑

i=1

xi + 2nb− 2
n∑

i=1

yi.

����
���� �� � 
���� ������� ���	����⎧⎪⎨⎪⎩
∂Φ
∂a

= 0,

∂Φ
∂b

= 0,

⇐⇒
⎧⎨⎩ 2a

∑
x2
i + 2b

∑
xi − 2

∑
xiyi = 0,

2a
∑

xi + 2nb− 2
∑

yi = 0.

����� 
�������� ���������
�� �������� ���	����⎧⎪⎨⎪⎩
a

n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi =
n∑

i=1

xiyi,

a
n∑

i=1

xi + nb =
n∑

i=1

yi,
⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
a

∑
x2
i

n
+ b

∑
xi

n
=

∑
xiyi
n

,

a

∑
xi

n
+ b =

∑
yi

n
�� !"#

���� ����
�����∑
xi

n
= x̄,

∑
yi

n
= ȳ,

∑
x2
i

n
= x2,

∑
xiyi
n

= xy,

������� ���	��� �� !$# ��� �������
�� ��%&&�'��
	�� a � b�{
ax2 + bx̄ = xy,
ax̄ + b = ȳ.

�� !$#

������ � !(� � ������� 	
�� �������� �������� y �� �������

��� ��������� x� �������� ��� ����������� ���� x � y ����� ���

y = kx+ b� ��!�� ������� �������"�� #�������� k � b�

$������ 	
��

N % � & ' ( ) 
 *

xi % %�( � ��( & &�( ' '�(

yi �%�+* +��' %�)' ��	* '��) (�)� 
�+' *�&

) � � � 
 � �� *��	��� �� !$# ��� ��

�+� ����� ��
����	 ����{
8, 875k + 2, 750b = 13, 496,
2, 750k + b = 3, 625,



��� �����	 
�� ������������ ������

������ �����	
� k = 2,687� b = −3,765 ��������� �	������ ���	�	�

���� 	
��� �	�� y = 2,687x− 3,765

����	���
 ������	� f(xi) 	 �����
 ������	� �����		 Φ �� ����

��� � !"# $��������% �%�	����	� ������% � ��&�	��  !'( )��

ri =
(
f(xi)− yi

)2


*�&�	��  !'

N " + ' , - . ! /
xi ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
yi −1,08 ���� ���� ��	
 ���� ���� ���� 
���

f(xi) −1,08 ���� ���� ��	� ���� ���� ��	
 
���
ri � ������ ������ �����
 ������ ������ ������ ������

����������� �������� � ��������� ����� �� �! 	�!�� �������
�������"��� �������� #���$�� Φ% Φmin = 0,0081! ���������� �����&
��� ��'� ������������ � ����������� �(� �� �� ������ ��������
yi �� f(xi)!

)����% y = 2,687x− 3,765!
*����+���,� � ���� ���������� ������� ��� ���������� ��-#&

#�$������ a� b� c ��� ����������� ����������� f(x) = ax2 + bx+ c%⎧⎨⎩
ax4 + bx3 + cx2 = x2y,

ax3 + bx2 + cx = xy,

ax2 + bx+ c = y.

.	�!�/

������ 	�!�� ������� �	
��������� ��� 	 
���������� 
���
������ ������� � ������ 

�������� ��	�
���
�

ORIGIN := 1 n := 12
01��		�� �!	"�		% 10
i := 1 . . . n xi := 0.5 + i · 0.5

01��		�� ��#���$% 10
y := (−1.79−0.47 1.74 3.87 4.36 6.56 7.94 8.32 9.34 11.68 13.45 12.87 )T
01%�&�� 	�	$��' ()* +,- 
��#	$������'. � ��$��/��� ��#�0

S ·A = Q 1#�	� A 2 ��$��"� �	����3 ��455�"���$��- S 2 ��$��"�
	�	$��� � Q 2 	$��!�" 	��!�#��3 /�����!10



������ ��	 
���������� ������ ���

�������������	 
�
�	�� ��	���� ��	�����	
��� �����	��� ��

S :=

⎡⎢⎣
n∑

i=1

(xi)
2

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xi n

⎤⎥⎦ S :=
S

n
Q :=

⎛⎜⎝
n∑

i=1

xi · yi
n∑

i=1

yi

⎞⎟⎠ Q :=
Q

n

���	�	��	 
�
�	�� S · A = Q ���

A := lsolve(S,Q) S =

(
17.0417 3.75
3.75 1

)
, Q =

(
32.5996
6.4892

)
,

A =

(
2.7743
−3.9146

)
�������	� �����	��� 
��������	� ������ ����� ��
Y (x) := A1 · x+A2�
��������� 
���� ��������� �����	��� �	��	���	
���� � ��
 

�	���	���!��� "���	��� �

	��	��� #���$�� %������!��	 "�� 
�	��	 #���$�� �&� ��

�min :=
n∑

i=1

(yi − Y (xi))
2 �min = 5.4591.

��'��#��� ������ "���
���
�� � 
��������	� ������ ����	 
�	�� �� �	��	�	� ��

Y(x  )i

yi

-2

1
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xi

���� ��� �������� ��	�
���
�





������ ��	 
���������� ������ ���

S :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
n∑

i=1

(xi)
4

n∑
i=1

(xi)
3

n∑
i=1

(xi)
2

n∑
i=1

(xi)
3

n∑
i=1

(xi)
2

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

(xi)
2

n∑
i=1

(xi)
1 n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ Q :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
n∑

i=1

(xi)
2 · yi

n∑
i=1

xi · yi
n∑

i=1

yi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
S :=

S

n
Q :=

Q

n
S =

⎛⎝ 877.3 129.5 20.5
129.5 20.5 3.5
20.5 3.5 1

⎞⎠ Q =

⎛⎝ 171.974
25.382
3.572

⎞⎠
A := lsolve(S,Q) A =

⎛⎝ 0.1627
0.4227
−1.2416

⎞⎠
���������� �	�
����� �����
����� ��	������ ��

Y (x) := A1 · x2 +A2 · x+A3

�min :=
n∑

i=1

(yi − Y (xi))
2 �min = 28.8735

yi

xi

Y(x  )i
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3
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���� ��� ���������	�
 ����������







��� �����	 
�� ������������ ������

yi

xi
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15

9

6

3
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Y(x  )i

���� ��� �������������	 
���������

�� ������� ���	
��  
� �����	���� ����
�� ���

������ ��	
��������� ���� �����

�������� �
����� �
������ �	�����
����

������ ������������� 	
�
�����	��

������ ������������� ���

�������� �����
� � �
�� ���
���� ������
 ����

���� � !�����"����#�$#�$%�&����'��� �� �� �����

����	�
� �	��
����

����(� )�*����+�##+����
�
���!$� !����$� #�� �#�$� �#�$$�
#��!�
� #*������  � �� ,$� #���
�� �� ,$$�

#�
	
�+�-�-�-��-$�.

�� ���
�� �� ����� ����	���� ��������
�� ��

����,� /������!���#�$� '!#�$�&�� �� �� ���



������ ��	 
���������� ������ ���

����� ����	�
��� ���������� �		������

���������� 	
���� ������ n �� ����������� ��	�������� ����
����� �	������ �������� 	������
 (ξ; ζ)� ���� n ��� ����������
(xi; yi)� �������� ������ �������� 	  ��� 	
����� ���� ��	�������
��� �! ������� 	 ��� ���
	���� �������"����� �����" #����� $%�&'�
( ���	�� �����"�  ��� �����"
 ����������
 �������� xi� 	� 	�����
) yi 	 	��� 	����"����
! ����	� *� ����������� i�� ������

+����"� $%�&
,������"������ �����"�

ξ\ζ y1 y2 ys ni·
x1 n11 n12 n1s n1·
x2 n21 n22 n2s n2·

xk nk1 nk2 nks nk·
n·j n·1 n·2 n·s n

� j��� �����"� ) ����	����	�-�� ������� nij� ���� ��������	� ���� ���
����� ���������� (xi; yj) 	���������� 	 	
������ ��� ��������� ����
����"������ �����"
 	 ��������� �����"� ���
	��� ��� ������

�� ������� ni· =
s∑

j=1

nij� � 	 ��������� ������ ) ��� ������ ��

�����"�� n·j =
k∑

i=1

nij� .��� 	��!  �������	 ���������� �����"� ���

������ ���� ����� 	
�����

n =

k∑
i=1

s∑
j=1

nij =

k∑
i=1

ni· =
s∑

j=1

n·j.

���	
� � ��������� �����"
 �������"������ �����"
 �������
�������������� ������������� 	
����� �������� 	������
 ξ� � ����
	�� � ��������� ������ ������� 	
���� �������� 	������
 ζ�
/�������	 �!� ��� ������� 	 �� $0�& ����
�-�� ���"��� ������
�����	
� !�������������

x =

k∑
i=1

ni·xi

n
, x2 =

k∑
i=1

ni·x2
i

n
, S2

x = x2 − x2,



��� ������ 	
� ������������ ������

y =

s∑
j=1

n·jyj

n
, y2 =

s∑
j=1

n·jy2j

n
, S2

y = y2 − y2.

����������� ����	 ���������� 	�
��������� 	�������� r∗xy
�����������

r∗xy =
xy − x · y
Sx · Sy

, ��� ������

xy =

k∑
i=1

s∑
j=1

nijxiyj

n
. ������

	
�����
� ����������� �������� �������� ��������������
������� ������������ ��������� ������������ � ������ ��� �
�� ���� ��� ��� !"#��� ����������� ����
� �
 $��� �� ��%  ���&
%����'����(

�� r∗xy = r∗yx)
*� 	
�����
� ����������� �������� ��+� ���� � $� ���+ ��

−1  � �( −1 � r∗xy � 1)
,� |r∗xy| = 1 ��� � � ���'�� ��� �� ��� � ��- ! %��������� xi � yi

������� �������� %���������'� .�� ���-� r∗xy � �!�"� ��� +!-� ���
%���������' �$$������!���� ���������

����������� ���*	 �������� ������� yx �������� ������� �����

�������	�� �������� ζ ��� ��	���������� �������� ξ = x�
��� 	������������ ������  !�" #������� ������� yx ���#���

���� #���������� �������� ζ �� ����	�$ ����������#�%�� ξ = x�

&�	$ ��������$ yx1 =

S∑
j=1

yjn1j

n1.
� '��������� ������������ #�������

������� xy�

	 ������ �� �
�� ��� ��� $������ ������� ζ �� ξ(
M(ζ/ξ = x) = fζ/ξ(x) � ξ �� ζ( M(ξ/ζ = y) = Ψξ/ζ(y) � $��!���
 ��&
�!�
 ����*� � ����/�  �� $��
+ �� ����� ��������� ��������
0�-� �! !� ��� ��
 �+ �������������� ��������



������ ��	 
���������� ������ ���

����� ����	�
��� 	������� �	����

�	��������	���
����� 	��	�����

�� ������ ���	
���� ��� �������� �	����� ��	������ �����
����	����� � �����	������� ���	��� ����� ����� ������� ������ �
!�� ��������� ���������� ��������� ����� 	���� ���������������
����� ��"������ ζ �� ξ#

yx = ρ∗ζ/ξ · x+ b∗.

$ ������������ � %��� ������� ��%&&������� �������
��� ����

����� ��������� ������� &������ Φ(ρ∗
ζ/ξ

; b∗) =
n∑

i=1

(ρ∗
ζ/ξ
·xi+b∗−yi)

2�

����'�
(� ����� ��������� ���	����� yi �� f(xi)� ��������� �

��	
 ������� ����)������
∂Φ

∂ρ∗ζ/ξ
�

∂Φ

∂b∗
� ��	���� ������� 	������

�������� *���+, �	� ����'����� ��%&&�������� ρ∗ζ/ξ � b∗� ���������
��
(�� ������� ����� &������#⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂Φ

∂ρ∗
ζ/ξ

= 0,

∂Φ

∂b∗
= 0,

⇐⇒
⎧⎨⎩

ρ∗
ζ/ξ

x2 + b∗x = xiyi,

ρ∗
ζ/ξ

x+ b∗n = yi,
⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ρ∗

ζ/ξ
=

xy − x · y
x2 − x2

,

b∗ = y − ρ∗
ζ/ξ

x.

*����,

-�%&&������ ρ∗
ζ/ξ

��)������� ���������� ��%&&�������� ��"����

��� ζ �� ξ� .� ����'����� ����) ��������� ��%&&������ �����	��
��� �� &����	�#

ρ∗
ζ/ξ

= r∗xy
Sy

Sx

. *���/,

0���� ����)��� ��������� ����� ��	���	�� �	���
(��#

yx = r∗xy
Sy

Sx

(x− x) + y . *����,

����������� ���+	 ��������� �	
�	� ��������� ����������
���������� ������ ��������� ζ �� ξ�



��� �����	 
�� ������������ ������

�������� ��	 
��� �	��������� ��������� �	������� �	 
���	�
�	��������� �	��������� ���� r∗xy > 0� �	 �������� ������� ���
������� ζ �� ξ �	
�������� ���� r∗xy < 0 � ��������

 ���	����	 �	!�	 �	�����" ���	�	��	� ��������� ����	� ���
������� ξ �� ζ�

xy = r∗xy
Sx

Sy

(y − y) + x. #$%�&'(

)�� ��������� �	�����*� �����*+�* �����������* �	��� 
��
�����

yx − y = r∗xy
Sy

Sx

(x− x) ,

xy − x = r∗xy
Sx

Sy

(y − y) .

)�� ������ ��	,	��� ����
 �	��� (x; y)� ��
������* �����	�
��������������

)�� ������ �	�����*� �	��� � �	�"�	 �	���� �	��� |r∗xy| = 1� -
�	� ������� ��� �!� ��	�����	�"� ��!�� 
��������� xi � yi �������
�������� 
������	��"� .����� ��������� � �������� �	� 
������	�
��"*�

������ $%�/� ����� ���	
	��� �
������ �
���� 
�
���� �

�	��
	��� �� �
���� ��� ������ �	

����	��	� ��������

ξ\ζ �� �� �� ni·
��  ! " �

�� ! # $% #$

$�� & � ! $"

$#� $� � ! $�

n·j #� $# ## ��

0 � 1 � � � �� )�23� ���	��� n = 60� .	 �	������ #$4�5(� #$4�6(�
#$%�7( 	��������� ,������������� ���	����

x =
5620

60
≈ 93,7; y =

3520

60
≈ 58,6;

x2 =
552400

60
≈ 9206,7; y2 =

225600

60
≈ 3760;

S2
x ≈ 433,2; S2

y ≈ 318,2;



������ ��	 
���������� ������ ���

Sx ≈ 20,8; Sy ≈ 17,8; xy =
317600

60
≈ 5293,3;

r∗xy =
xy − x y

Sx Sy

≈ −0,55; ρ∗
ζ/ξ

= r∗xy ·
sy
sx
≈ −0,47;

ρ∗
ξ/ζ

= r∗xy ·
sx
sy
≈ −0,64.

���������� 	�
����� ����� ��������� �
����� �� ����	�
�
������� ��������

a)yx = −0,47x+ 102,3,

b)xy = −0,64y + 131,3.

�� ��
�� � ��������� �
 ���� !�

0

58,7

93,7 x

y

a
b

���� ��� ������ �������		

��������� ����� ���������� 	
����	 ���	
���� ���������
	���� ����� ��������
��� ������������ �
��
���� ζ �� ξ� ��
�
�������� ��������
��� ������������ ������� f(x) = ax2 + bx+ c

���� ����� ��
��
��� 	���	�	 ������� Φ =
n∑

i=1

(ax2
i +bxi+c−yi)

2�

����
�� ��������
���� ���������� ������������ �
��
���� ���
!
�
� "�� �# ����
	� $%&�'(�



��� �����	 
�� ������������ ������

���������	
 �����
 
���� ���������� �����������	 �������
�������� ���������� �������� ������ f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d� � �����
 	����! ������� � ����  �����
� ������"���� ������

#����� �� �������� ���!������ ������� ��� ��� ������ ��$!
���
���  	����� � ���
���� z = f(x; y) ���"%� ��� ������� z∗i = f(xi; yi)�
 	�������	� ��� ����%���
	! ������� xi � yi� �����  �
	���

���
"
� �"

	 � ������ ���������� � ����%���
	
  	������
�	
 �������
 zi ���� ��	 ��
�� 
������ ����� ����������� & ����
����'�
 ��"��� ��������%��� �����������	 �������� � ���
����
z = ax + by + c� (���� ���
���'�! � ������  ���
 ��"��� ��$�
����"%)�� ���
"�	 ��� ������������ *

a =
r∗xz − r∗yz · r∗xy

1− r∗2xy
· Sz

Sx

, b =
r∗yz − r∗xz · r∗xy

1− r∗2xy
· Sz

Sy

,

c = z − ax− by.

������ +,�-� ������ ��	
�
��� ������� ������ ��������� �

�
�
��� ��
����� ������ � ������ ! "
 �#	�$��� ��%��&� � ��'

������� � �������� ��������� 
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	�*���� X � Y !

.������������� ������� ���� ��� -�! ������� Xj � /�! ������� Yi�
012341�������

�*
�536� 7849: * ;:89< =>>:37;>:9? * @< 72 * -< 7A * /<
�53B� C * 41D9E3F;�-G H IG J 3� 3� 6� 72�K
�5LB� M@G� NG�6GG� 6IGO
�53@� P * 41D9E3F;�IGHIGJQ� Q� 6� 7A�K
�5L@�M-G�@G�NGO
�53,� 4 * 41;:32�MB�G�/O� MG�I�6+O� M,�@�GO� M6-� -� GO�K
�53N� 7 * F84�F84�4M3�QO� Q� 6� 7A�� 3� 6� 72�K
�53+� 7Q * 41D9E3F;�F84�4M3�QO� Q� 6� 7A�� 3� 6� 72�K
�5L+�MN� I6� 6/� 6NO
�536G� 73 * 41D9E3F;�F84�4M3�QO� 3� 6� 72�� Q� 6� 7A�K
�5L6G�MI@� 6I� IIO
�5366� 02 * F84�7QM3OJCM3O� 3� 6� 72�R7K
�5L66�+/�@@@,
�536I� 0A * F84�73MQOJPMQO� Q� 6� 7A�R7K

������ ��	 
 �������������������	� �� �� ������

�5L6/�-//�III
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������ �� 	 
��������
������ ������

������ ��	 
 �������������������	� �� �� ������

������ �������
������ �� 	 
��������
������ �������
������ �� 	 
���
���������� �����! �!  ! �! "��! �! �! "��#"�
������ ��$����
������ % 	 ���&'��'��#��������
������ &������
����$� %�� 	 %���#��� %��	%���#���
����$� &������
������ &������
������ ����� 	( %�����&'��)'�*
������ �����	( %�����&'��)'�*
������ +�,-��.������� !������! ��! ��! ����!��! �! ���!
�/"�,-�0,�12�3-1! 4
1 /��.�4��*

'2562.&789:8;<<;	

ORIGIN := 1 nx := 4 ny := 3
i := 1..nx j := 1..ny Xi := 40 + 20 · i Yj := 20 + 20 · j
XT = ( 60 80 100 120) Y T = ( 40 60 80 )
#�������������	
� ������ mi,j ��
����� � ����
�� m	�#

m :=

⎛⎜⎜⎝
5 0 3
0 2 19
7 6 0
14 4 0

⎞⎟⎟⎠
#������� ����� �����
 n 
 ���� �� ������� nj 
 �� ��������

ni	 �#

n :=
∑
j

∑
i

mi,j n = 60

nji :=
∑
j

mi,j nj =

⎛⎜⎜⎝
8
21
13
18

⎞⎟⎟⎠ nij :=
∑
i

mi,j ni =

⎛⎝ 26
12
22

⎞⎠
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� ������ ��� �
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����� ���

��������	�
� ������ ��� �
������
� ������������ 
����� ��������
� ��	���������

������ ����� ������� ��	�
� � ��	 �����	�
�� �������

xi � � � �� ��

ni �� �� �� �� ��

��	
� ������������ �
���
������ ��
�
�

� � � � � � �� ���	
 ���� �������

n = 20 + 25 + 30 + 15 + 10 = 100.

������ ����	����
��� ��	�����

P ∗1 = 20/100 = 1/5, P ∗2 = 25/100 = 1/4, , P ∗3 = 30/100 = 3/10,

P ∗4 = 15/100 = 3/20, P ∗5 = 10/100 = 1/10.

����� ��	���������� ����	����
��� ��	��� ������ ����

xi � �  !" !!
P ∗i !#� !#$ �#!" �#%" !#!"

&' (��� �����)� ����*��� *�����
	+, ���
5∑

i=1

P ∗i = 1.

������ -./%� �� ����������	 ��������
� ��������� �������

�� !"� n = 80#

xi �$% � �$� �$& �$�

ni �� �� �� �� ��

��	
� ��"�'!���( �)���� ������������ �������$ "�
�"�
�����*

�� �+�����,$ ���������( ������($ � 
��+� ���������� ������

������
������ �
���������

� � � � � � �� ��	��0����� �)����� �������
���� 	������� +��+1
��	+ ���������� 	������/ ����� �� 2���*�� 3-4/%5 �������

x̄ =
1

80
(10 · 0,9 + 25 · 1 + 20 · 1,2 + 15 · 1,4 + 10 · 1,5) = 1,175.

6�+ ����7����+ ��	���	�� ��	���
'*��	+ 2���*��� 3-4/.5�

S2 =
1

80
(10 · 0,92 + 25 · 12 + 20 · 1,22 + 15 · 1,42 + 10 · 1,52)− (1,175)2 ≈



��� ������	
���
 �����
 ��� ��	
	��
 � ���
�������
 ��
���

≈ 1,4225− 1,3806 ≈ 0,042.

�������� ��	 	�
����� 	� �
� ��������� ��
����� ������ �	
	���
��
��	� ��
����	�� ���	�	��	� ������� ������������	� 	��
	�����
S =

√
0,042 ≈ 0,205.

������ ����� �� ������� ��	
�� n = 50 ����� ����
�� ����

�� S2 = 9,8 ��������� ���������� ����� �����
�� ����� ����

������ ��������� ������������

 � ! � � � �" #	�
���	 $�%��&� ������
����� ���	�	���� �������
���� ��
�'(���� � �	 �� ����� �����()��	� 	*���	�

S∗2 =
n

n− 1
· S2 =

50

49
· 9,8 = 10.

������ ���+� ����� ������������ ������� ��� ����� � ��

��������  !"" ��#������� ��������$������ ������� a ���

������� ������������! ���� ������ ��������$����� ��������

σ = 3! ������$�� ������ x̄ = 32 � ��	
� ������� n = 36�

 � ! � � � �" � ����	� ������� �	��	
�,���� ����������
$�%�--&� .	��	
�� ,���� γ = 0,99� �	 �������� τ γ

2
������ � �	�	(�'

���������"

Φ(τ γ
2
) =

γ

2
=

0,99

2
= 0,495.

/��'�� �	 ���
�*�� 0��*�� 1��
��� 	�����
�� τ γ
2
= 2,57. �����


���� �����*� �������
�

x̄− τ γ
2
· σ√

n
= 32− 2,57 · 3

6
= 32− 1,285 = 30,715.

.����� �����*� 	�����
���� ��� 32 + 1,285 = 33,285. 2���� 	����
,	�� ���	��� �	������
���� �������
 �
� ������������	�	 	�����
��� a ����

30,715 < a < 33,285.

������ ���3� %# ��������� ����������� �#���$�� �������

��	
�� n = 16&

xi '!( )!* )!+ (!) (!, ,!-

ni - ' - ) ' -



��������	�
� ������ ��� �
������ � ������������ 
����� ���

������� � �	
������� 0,95 �	���	�������� ���
	��� a ����	���
�� �	����
������� ����	���� �������� �� ����������� ���
���� �
������ 
������������� ������	�	�

� � � � � � �� � �	��
� ���	� ��������� ���������	 � �
��������
��� ������	 
���������� �
 �
���� ����� !� ��"
�
��
� �������
������� �
 �
���� ����#!�

x̄ =
1

16
(2 · 3, 5 + 3 · 4,1 + 2 · 4,7 + 4 · 5,4 + 3 · 5,6 + 2 · 6,2) ≈ 4,969.

��"
�
���$ ��������$ ��
"��� ��%	�� � �
�
&�$ ���	'����
����(!�

S2 =
1

15

6∑
i=1

nix
2
i − 4,9692 ≈ 2,426.

)
*	��
 �����!+ ����	����	� ��"
�
��	� ���������

S∗2 =
16

15
· 2,426 = 2,587.

,��$�	 �	-
��� ����	����
� )., S∗ ≈ 1,608� /�� α = 1− γ =
= 0,05 � ���� �������� ��
"
�� n− 1 = 15 �� �	"�0� ���
'���� 1

������� tγ = 2,15 � *�	��0� ������		

x̄− tγ · S
∗

√
n
≈ 4,104, x̄+ tγ · S

∗
√
n
≈ 5,833.

2	%�� 
"�	�
�+ ��%
��� �
���������� ������	 "�����

4,1042 < a < 5,8333.

/
%	'��+ %	% �	��� �
���������� ������	 � ���
��
�	����
%
���$�����- �	%��
� 3456748 � 349:;4�

������ �(��� �	��� 
������������ ������	�� 
�� �	���	���
������� ���
	��� a 
�� �����
����� ������� �! ����	������ �	�����

������ ����������� ����	���� �������� ξ � �	
�������
"# γ = 0,95 � $# γ = 0,99�

ORIGIN := 1 k := 12 i := 1 . . . k
%&'�	����� �	��	�� �����
��� � �	����� x(&%

x := (904.3 910.2 916.6 928.8 935 941.2 947.4 953.6 959.8 966 972.2
978.4 )T

%&'�	����� �	���� �����
��� � �	����� m(&%
m := (3 1 2 7 8 10 4 2 4 1 1 1 )T

%&�	�
�� ��)�� �������( &%





��������	�
� ������ ��� �
������ � ������������ 
����� ���

�� �� ������	 
�������� � ��� k = 43 � a = 0,05 �������� ������

��� ���

������ ��	
����	
������ ��	
����	� ���
������

������ ������	
�������	 �������	
�������	
������ ����	��

������ �������
����	� �������
�������� ��������
��������

����	� ������	
������ ��	�	��

�� �����	 
�� 
� ��� ����������	 �� ��� ����������� ���
����� ��� �������
����� ���������

����� � (933,583; 943,803)! " (931,865; 945,521)

����������	
��� �����

# ��$��% &'�( ���� )* ��������� +������� ,� ������ � ��$��%
�+-������� �+����� ����� ���������� �������� ��� �%���
��+������� �������
����� �������� a ����������� ���.����
��� � +������� ���������/ γ�

0��+���� #�$���
�� ���� � ��.������� ��$���
�� 12�
��3����� ������������ .� 4���-��� 5&6�( � 5&6�& 	 �����������
������� .� 4���-� 5&6�(7 �







��� ������ 	
� ������ �������������� �������

������ ��	 
������ �������������� �������

�������� ���	
�	� ������� ����
��� � ��������
� ��������
���� ����������
� ������	���� ��������� ���� ��
���
����
���� ������� � ��������� ��
���
�������� �������	 � ������
��� ���������� ��������� ����	
���
� � �������� ���������

����� ����	�
� ����� ���	���� �������������� �������

����������� !"�#	 ������������	
 ��������� ���	���� 	 ���
�� ������������� ��� 	 ��������� ��	 ��������	��

$���
��� ����� ��������
% H0, H1, H2, . . . .
&������'
 ������	���' ��� �������' ����
��� H0 � ��%
�����


����' ��� ���������'(�' H1) ��
���	 ������ ���
�������
% ���
����� �


����� !"�#	 ��	�������� ���	���� H0 �	��	�� � �	�� ��	 ���

����������	� 	������� �����
�	
 ������� ξ ����	 ������	�� ����
����� a0� H0 : M(ξ) = a0� �������������� H1 : M(ξ) > a0�

*�	 �������� �
�
��
������ ����
��� �� ��������� �������
x1, x2, . . . , xn ������	'
 �������� ���
���	) �����	(��� �
 ����'�
���� +

T = T (x1, x2, . . . xn).

,�- ������
�� ������� ���
���	 ����
�	 �� 
�� ���������'
���
������' �����
%) ��� ��������� � ��
���' ���
���	 ������	�
���	 ����
��� �
������
�	) � �����
% ����	
�	 ����
����

�� ����	
�� ��.���	 � ������������
� ����
��� H0 ��������
�����'(�� �.����+

/ ����
���H0 �
������
�	) ��
	 �� ����� ���� ��� ����� 0�.���
�� ������� ����1 2

/ ����
��� H0 ��������
�	) ��
	 �� ����� ���� ��� �� �����) �
����������� ����
��� H1 0�.���� �
����� ����1 �

3��	�� � �
�� �������� �����'(�� ������%��� ��.���	+

/ ����
��� H0 ��������
�	 � ��� �� �
��
��%�� �����2
/ ����
��� H0 �
������
�	 � �� ����� ���� ����������� ����
��

�� H1�



������ ��	 
������ �������������� ������� ���

����������� ����	 ����������	 �
��� ������� ���� �������

���� ������� ���������� ������� � ������ ������������ α�

����	
���
 �������� �
������
 ������	���� ����
��� �������

�
�	 ������
� ���
���	 � ������ ���������
�	 β� 
���� ����	
���

� ���� �
����� ���� ����� 1− β�
!����������� ���� �
 ����	
���
� � ���� ������� � �
�����

���� ��"�� 
���� �������� ��#$� ������� n� %�� &������������
n ������ �����
 �����
���' ������ � ���� ������� ���� α � �
��
���
�	 ������������
 ����	
���
 � ���� �
����� ���� 1− β� 
���
�������������
 ������
 ���
���	 β�
(� ����
��� ��� �������� �
�
��
������' ����
��� �� ���������

���������' ������	�
 ����������� �������� ���
���	 T���� � ��
��������� ������ ��������
� α �������	�
 �����)� ���
������'
�����
� * ���
������� 
�����

+��� ���
������	 �����
 ������
�����		� 
��� (t���; +∞)� ���
���������� ������	 T���� > t��� �����
 �����, ������	���	 ����
���
H0 �
������
�	 � ������� ��������
� α � ����� ����
���H1- ���� .
�

������� �� ������	�
�	� 
��� T���� � t���� �����
 ����� ��
���"��'
�����, ��
 ��������' ��	 
���� �
��� �
������
 ����
���H0 � �����

����
��� H1 � ������� ��������
� α�
+��� ���
������	 �����
 �����
�����		� 
��� (−∞; t���)� ����
���

H0 �
������
�	 ��� ���������� ������	 T���� < t���� � ������ ����
�
������' ���
������' �����
� ���� (−∞; t���)∪(t���; +∞) ����
���
H0 �
������
�	 ��� ���������� ������	 T���� < t��� ��� T���� > t����

����� ����	�
� ����	�� � �������� �����������


�����	��� 
���	���

%��
 �� ��������� �����/ ������	)�����' 
����)� �� �������

��#$�� n ����������/ ���������' ��� �������� ���������$����
�� �����'���� ���������� ��'��� ���������' ��.&&�)���
 ����

���	)�� r∗xy� ��
���' �������	 �
������ �
 ���	� 0�� ��� �������
�
������ �����'��� ��������
 ������ � 
��� ����
 �� �
����� �
 ���

�	 
����
������' ��.&&�)���
 ������	)�� rξζ � � ��
����� �/���
�	
���������' ��.&&�)���
 ��� n→∞�
(���/����� ��� �������� ������ ��������
� α �������
 ����
��

�� H0 : rξζ = 0 ��� ��
����
����' ����
��� H1 : rξζ �= 0�
+��� H0 �
������
�	� .
� �������
� �
� ���������' ��.&&�)���


������	)�� ������� �
�����
�	 �
 ���	� � �����'��� �������� ξ � ζ



��� ������ 	�
 ������� �������������� ������

�����������	
� �� � ��� ��� �	�� �����	� �����	
 ��	��	�� �������
������ ���� H0 ���	�������� ��� ��	������ ��� �
�����	
� �������
���	� ���������� 	��	����� ���������� �� 	���� � ������	
� �����
��	
 ξ � ζ 	������������	
� �� 	� �����	
 ��	��	�� ������������

� �������� �������� ��� �������� H0 �
�������� ������	�� ���
����	�

T = r∗xy

√
n− 2√
1− r∗xy

2
,  !"#$

%�� r∗xy �
��������� �� �������  !&'$ (�� �������������� %������
�
 H0 ������	� T ����� ��� 	��
������ ����������	�� )�����	�� �
n− 2 �����	��� ������
 *���������� ������� ��� ���������������
%������
 H1 ����� ��������		��� t��� = −t��� *���������� �����
t��� ������������ �� ����		
� ����	� �	�������� α � ����� ������
	�� n − 2 �� ��������	
� ��������  �����+�	�� ,$ ��� � ����-��
�����	�� � ��	���� ����������	�� )�����	��� ����-����� 	�����
���� ����� �������������. ��	���� /0123 ��� α/2 � n − 2 �����	��
������
 (� �������  !"#$ ��� ��		
. 	������	�� ���������� �	��
��	�� �������� T����

���� |T����| > t���� %������� H0 �����%����� � ����	�� �	��������
α� ���� |T����| � t��� 4 	�� ��	���	�� �����%	��� H0

������ !"5� � ������� 	�
������ α = 0,1 ��������� �������

	� � 	�
������ ����������� �����������
 ����������� ��������

���� � ������� �����

6 � 7 � 	 � �8 9�� n = 60 � α = 0,1 �� ������� �����+�	�� , ���
��������		�� ����������� ������� 	�.���� t��� = 1,67 �
�������
	���������� �	���	�� �������� �� �������  !"#$ ��� r∗xy = −0,558

T���� = −0,55 ·
√
58√

1− 0,552
≈ −5,015.

(�������� |T����| > 1,67� ������ �
���8 %������� H0 �����%�����
� ����	�� �	�������� α = 0,1 9��%��� �������� ��+	� ������	�
�����		� �������� ��� ���������	� ���������� ������	 �� 	���
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������ �������������� ������� ���

����� ����	
	�
 ��� ���
�����
���� �����	��

����� ���	��
 ��� ���������� ������� ������� n � m �� ���
������ ������������ � ��������� ��������
�� σ2

1 � σ2
2� ��������

�
 �� ������ ��������� ������ x̄ � ȳ � ������ ��������� α
��������� �����	 �������� H0 � �������� ������������� ���������
������ � �����!

H0 : M(ξ) = M(ζ).

"������# ��� � ���� ����$����� �%��� x̄ � ȳ �������# ��� ��
����	 �������� �� � �������� � ���!

H0 : M(ξ̄) = M(ζ̄).

&������ �������# ��������
 ��������� ������ ��� �� ������	��
�
 �� �� ����� ��������� ������� ' �������� �������
 ��������
�������� ������ �������!

Z =
x̄− ȳ√
σ2
1

n
+

σ2
2

m

. ()*�+,

&�
 ������
 �� ������� ���������� �����������	$�	 �������	
�������!

Z =
ξ̄ − ζ̄√
σ2
1

n
+

σ2
2

m

, ��� ξ̄ =

n∑
i=1

ξi

n
, ζ̄ =

m∑
i=1

ζi

m
.

-��� ���� �������� H0# ���� ξi ∼ N(a; σ1)# ζi ∼ N(a; σ2)#
�� Z ∼ N(0; 1)�
&�����������# Z 
��
���
 ������ ������%��� ������� ����

��������� �������� ������ � ��.���� ���� ����������� ���
������ -� �������������� � ����� � ��������
 ����!

M(Z) =
(
M(ξ̄)−M(ζ̄)

)/√σ2
1

n
+

σ2
2

m
=

=

(
n∑

i=1

M(ξi)/n−
m∑
i=1

M(ζi)/m

)/√σ2
1

n
+

σ2
2

m
=

=
(na
n
− ma

m

)/√σ2
1

n
+

σ2
2

m
= 0,



��� �����	 
�� ������� �������������� �������

D(Z) =
(
D(ξ̄) +D(ζ̄)

)/(σ2
1

n
+

σ2
2

m

)
=

=

( n∑
i=1

D(ξi)/n
2 +

m∑
i=1

D(ζi)/m
2

)/(σ2
1

n
+

σ2
2

m

)
=

=

(
nσ2

1

n2
+

mσ2
2

m2

)/(σ2
1

n
+

σ2
2

m

)
= 1.
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��������� �� ����������� ������	�� ���
����
��
���� �������� ��������� ���
	���

• H0 : M(ξ) = M(ζ), H1 : M(ξ) �= M(ζ).
��������
� ���
��� ������������ � ������������ α/2

���
�
��� � 
 ��� �������� � ����
� ���
���������� H0!
"	 ��
������ F��(Z��) = 1− α/2� ��� F��(Z) # $��%�� �
�&
���������� ��
��
������ ����
������ 	
��
� �
'���� 	�
&
����� Z��� ��������� �� �
���� �
��������� 	�
����� ��&
����� Z���� � ���� |Z����| > Z��� �� ������
�� ������	� H0 �
������� 	�
������� α! (��� |Z����| � Z��� � �
� ��� �����
&
��� ���������� ������	� H0 � ����	� �
���� ������	� H1!
)
 ��
��� ��
������ F��(Z��) = 1 − α/2 ���
�� ��� �

�������*+, -�
������� ./0123� ��� �� �
���%� ����� ����
4 � ��
������ -56!73 �!!

F��(Z��) = Φ(Z��) + 0,5 =⇒ F��(Z��) = 1− α

2
⇐⇒

⇐⇒ Φ(Z��) + 0,5 = 1− α

2
⇐⇒

Φ(Z��) =
1

2
− α

2
; -56!73

• H0 : M(ξ) = M(ζ), H2 : M(ξ) > M(ζ).
��������
� ���
��� ��
����������� � ������������ α

���
�
��� � ��8 � ����
� ���
���������� H0! "	 ��
������
F��(Z��) = 1 − α �
'���� 	�
����� Z��� ��������� �� $��&
���� -56!43 Z���� � ���� Z���� > Z��� �� ������
�� ������	�
H0 � ������� 	�
������� α! (��� Z���� � Z��� �� ��� �����
&
��� ���������� ������	� H0! )
 ��
��� Z�� �
'���� ��� �
������� *+, ��� �� �
���%� ����� ���� 4� �	 ��
������
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������ ����

F��(Z��) = 1− α ⇐⇒ Φ(Z��) + 0,5 = 1− α ⇐⇒

Φ(Z��) =
1

2
− α; ������

• H0 : M(ξ) = M(ζ), H3 : M(ξ) < M(ζ).
	
�������� ������� ������
����� � �
��������� α ���

������� � �� � ����� ��
���������� H0� �� �
������
F��(Z

′
��) = α ������ ������ Z ′���

! ���� ��  �
�� ��
 �����"� 
���
����� ����������
�� ���� �� �
����� ������� ������ Z�� �� �
������ ������
� �
�� Z ′�� = −Z��� #��� Z���� < −Z��$ "������ H0 ���
�
"��� � �
��� ����� ���� α$ ��� Z���� � −Z��$ �� ��
��������% ���
"���� H0�

��������� ���&� ���� ����	���
�� 	����� ������� ����
���� ��������� �������� 
�� ���
����� ��� ������ ����	����
��� ��������� � �� ��������� ��
����� ������������� �	����
������ �  �
 ������ 	
��� !�
��� "#$�%& �������'� !�
���
"#$�(& ��� 	��������� �������� )��
����* ���+

Z =
x̄− ȳ√
S∗

2

1

n
+

S∗
2

2

m

. ����'�

����� ����	
	�
 ��
����
����� �����	��

� ����		�� �	��
	�
�

(���� � ��� �)��
�� ��*� � n ��
 �����% ������������ � ���
�����% ����
��% σ2� +
����� �� ��%����% �)��
����% �
��%
� �
��� ����� ���� α �
��
��� "������ H0 � 
������ �������
��"�  �� �������"� �,������ M(ξ) ������� � ������� a0-

H0 : M(ξ) = a0.

! ���� �� .������� �/��� x̄ ������� $ ��� ������ "������
 �,�� �������� � ���-

H0 : M(ξ̄) = a0.

0
�"� � ����� �$ �
����� �
��
���$ ����� � ��� �� �������
��� �)��
���� �
�� �� �������"� �������� ! ������ �
��
��
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� ������ �������������� �������

������� ����	�
�

U =
x̄− a0
σ/
√
n

=
x̄− a0

σ
· √n. �����

�
�����	
��� ����� ��� ��� �����
� � �� ���� ���
� ������� 
������!�� ��� �������"��� 
��� 	�� �����������#$�" ���	�!
�" ��%

��	�
� U =
(ξ̄ − a0)√

n/σ
����� ���
����
�� 
����� 
�� ����������
���

&������ � ����������� �� ��
������#$�! ��������� ��'�#$�� ���%
���� ����� �����#$��(

• H0 : M(ξ) = a0; H1 : M(ξ) �= a0�
)� ����
�
�" ����� �� �����*� �������
�" + ���� � ��%

��$ # ,-.� �������"�� Z��� �� /������ ����� 
�0����
U���� ��" ���#$�0�" 
���#��
�!�

1��� |U����| > Z��� �������� H0 ��������� � ����
�� �
�%
	������ α� ���� |U����| � Z��� �� 
�� ��
���
�! ������
�� 
�������� H0 � ��� �� ��

�! �������� H1�

• H0 : M(ξ) = a0; H2 : M(ξ) > a0�
)� ����
�
�" ���2� �������"�� Z��� �� /������ �����


�0���� U����� 1��� U���� > Z��� �������� H0 ��������� �
����
�� �
�	������ α� ���� U���� � Z��� �� 
�� ��
���
�!
������
�� H0�

• H0 : M(ξ) = a0; H3 : M(ξ) < a0�
)� ����
�
�" ���2� �������"�� Z��� �� /������ �����


�0���� U����� 1��� U���� < −Z��� �������� H0 ��������� �
����
�� �
�	������ α� ���� U���� � −Z��� �� 
�� ��
���
�!
������
�� H0�

1��� � ������"0 �� ��2 ��������" 
�������
�� � ��	����� �������"
������� ������ ����	�
�

T =
x̄− a0
S∗/
√
n
=

x̄− a0
S∗

· √n. ���3�

.��
� ������� ��� 
� ����� ����� ����� �� 	�� �����������#$�"
���	�!
�" ����	�
� T = (ξ̄ − a0) ·

√
n/S∗ ����� ����������
�� 4� #%

��
�� � n− 1 �����
 # �������� 5�'�#$�� ������� � ����������� ��
��
������#$�! �������� ����� �����#$��(

• H0 : M(ξ) = a0; H1 : M(ξ) �= a0�
6����	����" ������ � ��

�� ���	�� ����� ��������

�!7

�����	����" ��	�� t2 �������"���" �� ����

�� α � n− 1 ��
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���� ����	�� � ��	���� ����������	�� ������	��� �����
������ 	�������� ����� ������������� ��	���� !"#$%& '�
������� �()&*� ���������� T�����

���� |T����| > t2� ���	
�� H0 	
�����
�� � ��	���� ���
���	�
� α� ���� |T����| � t2� 
	 ��
 	��	���� 	
������
� H0

� �	���� ���	� ���	
��� H1�

��� �	����������� ���	
��� H2 : M(ξ) > a0 � H3 : M(ξ) < a0
�
�	�
 �		
��
�
����	 ���	�
	�	���� � ���	�
	�	���� ���
����
���� 	���
�  ��� !"#$�

����� ����	
	�
 �
���	���� � ����		��� �	��
	�
�

���
� ��	�����	 n ���������� ����
��� %������� � �������
�
�	� ���	�
�	�
�� p �	������� �	��
�� A � �&�	�� �	 ������
�

� ����
��� ����� 	
�	��
����� ��
	
 m/n� ��� m ' ����	
�	������� �	��
�� A � n ����
����� (�����
�� �	 �������� m/n
� ��	���� �����	�
� α ��	����
� ������� ���	
��� H0 	 
	�� �
	
�������
�� ���	�
�	�
� p ��� ����	�� ������� p0)

H0 : p = p0.

*��
��� �
	 � ���� ������+��	�
� 	,���� m/n ��� p �������
���	
��� �	&�	 ����
� � 
�)

H0 : M
(m
n

)
= p0.

-������ ��	���� 
�����
�� ��	����
�� �����	 ��� ��
 	
����
�
�� ��
	
 	
 ������� p0� . ����
�� ���
���� ��	����� ���	
���
������ ��������

U =
m
n
− p0√
p0q0

· √n, ��� q0 = 1− p0.  /0�0$

1		
��
�
����� ������� ������� ��� ���������	�
� ���	�

��� H0 ����
 �
���
�	� �	�����	� ������������� ��� 2
	� ���
��&����� ��	����� ������+���� � �� /0�3 ��� ����� �����
�	�

���������� � ��+
	� 
	�	� �
	 M
(m
n

)
= p0, D

(m
n

)
=

p0q0
n

�

. ������	�
� 	
 �	����������� ���	
��� ��4���� �����	
����
 
��� &�� �� � �� /0�5 ��� ����� �����
�	� ���������� �	
������� U����� �	����	� ������
 �������
� �	 6	�����  /0�0$�
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����� ���������� ��������� ����� ������������ �������� ���

!�������� y = ax2 + bx+ c�

"������ ����

#������ ������ 
������ ����

i � $ % & '

xi �� ( � $ %

yi �	$�) (	&$& (	$�) �(	)�� �(	��)

� � � � � 	 �
 �� �������	 �	����� ������ ������ ���  	!	"

���� y# x# xy# x2# x2y =
n∑

i=1

x2
i yi
n
# x3 =

n∑
i=1

x3
i

n
# x4 =

n∑
i=1

x4
i

n
� ��$��%����

&��	����	� �'	&����� & ��(�	!� ���)# & ��������� ��'��� ����'��
���$��� �'���	� $�����	 �� ����(!���

*�(�	!� ���)

�����	� �'	��'� ����
i xi yi xiyi x2

i x2
i yi x3

i x4
i

� "�#+++++ �#)�,++ "�#)�,++ �#+++++ �#)�,++ "�#+++++ �#+++++
) +#+++++ +#�)�++ +#+++++ +#+++++ +#+++++ +#+++++ +#+++++
- �#+++++ "+#)�,++ "+#)�,++ �#+++++ "+#)�,++ �#+++++ �#+++++
� )#+++++ "+#,��++ "�#-�,++ �#+++++ ")#��)++ �#+++++ �,#++++
. -#+++++ "+#��,++ ")#�.�++ �#+++++ "�#���++ )�#+++++ ��#++++
�#+++++ "+#+.�++ "�#���)+ -#+++++ ")#�-.)+ �#+++++ ��#�+++

*��	� �('�$��# �	����� ������ �� �����/� �'	��'� �'	�	����
&	�
 ⎧⎨⎩ 19, 8a+ 7b+ 3c = −2, 1352,

7a+ 3b+ c = −1, 1872,
3a+ b+ 5c = −0,0540.

���� ��� �	����� �������� 0'���'�# 1����� � ����2%3 ���%��"
���'� 	�	 456�# ��7��	�
 a = 0,1739; b = −0,8175; c = 0,0484�
*��	� �('�$��# 	����� $�&	�	����% 	���� &	�


y = 0,1739x2 − 0,8175x+ 0,0484.
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i xi yi f(xi) Δ2
i
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/ �������	 ������� ������� ���
��� 
������� �������� �����(

����� Δ2
i = (f(xi)− yi)

2
� � � �������� ������ 0��1� ������� 2 ��

��		�� � � 	���	������ 
������� ������� Φ : Φmin ≈ 0,35 �������(

��� 
������� ��� ������������ � ����������� �&���� ��� 
�	���


������� yi �� f(xi) 
3����4 y = 0,1739x2 − 0,8175x+ 0,0484 
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� ������ �������	

������ ��� 	
���
�� �������

����������	
�� ����� ���������� ���� ��	���������� ����
����� ���	���� �������� χ2

����������� ����	 ���������� �	
����� ������� ��������

��� ��	����� 
��	��� 	 ���� ���	� ������������ ������	� �������

��

����� ������	
���
� ����� ��	������
� �
��

	���	������
�

��		������ 	������ ���������� �� �� 	������ ����� ����������
���� ��	���������� ����������� ��� ���������	
�� ���
 �� ��	�
��������� F (x) !���	�� �� ���" ���!��	���" ��������� α � β# ����
$� �����
���% &��� �$�!����� �' F (x, α, β)( F (x) = F (x, α, β)� )$*��
��� ���
 �� y = F (x, α, β) 	������	� �!��	����� ���$"����� � ����%
!������� ���!��	���" ��������� α � β� )	������ ���� �������	
���
������ 	�	���� � ��$��� ��
�� !����� 
�������� u = u(x), v = v(x)�
���$� �����
 ���
 �� ��	��������� y = F (x, α, β) � ����" 
����
������" (u; v) 	��� ����� ������ V = k · u + b 	 
�&��� �������
k � b� !���	�*��� �� ���!��	���" ��������� α � β( k = ϕ(α, β)�
b = ψ(α, β)� +������ 	������� ��������� ���
 �� ��	���������
y = F (x, α, β) � 
���������" (u; v) ������ �����% ���(

v = k · v + b ��� v = ϕ(α, β) · u+ ψ(α, β). ,����-

��	
��%
� &������	
�� ���
 �� ��	��������� y = F�(x) ��
��	������� $��%.�� �$/'�� 	����	��
� ����� �$��!� �� ����������
	
�� ���
 �� ��	��������� y = F (x, α, β)� �� �	�� !����� ����
�����" �����
 &������	
�� ���
 �� ��	��������� � 
���������"
(u; v) ������ �����% �$��!� ����� ,����-� 0���� 	�	���� 
��������
(u; v) 	 ����	'����� 	������	���1*��� !��������� (x; y) ��!���1�	�
���	��	��	� ����
	� � ��	����� � 
���������" (u; v) �����
 &��
�����	
�� ���
 �� ��	���������� ������� ����1 ��
� ���$� �
�$� 	������ �� ��' ��"�����	% ������� �����
���� 
�����	��� 2	���
���
3 �����
� ���
 �� y = F�(x)# !���� �������1� 4���������
������	� ����� �$��!�������� &��� ����� 	 �	%1 Ou� � b�
���������
���	������ 	 �	%1 Ov� ��������� ��������� �������� 
 �" ����
������	
�� !�������� ϕ(α, β) � ψ(α, β)� ��"���� � ��
� ���!��	���"



������ ��� 	
���
�� ������� ���

���������� α 	 β 	
 �	����� ������	��{
k = ϕ(α, β),
b = ψ(α, β).

���	 ��	
������� �������� ��	�� ��� ��������	� �����	 ������
����� ������ ������	��
��� ����������� 
����� �����������	�

F (x,m, σ) = Φ
(x−m

σ

)
+ 0,5,

��� Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
z2

2 dz  !���	� "������� 	�����
�� ����#�

$# 
���� �����	����

u = x, v = Φ−1(y − 0,5), %&&�'(

��� x = Φ−1(y)  !���	�� �)������ � !���		 "������� * ����� ���
���	����� (u; v) ������	� !���		 �����������	� y = Φ(x−m

σ
) + 0,5

��	��� ����#$	� �	��

v = Φ−1(y − 0,5) = Φ−1
(
Φ
(x−m

σ

)
+ 0,5− 0,5

)
=

= Φ−1
(
Φ
(x−m

σ

))
=

x−m

σ
=

u−m

σ
.

+���	�,���� ������	��

v =
u−m

σ
%&&�-(

���� ������	� ������ �	�		 �	�� %&&�.(� ���

ϕ(m; σ) =
1

σ
, ψ(m; σ) = −m

σ
.

/���	� �� ���!	� 0��	�	������ !���		 �����������	� %&&�-(
���	�	�� k %������ ��0!!	�	���( 	 b %���������	� � ���# Ov(� 
���
���	� m 	 b ����	� 	
 �	������⎧⎨⎩ k =

1

σ
,

b = −m

σ
,

⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
σ =

1

k
,

m = − b

k
.

%&&�1(



��� �����	 

� ������ �������	

��� �����	
� ���	����� ������ ����������� ������� �����
������� ������ ����� 
����� !�
�	 �� ��"���� �������	�
�� �����
��� ��� ������� ��� #����� ��� 
���	���	��� �������$ � ��������
�"� ���%	���� �� 
�	���� ��� ���& ��� ����� !�������
v = Φ−1(y − 0,5) �	����'	�� ���	
�	�	
�'(�� !������� y�

������ ���)� �� ���� �� 	
� ����	�����  ���
� ���� � ����
	�����  ����	������ (u, v) ������
� ������� ������ ��� !����"
�� #�����$����� ����%�& ������	�
���� �������$���� ����%�� ' �
'''� � ������������()�� �� !������ �������$����� ������	�
���&
����������� 
������ *
� ��!
�	����� ���$���� F#(x)  ���
� ����
����	���  �	� ������� 	����&+  ���
� ����+ ���� #��  � ���"
$���� ����	���  �	� 	�����$��� 	����&� ,�������� m � σ �%�"
���(��� � ����)-( ������.���� ����/� ����	� �� �
�$�� k � b+
������� ����	�
�(��� �� !�������  ����	������ (u, v) � �$����
���.���� �� ���� Ou � Ov�

��� ����������� �*�+ k = 1, 0; b = −1, 8⇐⇒ m = 1, 8;
σ = 1, 0,

��� ����������� �**�+ k = 1, 4; b = −5, 7⇐⇒ m = 4, 1;
σ = 0,71,
����� ����������� �***� ����	 !���	��' ����
�-����	 & �	� ���

��	 � 	��& �	� 	���	������� ������� ����������� �***� �� �
���
�	�� ����� ����

��� ������������ ���� �����������+

y = F (x, λ) =

{
1− e−λx x � 0,
0 x < 0

����� !�'	 �����'(�' !����� �������	+

u = x, v = − ln(1− y) ����.�

/ ��
"0 �������	�0 ��
����� 	���	������� ������� �����
������� y = F (x, λ) ����	 �����'(�� 
��+

v = − ln(1− y) = − ln
(
1− F (x, λ)

)
= − ln

(
1− (1− e−λx)

)
=

= − ln(e−λx) = λx = λu.

1�����
%���� ��
����� v = λ · u � ��	 ��
����� ����� ���
��� 
��� ����)�& ��� k = λ, b = 0, ���!
��	�"� �����	 λ �
��
	������� ���� ������� ����������'(�� ������
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������ 		�� ����
xi y = F �(x)
��	� ����
��
� ����
���� ����
���� ����
���� ����
���	 ����
��	� ����
��	� ����
��
� 	���
���� �
���
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���� �����
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� �
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xi y = F �(x)
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������ ����� �� ���� �� 	
� ����	�����  ���
� ���� 	�����
���������� ������� ������������ � ��!�� ������	�
���� � ������"
����� #$�� ������  ����	������ (u; v) %���� 
� %���&''� (� ���"
���� �	��) k = 0,12⇐⇒ λ = 0,12� *
�  	����� ���������� �����"
�� �� ������
+��� ��� Ov �������� �������� #$�� v ��������
y �� ���� 
�) v = − ln(1− y)�

����� �������	 
����� �������� �������� � ����

����� ������������

����� ��		��
 �������
 �������� �����
��
 �� n �	�	�����  �	!
��	��
 ����� ����� ���"�	�		��
 �����	��� �������� �	����� ξ
#��� ��� �������� $�������� $	�	������ ������"�����%� �"�	�	!
��� 	$� "����	��� � ��	���� ��$���	 ������� � "���
��� �������
���"�	�		��
�

&� ��������� ���������	���$� ���	���� "���	�
	��
 $�"��	��H0�
�����
��
 � ���� ��� �������
 �	����� ξ "�����
	��
 �	��������



��� ������ 		
 ������� ��������

y      v
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−1
v=      (y-0,5)

���� ��� �����������	� 
��		 ��� ����	����� �	�����������

������ ���	�
�
�
��� ��� ���� ����� 	����� � ���
������ ��
	��
�� H0� ����������
��� �
���� U � ��
	
�� �������
�� �
��
�
��
�����  �������
����� ���	�
�
�
��� �� U 	������ ����
�� ���������  � �
������� ��!""#
����$ ������
�% �
��
��
�
��� �
��������
% Pi �� �����
������&� ������ P ∗i  ���
�% χ2$�

'�
�� ����(��� � 	���&�� ���
�� )�����  ���
�� χ2$ ��
�
���&���

 *$ +� ������� ������ �����
� � ���
���
 	�
�	�����
����
����%,�� ����� ���	�
�
�
�� ����
��% �
����  ��	��
�
�� � 	���&�� �
����������% �����$  �#
���
� 
�� 	��
���
���� ��� �	���� � �
�#�� -.  -/�

 0$ 1�( ����
���� ������
�% ������
� �� s ��
������ ���
(aj−1; aj]  	��������
� !�	��
��
 ������� � ����
����
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III
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k=0,12

v = -ln (1-y)

u = x

    vy

���� ��� �����������	� 
��		 ��� ����������	����� �	��

����������

���������	 mj 
 �������  j��	 ������� ���� �� ������ ���
����������� ������� ���������	
 �������  j��	 �������


���� P ∗j =
mj

n
, (m1 + . . . + ms = n)
 � ��� ��� ������


�������
 ���� �����!��
��� ���������� ����������"�� ������� m′

j ��� j�#� ��������
(aj−1; aj]$

m′
j =

(
F (aj)− F (aj−1)

)
· n,

#�� F (x) % ����������"�� & �"!�� �������������
 ��	������
�� '���� (�

�)� *�������� "������	 χ2
����

�"������	 +�������$

χ2
����

=
S∑

j=1

(mj −m′
j)

2

m′
j

. ������

,- '��#� ���.���� ����
 ��� χ2
����

���� � �� ����
��� ��������� ��� �������� �/�� '��������"�� � ����
�������"�� ������$ mi = m′

i (i = 1, 2, . . . , l)� * ��������





������ ��� 	
���
�� ������� ���

� ������� ���	
��� �
�
��	
���� ������� ���
�
�
��� F (aj)� �

������ ���

 F (aj) = Φ
(aj − x̄

S∗

)
+ 0,5� � ����� �����
� �������

�
�
��	
���
 	������ m′
j� ��	����
��
� ��� ������� ���
�

�� �����
 ���� ! ������� ���	
��
 χ2
���� = 0,228� �� ������


����"
��� # ��� α = 0,05 � k = 6− 1− 2 = 3 ������� ����	
���$
��	�� χ2

��(0,05; 3) = 7,8� ������%�� χ2
���� < χ2

��(0,05; 3)� �
� ������&
��� ���
'��% '����
�� H0 � �����%��� ���
�
�
��� ������ ��
������� ���(� )��
���� 	�� *��� 
���%��� ����� ��'����
��� � ���&
���� �
���������� ����'� �'���� + �� ��� (�!�

����"
� �����%������
 ���
�� ������ � ���
�
��
� ��&
'��� � ����� ���
��� ,-./0-1 � ,-234-�

������ ���#� ��� �������	
��� 	��
 �������� �
	������� ����
��	����� ��� ����
���� ������
� ���������� ����
��� �
����
�� �
 � ��
�
����	�  �
��!� ������ �
���
�� 	 �
���	 a"

,-./5-1&��'����6
a := ( 69.2 69.8 70.4 71.0 71.6 72.2 72.8 73.4 74.0 74.6 )T

� ������
 m �
������
�� ����	
���� ����$�
���� �������� �
�����
�����$7�� ���������

m := ( 1 4 11 21 27 22 10 3 1 )T

8 ����7%$ ���
�� ������ ���
��% '����
�� H0 � �����%&
��� ���
�
�
��� ������ � ����
� ���	������ α = 0,05�

9 
 � 
 � � 
6
ORIGIN := 1 s := 9 j := 1 . . . s n :=

∑
j

mj n = 100

:; #
���� �������
� ������� ����	
��	 $�
���	 U%6;:

Uj :=
aj + aj+1

2

:; #
���� 	��������& �����&& Mx� ����
	�����& 	��������&
��������& S26 ;:

Mx :=
1

n
·
∑
j

mj·Uj Mx = 71.876 S2 =
n

n− 1
·
[
1

n
·
∑
j

mj · (Uj)
2 −Mx2

]

:; � ����
	������ ������� �	
��
������� ��������� S6 ;:
S2 = 0.8067 S :=

√
S2 S = 0.8982�

:; '���!�& (
��
�
;:



��� �����	 

� ������ �������	

�(x) :=
1√
2π
·

x∫
0

e−
z2

2 dz

�� ��������	 
������� ���������� �����
� ���������� ����
��������
� pnorm(x,Mx, σ)	 ��
 ������

 �������
������� ��
���
�
� Mx = 0 
 �������������
������ ��������

 σ = 1 ��
� := pnorm(x, 0, 1)− 0.5
�� �������� ������
����
� ������� m1j ��� ������� 
�������

��� ��
 ���� � ������ 
������� �������� ���������� �� −∞ ��

X2	 � � �������
� 
�������  �� Xs �� +∞ ��

Pj := �

(
aj+1 −Mx

S

)
−�

(
aj −Mx

S

)
P1 := �

(
a2 −Mx

S

)
−�

(−∞−Mx

S

)

Ps := �

(∞−Mx

S

)
−�

(
as −Mx

S

)
m1j := n · Pj

∑
j

m1j = 100

P T = (0.0104 0.0398 0.1145 0.2146 0.2615 0.2074 0.10693 0.0359 0.0090)
m1T = (1.041 3.9748 11.454 21.461 26.154 20.7354 10.6927 3.5848 0.9019)
�� !��������� �
��� �������� ���"��� k ��� ������ ���
�
���

��
��
k := s− 1− 2 α := 0.05
�� #����� ����� ������
� χ2 ��"�������� �χ2

���� ����

χ2��	
 :=
∑
j

(mj −m1j)
2

m1j
χ2��	
 = 0.2851

�� $������� ���������� �����
� qchisq ��� χ2 �����������
�	

�������� ��
�
������ ������
� χ2
��� ��

χ2� := qchisq(1− α, k) χ2� = 12.5916

��� ��� χ2
���� < χ2

��� �� ��� ��������� �������� ������
�����
�������� H0 � ������ ���������� α = 0,05.
�� ������� �� � ����� �!	��� 	�
�"��� �	#$�� �����!������

� �������!% &�%
� '���� (���!� ����!������ �������% �	�	��)
��� � ��
������� �!	��� ���
��������� *�+���� �! ���,� ���)
	��� ��(��� �� (�� ��(��(���� - ����% ��������� �!	���� � ��
����% �$ �	�	������ .
� �����/�� �!	��� ����
����� �����(�
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�� ���������� χ2
����� ��

������ ���������	��	�� �	
������	
��� �� 
� ���

������ ����

��� ��� χ2
���� ��	
� ���������� ������ ������������ �������	

χ2
�����	
	 ��	 ��� ��������� ��������� � ����!�!� ��"���#! � ���$
������� ���"��������� ������!���% � ���� �&'�� n = 100�

(����) *� �#� "��!�����% � ���� ������ � ���	 ��� ������!�$
��� ��"��� ���� ��!��%��� �������� "���������� ����������! #�$
���! ���"����������

����������	
��� �����

�� +�� !��#������ "��"���������� ������ �������� nv �������$
������ � ���! �&'�� n = 100 "�������!��%� , #������% ��"��$
� ���% ��!��%��% ������� xi � "���������� M(ξ) = 2nv + 120 �
σ(ξ) = 15 + nv� -��!����!� � ���! #�"����� � ������� % .�%��

�� /������ � ���!	 "��!����!� � "����� #������� 0�#��� ����$
�!"����� 1�������� � ���� �� s ���������� � ����#��� ��� �"��$
�����!�� ��"���#! � ���������� ���"��������� ��"��� ���% ��!��%$
��% ������� � !������ #��������� α = 0,05 � α = 0,01� 2 ��������
#������� ��� "�������� s � ���� 3��!� ����� ����� 8 + nv/5�

��������	�
� ������ ��� �����
��� ��
	�
�
	����	����	�
� 	
�
����
	��

-!��� � ��#!������ �" ��� "��!��� n #������% ��!�����% ��!$
��%��% ������� (ξ, ζ)	 �� "�������!� � �#$#� ��������� �&'�� � $
���� "�������������% ��!""������)

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn).

+�� ,������������� ����% "�����% �������������% �����!"�����
��4� ����� ��"���#!�� �3���� �������������, �5�����% � ���"�����
���"����� ξ � ζ	 � �������� ��1..�3����� �������3�� � !��������
���������� /������ � ����� � �"���������� ���

x̄ =
n∑

i=1

xi/n, ȳ =
n∑

i=1

yi/n.
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��� �
�������� �
��������� ��

xy :=
1

n
·
∑
i

Xi · Yi R :=
xy −MxMy

Sx · Sy R = 0.251

�������� ��	
�
��� ������� ������ ��������� � �
���
�� ��

�������� ��

Y x(x) :=
R · Sy
Sx

· (x−Mx) +My Xy(y) :=
R · Sx
Sy

· (y −My) +Mx

���������	
������

����� ���	 �	
�������
�� �������
���� ���
���
� �����

����� ����������� ����!���!���"���� "��������"���������#$%
���"� &�� ���� ������!�� �" � ������!� �#�� ���� ���� �  $%

����������� ������ ��	
�
��� ������ �������� ���������

���#� '(��
�����% ')��
���&�%
���#� ���!# % �����  ���

�� ��������� ��	
�
��� ������ �������������� ������ �������

�� ���������

���!� *(���	���% *)���	�&�%
���!� ���� % ������ ����#

������ ()��������$+&��$� �� �� ��,�%
������ ����� 

����������� ��	
�
��� �
�������� �
�������� �������� �����

�����

������ -��().'(+')�,�*(+*)�%

������ �����

�� ������ ������� ��	
�
��� ������� ����
� ��������� ����

����� ���������

���� � &(�(��/-+*),*(+�(.'(�0')%
������ �)�(��/-+*(,*)+�(.')�0'(%

�� �����
���� ������� ��	
�
��� ������ ��������� �������� ���

�������

������ 1(�����	��&(� �)$� �(� .��� ��$� �)� .�� �$� ���)�
�

����
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�����$$��2������3�
��4�
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��������� ������
�� ������
� ξ1, . . . , ξk ����	 
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����
�� ����������
�� � ���
������ �����������  �	���	������� �!��
��
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�����	
�� "���	�� 
�����
��
�� 
�� ��!��� � #	�� ������
�� ������
� $�����	�� ��� ���
�

�� ����
� 
������	� �������	� 
������ %���	�� H0 : M(ξ1) =
= M(ξ2) = . . . = M(ξk) � ����
�	�� ���� ��	���	������� �!���
��
��� ���	��
�	��
�� %���	�� H1 � 	��& �	� 
� ��� #	� ��	���	�������
�!���
�� ���
��
'��%��� �������& 	�����	�� ��	�
���	�& 
����� �� �	�����	��

�������
�� ����
��� ������	 ���� �	���%
�	� ��� 
�#����	��
��
���� �����
�%� ����
�
�� ��	���	������� �!���
�� � ������� ����
	����& ���!�

�%� � ���(�� )* +�� )*�,-& 	��� � �����	�
��� �����
k ����
������� ����
�� �����	��	 � 
������.�� ������� ��!��

��� +
���������	�� �.����-� ��#	��� ��� �������� 
������ %����
	�� ��������	 ��	��& ��
���

�� 
� ����
�
�� ���������& �	� �
��/��
��	 �%� 
���
���
0� ����	��� ���������

�� �
��� �����
��	 ��� �������� 
��

�������� ������� 
� ��
����
��	�1 ���� ��� ������� ����	 ���
����
��� 
������
�� ����������
�� � ���
������ ���������� � ����	 ��	��

����
� ����
�	�� �� ��	���	������� �!���
��& ��� �� ��!
� ����
	�	� 
������
���� 
�� ��
�� ������
�� ������
�� � ��/���
�	��
'��%�� �����	� �����
�
�� ���������

�%� �
���� 2 ��������
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�� 
���	���%� ���	��� 
� 
���������� ������
��
������
� ξ� ���	� 
���	���� ���	�� F +
������� 2 
���
�� ���
�����%� �	���
	��� ������	�- ����	 k ����
�� F1, F2, . . . , Fk +�	��
��
	� �����	 k ������	��-� ������
�� ������
� ξ +����������	�
�	���
	��- 
�������	�� ��� ��!��� 
���
�� ���	��� F +����	��
��

�� ����������	� �	���
	�� �� ��!���� ������	�-� 0� ��
����

�� #	�� ��

�� 	�����	�� ��	�
���	�& 
����� �� �����	 ���	�� F

� ����
�� 
���
�� ������
�� ������
� ξ ��� ��
�(� 
������
��
���������
� ������
��� ������
���� +���
����� �� ����������	� ��
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��������	 
���	��	�� ���� ����������� �� ������� ������ ���
��������� ���������� ������������ 	��� 
��������� � ��
������
��� ��������� �������� ���� ��!� ������ ������ F 
�"	 
�
���
��!� ��������� �������� ��� �
����� � 
� #$�% &��������� 
���	�� �
��	�� ������ ��
����	��� ��

' ���������� 
�������� ������ ��������� �����������	 ����

��������	 �������	�

(��!�� 
��)����� ���������� ������� ���������) ������� ��
�������� �������� * 	��!��������� ���
��������� ������� +��

��	�� * ������� 
���	��� 
��
�������� � !��� ������ �������
�� ��
����	����

,����� ��	 
����� � �������� �����������!� ���
���������
!� �������� ����	���	 ��" ���� ������� 
������� �����������
!�
���� * ������� -������

������ ����	
	�
 ��� ����
���� �����
��� ���
���

,��� 
� ��������	�	 �������	 ��."	�� n1 � n2 �� ���	�����)
������
����� ������� ��
��������� ���������� ���
����� S∗

2

1 �
S∗

2

2 � !�� S∗
2

1 / ������� �� ��)� 0������� 
�� �������	 ������ ����
��	��� α 
������� ������ !�
���� H0 � �������� ����������)
���
�����1

H0 : σ2
1 = σ2

2.

2�	��	� �� � ���� ���	��"����� �3���� S∗
2

1 � S∗
2

2 ������ !��

���� 	���� ��
���� � ��1

H0 : M(S∗
2

1 ) = M(S∗
2

2 ).

' ������� ������� 
������� !�
���� 
��	�	 �������� �����
��� ��
��������� ���
����� � 	������1

F =
S∗

2

1

S∗22
.

(������� �� 
�� ������� �
����������� ������� !�
����� ���
������ F �	�� ���
��������� -�����/4�������� &�	� 
� #%�5� ��
��
���	� ������� k1 = n1 − 1, k2 = n2 − 1� 6��� ��� 
������ �����
�� � ��������� ��� !�
�����

• H0 : σ2
1 = σ2

2, H1 : σ2
1 > σ2

2�
' 7�	 ������ ���� 
����������  ��������� �������
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������ ����	
������ ������������ 
�
���

����� ������	 n 
�����
�� xij (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k) 
��
������ �� k 
�����
�� �����
�� �����
 ξ1, . . . , ξk� � ���
������
����������� ��������������� k ����
	� F1, . . . , Fk ������� F ����
����  !!� "� #�������	 ��� ����

�� ����
� �
�������� α ���������

����� $������� � ����
���� ���� �������������� �����
��% H0 :
M(ξ1) = . . . = M(ξk) ��� �����
����
�� $������� H1 � ���� ��� 
�
��� �� 
�� ���
��

#���&�  !!� 
'�

�� ��
�������
�$� ���������

�$� �
����

���� 
�(
����
�	

F1 F2 Fk

 x11 x12 � � � x1k

) x21 x22 � � � x2k
���

���
���

� � �
���

n xn1 xn2 � � � xnk

$��������
����
��

x��1
x��2

� � � x��k

*������� �������
�� ����
�� x��j
�	 �����$� ����&� 
���(

��
�� (j = 1, . . . , k) � x + �������
�� ����
�� ���� 
�����
��%

x��j
=

1

n

n∑
i=1

xij; x =
1

kn

k∑
j=1

n∑
i=1

xij. � !!� "

,���-� ����� ��������� ����
�
��� *���	 ����� ��������� ��(
��
�
�� 
�����
�� xij �� ����� ����
�� ������	���	 �������%

∑
���

=

k∑
j=1

n∑
i=1

(xij − x)2. � !!�)"

.�����
�	 ����� ��������� ���� ����
�
�� $�������� ����
��
x��j

�� ����� ����
�� x ������	���	 �������%

∑
���	

= n

k∑
j=1

(x��j − x)2. � !!�/"



������ ���	 
����������� ������ ���

���������� �	

� �������� ���������� ��������� xij �� ��	��
����� ������ x��j

����������� ���
	����

∑
���

=
k∑

j=1

n∑
i=1

(xij − x��j
)2. ����� !

"�#�� ���$��%& ����∑
���

=
∑

�	
�
+
∑

���
. �����'!

(��
�
 )�� ��$ ���$����%�����
*���
��& ���

∑
�	
� ���������$	�� ������� ������� F � +�������

���%��& ���� ������ �	,�������� ������ �� ξ1, . . . , ξk& �� ��	������
������ x��j

$�������%�� ���������� �	� �� �	�� � ��� ��
 ���%�
��� ��$������� ����	� ��,�� ������ x& ��
 �	,��������� �������
������� F �

-�
���
& ���
∑

��� ���������$	�� ��$���� ���� ��������� ���
��	� ��,�� ������& ��������
�� ��� ��$�������
 ������� F & ���
� ��	�����
� �������
��

. ���	 ��������� �����'! 
�#�� �����% ����& ���
∑

��� ��������
��$	�� ������� ��	������ ������ �� �������� ξ1, . . . , ξk� +�������
���%��& ��� ���

∑
�	
� $������ �� ������� �������& �

∑
��� ������

������ � �������
 ������� � ��	�����
� �������
�& �� ���
∑

���

����/��� ��$����& ��$������ ��	�����
� �������
��
0�$���� �	

� �������� ���������� �����1!2 ����� ! �� �����

������	�,�� ����� �������� ������& ���	��
 ����������	�,�� ���
�������� ���������

S∗
2

��� =

∑
���

nk − 1
; S∗

2

�	
� =

∑
�	
�

k − 1
; S∗

2

��� =

∑
���

k(n− 1)
. �����3!

4��� �	����� ������$� � ��������� 
���
��������� �#����� H0 :
M(ξ1) = . . . = M(ξk) ����������& �� ��� )�� �������� �������
�� ���
�,/���
� �5����
� ������������� �������� � ����������
��$�������%��� 6������ �� �������� 7�8��� ��
� �� ����1! �������
�	� � ��������	� ��������& 
� �������
 ��
 ��
�
 ������$	 H0�
4��� �������� ����#�� ��������� ��������� � ���������� ��������
������ �������� ��� ����	���	�,�� ������$� � ��
& ��� ���������
������������� �������� ���%8�& �� ������$	 H0 ���	�� ������%& �
��������
 ��	��� 2 �������	�%�
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•  �� S∗
2

���� < S∗
2

���� ��� �������� �������	�! �������	H0� ����
� "��� �	
�� �
������� 
�� �������� � �������� �������
��
��# ������� ������
�����!���� 
�� �������� � ���� 
��
��������� �������
���� ������� ���!�� �����
����

•  �� S∗
2

���� > S∗
2

���� �� ��
�����

F���	 = S∗
2

����/S
∗2
���, $%&&�'(

�� �����)� �����
���# ��
�� ������������ *�����+,���
������ $���������� -( ���  �����!� ./0 ��#���� t2(α; k1;
k2)� ��� k1 = k−1; k2 = k(n−1) � ��� F���	 > t2(α; k1; k2)� ��
�������	 H0 ���������  	������ ���
����� α�  ��
F���	 � t2(α; k1; k2)� �� ��� �������	
 ��������� �	����� H0

���� �� �������

������ ������ ��� �����	
��� � ����� ����� 	���� ��������
���	����� �� ��������� ���	����� ��������� �������� �� �	����
����� ������������ ��  ��� ���	������ ! �����"� ����� �����	��
�� 	����� ������������ #�������$ ���	����� �� �����
� ���	���
���� %��	��� � ������� ���������� α = 0,1 ��������� �������� �
�������� ������� ���	���� �������� �������� ��  ��� ���	������

����� S∗
2

���� ��������� S∗
2

���� 	 ���������� S∗
2

��� �	�����		 �� �!

����� �� ����"�� �����#�� $���� n = 20� k = 4� x̄ = −13,655�
%�"���� �"��&�	� ������	�'∑
���

= 61138,0802, S∗
2

��� = 733,8998,
∑

����
= 27789,1219,

S∗
2

���� = 9263,0406,
∑

���
= 33348,9583, S∗

2

��� = 438,8021.

%�������'∑
���

=
∑

����
+
∑

���
= 27789,1219 + 33348,9583 = 61138,0802.

%�����	� �� ��	���	&(	)��� �"��& �	����� � ��������� ���!
�����
 	 ���������
 ������	����	 �	�����	
� �"� ���� ��
��� ��!
�"&������ ������	� ��	���	�'

F	��
 =
S∗

2

����

S∗2���
= 21,110.
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������� �	
�����	�� 
� 
������

�
���������
������
������

����������
 ���

!������ 
�������

"�������� 
�����������

����
� �#�$ −2, 16 � −1, 84

 −1, 22 −8, 31 � �
% −1, 74 −7, 16 −1 −1, 58
& −1, 97 −6, 58 −1 %#��
$ −1, 92 −7, 16 −1 −1, 69
' −2, 76 −6, 42 −0,58 �#&

( −1, 17 −8, 16 −1 −1, 69
) −0,01 −8, 42 � �#)&
* −81, 9 −10,3 −1 −1, 11
�� −81, 2 −8, 89 −1 �#$)
�� −81, 8 −7, 16 −2 �#$)
�
 −82, 2 −2, 42 � −1, 16
�% −82, 1 −1, 74 −0,58 −2, 42
�& −82, 0 −4, 26 � −1, 16
�$ −82, 4 −7, 74 −1 −1, 58
�' −83, 5 −4, 84 −3 −3, 26
�( −84, 9 −8, 89 −2, 16 −1, 26
�) −83, 6 −8, 89 −1, 58 −2, 53
�* &#$� −11, 0 � −3, 69

� −81, 6 −6, 84 −1, 58 −3, 69

x��j
−45, 672 −6, 867 −0,924 −1, 1565

+����,� # ��� ����� �������� �,����� -�������� ,���������
��������� ��,�� k1 = k − 1 = 3# ����� �������� �,����� ��������
��� ,��������� ��������� k2 = k(n− 1) = 76# �� .��,�/ ����������
α = 0,1 � ������ �������� �,����� ������ � ����01/ ��������� F2
������������ 3�������������� -.����� 456789 ���������./ ����.



��� ������	
���
 �����
 ���� ����
��� ��������	
���� �����


F�� �����������	
 �	��������������

F��(0,1; 3; 76) = 2,105.

��� ��� F���� > F��� �� ������� �	������ � ��������� �������	���
��	� ��	���	� ����	��� �� ���� � ��������� ��������� � �������
����	����	 α = 0,1! �� ���" ������� � �����	� #�����������"$ � %��
��� ����	�����
 ����	��!

��������	�
� ������ ���� ��
�����
	����	����	��� ���
���

������ &''!&� �� ������� ��	
�� n = 20 ����������� �� �������
��� ���������� ����������� ������������ (ξ, ζ) ������ ����������
����������� ���������� r∗xy = 0,15.  �������� ��� ������ ������
����� 0,05 ��������� ������! �������� H0" rξζ=0 � ��������� ���!

�������������� ������������ ���������� ��� ���������!#�� �����

���� H1 : rξζ �= 0$

( � � � � 	 �� )����� ��*�������� ������	� ��	���	
 �� +������
#,-!&$�

T���� = 0,15 ·
√
20− 2√
1− 0,152

≈ 0,429.

��� ��� ������	���.�
 �	������ H1 : r
∗
xy �= 0� �� ��/���� ��	�	�

�����
 �*����" ����������

! 0� ��*�	%� ��	�	����	� ����� �������
�����	
 ��"������ ��	 ������ ����	����	 α = 0,05 	 �	��� ��������
���*�� k = 20− 2 = 18 �����	� t��(0,05; 18) = 2,10!

��� ��� T���� < T��� �� ��� �������	� ���������" ������� �	�����
�� � ��������� ���� ������	������� ��/++	%	���� ������
%		! 1��
��������� ��� � *����� � ��/++	%	��� ������
%		 ������	�� ���	�
�����
 �� ���
� �!�! ξ 	 ζ ��������	����� !

������ &''!2� �� ���� ����������� �������� ��	
�� ������%
n = 60 � m = 50 ����������� �� ���������% ����������% ��������

������ ������� ���������� ������� x̄ = 25 � ȳ = 23$ &�����������
!#�� ����������� ��������� σ2

1 = 5, σ2
2 = 4$  �������� ��� ������

���������� 0,01 ��������� ������! �������� H0 : M(ξ) = M(ζ) ���
���������!#�� �������� H1 : M(ξ) �= M(ζ)$



��������	�
� ������ ���� ��
����� 	����	����	��� ���
��� ���

� � � � � � �� ��	
�� ����
����� �������� �������� �� ������
�������

Z���� =
25− 23√
5/60 + 4/50

≈ 54,436.

��� ��� ���������� �� !������� M(ξ) �= M(ζ)" �� �������#���
���#�$ 
%�#��������� &�!�#�� ����'�" ���%�� �������#��� �����
��	
�� �� ��%��#�%��

Φ(Z��) = (1− α)/2 = (1− 0,01)/2 = 0,495.

(� ����)� ����)�� *���#� �(���+���� �� ��,�
�� Z�� = 2,58�
��� ��� |Z����| > Z��" �� ���%�� !������� ��%��!���� -�� ��������"
��� %.������.� #��
��� �������#� ��������

������ /00�'� �� ������	��
 �������	��
 ����������  ���
�����
 �������
 σ2 = 16 ��������� ������� ������ n = 80� � ��
��
 ��
���� ���������� ������ x̄ = 13,12� �������� ��� ������
��������� 0,05 ��������	 ������� �������� H0 : a = a0 = 12 ���
���������� �
 �������� H1 : a �= 12�

� � � � � � �� ��	
�� ����
����� �������� �������� �� ������
����1��

U���� =
13,12− 12

4
·
√
80 ≈ 2,504.

��� ��� ���������� �� !������� a �= a0" �� �������#��� ���#�$

%�#��������� 2������#��� ����� ��	
�� �� ��%��#�%��

Φ(Z��) = (1− α)/2 = (1− 0,05)/2 = 0,475.

(� ����)� ����)�� *���#� �(���+���� �� ��,�
�� Z�� = 1,96�
��� ��� U���� > Z��" �� ���%�� !������� ��%��!���� 3��!��� #�%�4
��" %.�������� � !���������#��� !�����$�.� #��
��� ��������#�
��������

������ /00�5� !����� ������
 ����������� ��� ���������	
����� ��� ������� ���"��� ������������ �� �����#��� 0,03� $����
����
�� ���������% 500 ������
 �������	 20 ����������%� &����
�� '�� ������ �������(

� � � � � � �� ���%�� !�������H0 : p = p0 = 0,03" � ����#���$���
��#���� ����� m/n = 20/500 = 0,04� (����� % ����#�%� ����������4
 �	 !������. H1 : p > 0,03 � ���%��$ �������#�� α = 0,05� & ��6���



��� �����	
���� �����	� ���� ������� ����	��	
���	� �	����

����� ��� q0 = 1 − p0 = 0,97� �� ���	
�� ����� �����	 ��������	��
�������� ���������

U���� =
(0,04− 0,03) · √500√

0,03 · 0,97 ≈ 1,311.

��� ��� ����
���
���� �������� �������  ��	� ��� p > p0� ��
����������� ������! ��� ����������� "��������
� ����
 �����	 ��
�� ���� ��

Φ(u��) = (1− 2α)/2 = (1− 2 · 0,05)/2 = 0,45.

#� �����$� �
��$�� %������ #����&���� '� ��(���	 u�� = 1,645�
��� ��� U���� < u��� �� ��� ���� ���� �� ����
�! �������
 � ��	� ���
 ���������! �����  ������ �� ��� )*��� +�+,� -���� ����!��� ���.
��� 	�&�� �)�! ��������

������ /++�0� ���������	� n = 100 ��
���	�� 	������� ����

���	�� ������	�� ��� �������	��� ���
�	�� ������� ������ 	�

�	������� � ���� �
���� ��������� ����������� ����

� �	������  ! " # $ % & ' (

�	������ %()! %()' &*)# & )* & )% &!)! &!)' &")# &#)*

%()' &*)# & )* & )% &!)! &!)' &")# &#)* &#)%

����� mj  #   ! !& !!  * "  

+��� ����	 ����������	�� ��		�� ������	�� ������	� ξ�

1 � * � � � �� "��  ���	 �� �����$)� ����� ����� ��� Δaj = 0,6�
2��  )� �&���� �������) �  ��� ������������� �� ���� ,' �������	
��������		
 �������  ����$������� �����

#�����!�
 ������������� ��		������� � �	��� 	����	
	  ����.
����� �� 	�&��  )� ��
�! �
�� 
� �������
 H0 � ��	� ��� ��
���	��
 ������� ����������� ���	��!��	
 �����
� 3������ �� 4���� �
&��
������! �$���� ��� ��&���� �� ���� ����)( ����	���� ���	��!����
��������������

2�� ����5��  ��!	5	 �������) ����� ��� ui = (xj−1+xj)/2, j =
= 1, 2, ..., s� ��� s 6 ����� ����� ��� � �����  )�������� ������� �
��������� ����������� �� ���	
��	�

x̄ =
s∑

i=1

miui/n, S2 =
s∑

i=1

miu
2
i /n− x̄2.

7���� ������ ��������� S∗2 = nS2/(n − 1)� 3 ���
�!����  )���.
����� ���
��	� x̄ = 71, 876, S∗ = 0,8982.





��� ������	
���
 �����
 ���� ����
��� ��������	
���� �����


����� ����� 	����
�������� ����
�� mi − m′
i, (mi − m′

i)
2, �

(mi − mi)
2/m′

i� � ����� ����� 	����
��� ��������� �������� �������
�������� χ2

���� = 0,349.
���� ��!� ��� �
�� ���������� ���������� s = 9� �	��
��!��

����� ���	���� ���"�
 k 	� #������ ����$�% k = 9− 1− 2 = 6� &�
�'

���! ������� ���������� α = 0,05� (��
� � ������ ���	���� ���"�
 
� 	� ��"��)� ����������� ����� ���	��
�����! χ2 �	����*���� +� ��'
��
�� �������� �������!

χ2
��(α, k) = χ2

��(0,05; 6) = 12,6.

(�� ��� χ2
���� < χ2

��� �� ��� ��������� ��������� ��	����� � ���'
������ ���	��
������� ,������ �������� �����*
���� ��	�����'
���� � ������������� ������ ���������� ���
��������� �	 �� � 
��'
� � �������-��! � ��	������ � ��������� ���	��
������ ���������
��������� ������� ξ�

����������	
��� �����

������ .//��� �� ������� ��	
�� n = 30 ���� ��������� ���

�������� ���������� r∗xy = 0,35� ��� ����� ��������� ���  ���

�����! "� ����� � �������� ��# ������������"� �����������

����������  �� ��������#$�� "� ����� rξζ �= 0.

������ .//�$� �� ������� ��	
�� n = 100� ��������� �� ����

����� �����!�� "�����!�� ������ ����� ��������� ��������

����� �������%

&�'���� ����  ������ ����(

ξ\ζ ) * + �� �,

- ) , � � �

�� � * ( �

�- � � )� - �

,� � , �, �) +

.���� ��������� ���������� ���������� �  �� ����� ���

������� 0,1  �������! �����# "� ����� � �������� ��# ������

�������"� ����������� ����������  �� ��������#$�� "� �����

rξζ �= 0�
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N
�������

n1 n2 x1 x2 σ2
1 σ2

2 α

� �
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��� �����	
���� �����	� ���� ������� ����	��	
���	� �	����

������ ������ �� ������� ��	
�� n = 100 ���� ������ ���

������� x̄ = 210 �� ����������� � ������ ������ �� ������� ��	�


�� m = 90 ���� ������ ��� ȳ = 208 � �������� ����������� �

������ ������ ��������� ��������� �������� σ2
1 = 80, σ2

2 = 70�
���������������  �� ��! ���� ���� �� ξ � ζ ����������� ���

����� � ������� ���������� ��� !���� �� ������ 0,05 ������

���� �������! H0 : M(ξ) = M(ζ) ��� ���!���!"#�� ��������

M(ξ) �= M(ζ)�

������ ������ $ �����%� &''�( ��� ������� ������� )��

��*���� ������� �������� ��� ���������� ������� ��	
���� n1

� n2� ����� ������ �� ������ x̄1, x̄2 � ������� ��������� σ2
1, σ2

2�

+!*� ��������� ��� ������ !���� �� ������ α �������� ���

������ ����� �*����� ��� ���!���!"#�� �������� �� �� ����

�������

������ ������� ,���� ������� ��	
�� n = 120 �� ��������

�����!����� � �������� ������ �������� ����� ���������

σ = 5 � ������ �� ������ x̄ = 23,54� +��������� ��� !���� ���

 ������ 0,01 ��������� !���!" �������! H0 : a = a0 = 23 ���

���!���!"#�� �������� H1 : a �= 23�

������ ������� -���� ��������� �������� �������� ��������

�������%���� $��������� �����  �� �������%��� ���! ��.�� ���

������ ����*�� ��������!���� �������� ���� 0,12� -���� ���������

400 ���� !�! .��� ��������� � ���! ��� 60 �������� /�*� ��

� ������  �� ���� �������� �� ��� �! .� ������0

1������� ������ !���!" �������! H0 : p = p0 = 0,12� ���!�
���!"#!" 2 H1 : p > 0,12� !����� �� ������ α = 0,05�

������ ������� �������� n �������� �������� ���������

��! ���� ���� ��� )������ ���! ��� �������� ������ � ��

������� �������� ���� � ���� ����� ���"����� �����.�� �

����������!"#�� �������� ������� � �����%! &''�3� $ �����%�

&''�4 �������� ����� � ������ ����%� ���"���� �  ���� �����

������ �� ���!������� �������� �� ������ ������ �� ������ �

��������!" ��������"� 5������!� �������� ������� ��� !����

�� ������ α = 0,05 ���������� ������!���� �� �������� � ���

������ ������������ ��������� �����!����� ξ � ������ 6��

���� ����� ��������������
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$����� %�&��&	 '����������(�� �)�*��� � *��%����&	
+�����&����& ,-(��&	 ������& (�����&����& ,-(.
��&	 +��%��(��� ��-��/�� %�������

������ ������	
 ������

����������� ���	�	 ��������� 	��
��� ξ(t) �������� �������
��� �������� ��������� �� ����������� �������� t� ���� �����
��� t ������������� 
�
 ����� ��������� 	��
��� ��������
�� ��������� ���������

'� � ������ �-*�� ����� *��� �� ��-��/��� %���������� �*.
�(� ��0 ����)��� �%����*���� *�& �1��2 ��-��/�2 ,-(��/	


����� ���	�	 ��������� ������ ξ(t) = ζ · sin t� �� t � 0�
ζ ∼ N(2; 1) ��������� �������� ������ ��������� ����������

����������� ���	#	 ����� ���������� ������� ��������
��������� �������� ������������ ��� 	�
���������� ������� ���
������ t�  �������� !���
�����" ���������� ������� �������
�� ���������� 	��
��� �������� t� ������������ � ��������
��#������ !���������" ��� ��������� �������� � ���� ����
������� ������

3��� � %��(��(� ���1*�1� ��-��/�/ %������ 4�%������ ��.
%�����1� �5� 5��,�( � %���6�1 ����%����7� �� � *�/������������
%��-��1� �*- �� �����)�2 �5� ���������/	 8�� %�������� �%�.
�� �-*�� ���1*����& *�-5�& ���������&	 9��������1 %������� ξ(t)
�-*�� ��������� �������� �����(��� �-(����: x(t)	
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 ���������� ���	�� ��	�	�� t = 1� �������
�	�	��	 ξ(1) = ζ · sin 1� ���� � ����	�	 
�
�
 ��������� �	������ ζ
� �	���� ��������� ������� ����	��	 �� � �� ������ −3� �� �������
��	 �	��������� x1(t) = 2 sin t� x2(t) = 3 sin t�
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 �
�����
�

����������� �����	 �����������	�� 
������� ������
�


��
����� ������� ��������� ��	��� m(t)� 	
�
��� ��� 	���
�

t ���� �����������	
�� 
������ �

������������
 �������

m
ξ
(t) = M

(
ξ(t)

)
.

��	�������
�� m(t) �����
� ���	�� ���������� �
������  	!
�	"����# 
���� 
�$ ���������� 
������	%	  �	��

�� &
�� ξ(t) �

������'�  �	��

� � f(t) ( ��
�������� �������� �	 m(t) 	)������

��������� 	�����'�� 
	�
���� *�	��"��� �$ 
��	
�	����+�	
�� 	
�	���� 
	�
� ����������
�	%	 	"������,-

*�, M
(
f(t)

)
= f(t)�

*., M
(
f(t) · ξ(t)) = f(t) ·M(

ξ(t)
)
�

*�, M
(
ξ1(t)± ξ2(t)

)
= M

(
ξ1(t)

)±M
(
ξ2(t)

)
�

����������� ����/	 ���������� ������
�
 ��
����� �������

��������� ��	��� σ2(t)� 	
�
��� ��� 	���
� t ���� ���������
�

������������
 �������

σ2
ξ
(t) = D

(
ξ(t)

)
.

0�
 ��
�� $������������ 
�� ��+ ��

����� ���������� 
�����!
�	%	  �	��

� 	�	�	 �%	 ����������
�	%	 	"�������

1����� 
 ��
 ��
��� ��

��������
� ���"� 
������ ���������!


�	� 	���	����� 
������	%	  �	��

�- σ
ξ
(t) =

√
D
(
ξ(t)

)
�

2�����' 
	�
�� ��
 ��
�� σ2
ξ
(t)-

*�, σ2
ξ
(t) � 0�

*., D
(
f(t)

)
= 0�

*�, D
(
f(t) · ξ(t)) = f 2(t) ·D(

ξ(t)
)
�

*/, D
(
ξ(t)± f(t)

)
= D

(
ξ(t)

)
�
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� ���
 ����� ���
�	��
 ����	
��
 ������	���

�������� 
���������� ��������
�		�� ��	��
��

����������� �����	 ����������		�
 ��	���
 �����
	��� ����

����� 	������� 	������
	�� ��	��� ���� ������	��� Kξ(t1; t2)�
���	�� ���������		��� ����	�� ����	�
 ξ(t1) � ξ(t2)�

Kξ(t1; t2) = M
((

ξ(t1)−m(t1)
) · (ξ(t2)−m(t2)

))
.

���� ������ �	
���� ��
��	��

	�	 ������
	�	 �	�����

ξ
◦

(t) = ξ(t)−m(t), �������

�	 	������
�� ����� ��������� �		���

Kξ(t1; t2) = M
(
ξ
◦

(t1) · ξ
◦

(t2)
)
.

������ ������ ��� ������	
�
 �
����� �� ����� ����� 	����

m
ξ
(t)� σ2

ξ
(t)� Kξ(t1; t2)�

� � � � 
 � ��  	�!����! ��	�����"� "���"�������	�	 	#���
�� �
��������$ �	��	�!�� ζ ∼ N(2; 1)$ �	�����"�

m
ξ
(t) = M

(
ξ(t)

)
= M(ζ · sin t) = M(ζ) · sin t = 2 sin t,

σ2
ξ
(t) = D

(
ξ(t)

)
= D(ζ · sin t) = D(ζ) · sin2 t = sin2 t,

Kξ(t1; t2) = M
(
(ζ · sin t1 − 2 sin t2) · (ζ · sin t2 − 2 sin t2)

)
=

= M
(
(ζ − 2)2 sin t1 sin t2

)
= D(ζ) sin t1 sin t2 = sin t1 sin t2.

%����� m
ξ
(t) = 2 sin t& σ2

ξ
(t) = sin2 t& Kξ(t1; t2) = sin t1 · sin t2�

 �������" ��	����� �	�����	

	� '�
���� ������
	�	 �	(
������

��� Kξ(t1; t2) = Kξ(t2; t1) ��"� 	������
�� ������$
��� Kξ(t; t) = σ2

ξ
(t) ��"� 	������
�� ������$

�)� |Kξ(t1; t2)| � σ
ξ
(t1) · σξ

(t2) ��"� ��	�"� *��)��

�+, ��� ��	����� �	�����	

	� '�
���� -���� ������
. �
�� ����/�
0���� � �	�����	

	� '�
����� ������
	�	 �	����� ���"��(

������� 
	"�	��

�� �	�����	

�� '�
�����

ρ
ξ
(t1; t2) =

Kξ(t1; t2)

σ
ξ
(t1) · σξ

(t2)
. �������
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���������� �	
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�������
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� ������� ����
���
�
 ����
���
�
 ��
���� ������

��� �
�������
��� ������� ��� ������

k
ξ
(−τ) = k

ξ
(τ).

�����	������
 � 
��
	��� �	
���	 � K
ξ
(t1; t2) ���! �! �"�!#��

k
ξ
(t1; t2) = k

ξ
(t2; t1) =⇒ k

ξ
(−τ) = k

ξ
(t1 − t2) = K

ξ
(t2; t1) =

= K
ξ
(t1; t2) = k

ξ
(t2 − t1) = k

ξ
(τ).

�$� ��������� ��� �
��
��� � �	� %�����& �
�������
��
�
������� 	 �����

σ2
ξ
(t) = k

ξ
(0) = σ2

ξ
.

�����	������
 � 
��
	��� �	
���	 $ K
ξ
(t1; t2)�

σ2
ξ
(t) = K

ξ
(t; t) = k

ξ
(t− t) = k

ξ
(0) = '()*+.

�#� ,
-��� �
�������
��
� ������� �� ���	./�� �� %������
	 �����

|k
ξ
(τ)| � k

ξ
(0).

�����	������
 � 
��
	��� �	
���	 # K
ξ
(t1; t2)�

|K
ξ
(t1; t2)| �

√
K

ξ
(t1; t1) ·Kξ

(t2; t2) =⇒ |k
ξ
(τ)| �

√
k

ξ
(0) · k

ξ
(0) =⇒

=⇒ |k
ξ
(τ)| � k

ξ
(0) ⇐⇒ |k

ξ
(τ)| � σ2

ξ
.

0
����
	��� �
�������
��� ������� ��� ρ
ξ
(τ) �
�������

�	�
� ���! 
���-������ �"�!#�!

ρ
ξ
(τ) =

k
ξ
(τ)

k
ξ
(0)

=
k

ξ
(τ)

σ2
ξ

.

1����� ��
 |ρ
ξ
(τ)| � 1 ρ

ξ
(0) = 1!

������ ����	
����� ���	���	

2���
���� ������.� ��
����

ζ(t) = ξ1 · coswt+ ξ2 sinwt, ��"�!3�

�-�� ξ1 � ξ2 4 ������.� 	������. w 4 �
����� M(ξ1) = M(ξ2) = 0 

D(ξ1) = D(ξ2) = σ2 M(ξ
◦

1 · ξ
◦

2) = 0!



������ ���	 
������� �������� ���

������ ��		
�������� ������ ����� ���������� �	�
���� ���

�
���� ��� M
(
ζ(t)

)
= M(ξ1) · coswt+M(ξ2) · sinwt = 0 =⇒ ζ(t) = ζ

◦

(t)�

K
ζ
(t1; t2) = M

(
ζ
◦

(t1) · ζ
◦

(t2)
)
= M

(
ζ(t1) · ζ(t2)

)
=

= M
(
(ξ1 coswt1 + ξ2 sinwt1)(ξ1 coswt2 + ξ2 sinwt2)

)
=

= M(ξ21) coswt1 coswt2 +M(ξ22) sinwt1 sinwt2 = σ2 · cosw(t2 − t1).

�� ��������� ��� �	�
��  !"!#$% �������	����

M
(
ζ(t)

)
= 0; K

ξ
(t1; t2) = k

ξ
(t2 − t1).

&������	�� �
�
	' ��������� �	�
��

ζ(t) =

n∑
j=0

(ξ1j coswjt+ ξ2j sinwjt),

��
� M(ξ1j) = M(ξ2j) = 0� wj ( ����������

D(ξ1j) = D(ξ2j) = σ2
j � M(ξ

◦

1j · ξ2k) = 0� �	� ∀ j, k�

M(ξ
◦

1j · ξ
◦

1k) = M(ξ
◦

2j · ξ
◦

2k) = 0 �	� j �= k#

)��
���� ��� M
(
ζ(t)

)
= 0,������ ζ(t) = ζ

◦

(t)� �����
��
 ������
���������� �	�
��� �
��		
��	������� �� ��������� ��	���� ���
��		
�������� ������ �	�
���  !"!#$% � �������� $  �# !"!#*%
������
��

K
ζ
(t1; t2) =

n∑
j=0

σ2
j coswj(t2 − t1).

+���� �,	����� ��������� ��� ���� �	�
�� ���-
 �������	���#
.��
���
���� �,	���� ��� ���������� �	�
��� ����

ζ(t) =
∞∑
j=0

(ξ1j coswjt+ ξ2j sinwjt)  !"!#/%

� ������������ ���������� �������
�� ��� �� �������	����

M
(
ζ(t)

)
= 0; K

ζ
(t1; t2) =

∞∑
j=0

σ2
j coswj(t2 − t1).

��������� !"!#0� ��������� 	
���� ������� ����� 	
�����
���� � ��� ��
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2σj

ω ω ω ω ω ω0 1 2 3 4 n
ω
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���������� �	
	�� �
	�������	 �����	��	� � ������� ��������
������	 ������� � ���� ����	��� �	����	����

ζ(t) =
∞∑
j=0

(ξ1j coswjt+ ξ2j sinwjt), ����� !

�"	 wj = j
π

T
, j = 0,2, . . .� T # 
�����	���	 �����

$�������� t2 − t1 = τ � 
�%����

k
ζ
(τ) =

∞∑
j=0

σ2
j coswjτ, �"	 wj = j

π

T
, j = 0,2, . . . �����&!

������������ �����&! ��� �����	��	 �'���( 
	���"��	���( � 
	�
���"�� 2T )%��*�� k

ζ
(τ) � ��" +%��	� 
�%��� )���%� "� ��,)�

)�*�	���� +%��	�

σ2
j =

2

T

T∫
0

k
ζ
(τ) coswjτ dτ. �������!

-
	��� �%��(���� 
��*	��� ����� ! ��	(����( � �	����	����
����� �������������� �
	�������� ���( � ���������	 �	�"% ���

�	"���� ������ 
� ������	 ����� Δw =
π

T
�
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���� ������� �����
 ����
�
����	
�� ��
���� ��������
��� ������
�� �� ��������
&�����'

coswjτ =
eiwjτ + e−iwjτ

2
; sinwjτ =

eiwjτ − e−iwjτ

2i
.

�����( ����)��� � ������� ��� T → ∞ (Δw → 0)( �������� ���
���
��( ����������� ����������

�� ��
���� k

ζ
(τ) � ��������	�


�� ����
���	 S
ζ
(w)( ������������ ��� ��*��� w ∈ (−∞; +∞) ����

�����'
S

ζ
(w) = S∗

ζ
(|w|)/2�

k
ζ
(τ) =

+∞∫
−∞

S
ζ
(w) eiwτdw, !"#"�"+%

S
ζ
(w) =

1

2π

+∞∫
−∞

k
ζ
(τ) e−iwτdτ. !"#"�",%

-������ !"#"�"+%( !"#"�",% !������� .�
��� / 0�
��
�% �����
�������� ��*�� �����
� �*���
�� ����*������
�� -��	�� 1) ����
�������	
�� ����� !"#"�"2%( !"#"�"3% / �����
� �*���
�� ����
��/
����*������
�� -��	�'

k
ζ
(τ) = 2

∞∫
0

S
ζ
(w) coswτ dw, !"#"�"2%

S
ζ
(w) =

1

π

∞∫
0

k
ζ
(τ) coswτ dτ. !"#"�"3%

4��������� �������� ��������	
�� ����
���� S
ζ
(w)�

!"% S
ζ
(w) � 0(

!5% S
ζ
(−w) = S

ζ
(w)(

!6% D
(
ζ(t)

)
=

+∞∫
−∞

S
ζ
(w) dw = 2

∞∫
0

S
ζ
(w) dw�
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���� ����		�

����� ��� �	�
���� �������� ζ(t) ����������� n ���	������
�	� k ��
���� �k ������ ������� � � ����	����� ��	�
��� n · k
���
���� xi(tj) i = 1, . . . , n� j = 1, . . . , k� �� ��� ���	������
���������

• ������ ������
���� � �!������ m̃
ζ
(tj) � k ��
���"

m̃
ζ
(tj) =

n∑
i=1

xi(tj)

n
, j = 1, . . . , k; �#$#�#%�

• ��������� S̃2
ζ
(tj) � k ��
���"

S̃2
ζ
(tj) =

n∑
i=1

x2
i (tj)

n
− (

m̃
ζ
(tj)

)2
, j = 1, . . . , k

• �����	�������� &������ k
ζ
(t1j ; t2l) � k2 ��
���"

k̃
ζ
(t1j ; t2l) =

n∑
i=1

xi(t1j) · xi(t2l)

n
− m̃

ζ
(t1j) · m̃ζ

(t2l),

j = 1, . . . , k, l = 1, . . . , k.

�#$#�'$�

���	� ��� � �������� ���������� m̃
ζ
(t)� S̃2

ζ
(t)� K̃

ζ
(t1; t2)� (�	� ��!���

��� &������ ��������������� ���	���
�����
)����� ��*������� �	��� ������������ �	�
����� ���������� �	�

������ ������������� ������� �������
�� ���������� �� ������
��	��� ����� ���	�������

����������� #$#�#+	 ����������	
 ����
�	
 ������� ζ(t) ���
�	������ ������������� ���� ��� �������������� ���������������
�������� � �������������� �������� ��
����	� ���������� ����
������ ���������
 � ! " #�� � ! " $�� �������%� � ����������%�
&��� ����������������� �������	�� ���������� �� ������� ���
��
 ���������� x(t)� ������� ��'�%�����( �� ���������� '��()��
��������� (0; T )"
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�������� ����������� 	���	��������� ������ �������� ����	���
�� � �
�� ��� ������������� �
��� k

ζ
(τ) �� τ →∞� lim

τ→∞
k

ζ
(τ) =

0�
��� ������������ ������������ �������� � �������� ������ ���

����������� ���	��� 
���������� �� ���	��  �������

m̃
ζ
=

1

T

T∫
0

x(t) dt, k̃
ζ
(τ) =

1

T − τ

T−τ∫
0

x
◦

(t)x
◦

(t+ τ) dt,

��� x
◦

(t) = x(t)− m̃
ζ
�

!� ������� �������� �������� ��"��#���$ ����	�� ��
���	
�� ���	�
��������� ��� ����� [0; T ] ����� �� N ���������
���	��
���� ����� Δt = T/N ������  ��"���� � �����	  ��
����
 ti$ ����	�� % ������
� & ���	 ��
��� ����� �����������
������ �������� ��	
� ���

m̃
ζ
=

1

N

N∑
i=1

x(ti); '()(�*(+

k̃
ζ
(jΔt) =

1

N − j

N−j∑
i=1

x(ti) · x(ti+j)− (m̃
ζ
)2, j = 0, 1, . . . , N − 1.

'()(�**+

,����� '()(�*(+ �������� ���	�-#����$ ������ '()(�**+ % ��	��
������� ���	�-#����� ,����� ��� ������ ���
����  '()(�**+
�� j = 0� .�	��	$ ��� ��  ������� j$ "� �� � N 'τ "� �� �

T +$ �������� ����� k̃
ζ
(jΔt) �������� '������� ������$ ���� 
	����

/����� N − j+�
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� ������ ���� ��	���	�
���� ������ ���

��������	�
� ������ ���� ��	���	�
����
������

������ ������ �� ���� ��	
������ �����
� n1 = 10 � n2 = 15
�	 ����
���� ������������� ������� s21 = 0,98 � s22 = 0,56� �����
������� �������� �� �
	����� ��������� �
�
������ ����������
��� ��� ����
���� ��� ������ 	�
������� 0,05�

� � � � � � �	 
����

F���� =
S∗1

2

S∗2
2 =

0,98

0,56
= 1,75.

� ������� �������� ������ k1 = n1 = 10−1 = 9, k2 = n2−1 = 15−1 =
= 14� �� ������� ����������� ����� ������������ F ������� ��!
����� "�����#���� $% �� &����' (��������� α = 0,05 � ������ ���!
����� ������ F�� = 2,65�

)�� ��� F�� < F����* �������� ����������� �� ������'��� �&+
�� �&+��

������ ����,� ����	������ �� ���� ����
��� �
 �
���� �	
���� � ������� !
����
 F "��� �
���#� $%$�$&� '������ �������
������(� 
�
��	
 ��� ������ 	�
������� 0,05 ��������� �������
(�����	� � �
������� ������������� �
���
�������� ����
����
�������
(
����� ��� ������ �	������ �	 ����
���� ����������
���� � ����
����� ������������ )�	����
� ����
��� ��������
� � �
���#��

)������ �����
������ ��	
���

- F1 F2 F3 F4

� ,� �. ,� �/
, ,0 �1 ,2 �3
0 ,$ ,� ,$ ,0
2 ,/ ,, ,. ,$
$ ,3 ,2 ,3 ,/

x��j ,2*/ ,�*2 ,2*3 ,�*/

� � � � � � �	
4��5 n = 5, k = 4� 6�&������ ������ � ����� ����� ���� �����!

���� �� ������ 7���&�� "����,%� �� ������ 7���&�� �����

x̄ = 457/(4 · 5) = 22,85.
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 ���� ����
�������� �����

�������� ��	
��� ������� ����� ��

� ����	���� ����������∑
��� = 246,55� �� ��	
��� ������ �����
 �����	��� ��

� ����	� 

��� ����������
∑

����
= 72,15� � !� ����"� ������#��� ��

�∑

���
= 174,4� $�� ����
� ���%���� �����	��� � ������#��� ��



!	������ � ����� ��

�� &'	�%���� ����"� ���� ��(
�%����) �!	� 
�����) �����	��� � ������#��� ���!�	���*

S∗2���� =
72,15

4− 1
= 24,05, S∗2��� =

174,4

4 · (5− 1)
= 10,9.

+�������
�� (��#���� �	���	�� F	��
 = 24,05/10,9 ≈ 2, 206.,����
���!���� ������' k1 = k − 1 = 4 − 1 = 3, k2 = k(n − 1) = 4(5 −
1) = 16. �	� �	���� (��#�
���� α = 0,05 ��-���
 �	���#����� ��#��
	��!	�������� .�/�	� �������	� !	���%���� 0�

F��(0,05; 3, 16) = 3,24.

������)�� F	��
 < F��� �� ������� ��!���(� � 	�������� 
���
��� 
#����- �%������ �� ����	���
� 1�� �(��#���� #�� 	�(��#�� �	�!!��'-
�	����- ��(��#�
���

����������	
��� �����

������ ������ ��������� 	�
��� �		��	��� �	����	�� ��

�	� ������	��� ��	���� �������������� ������� ��� ������ ����

�����	� 0,05 �������	� ������� ����	��� � ������	�� ������� �����

������	� �� �	������� ������	��� �������� ������ ��������� �

	� �� !"!�#�

������� ���	
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� �# 
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 2 Ω ∈ �, Ø ∈ �8
.2 A ∈ � ⇒ A ∈ �8
"2 A ∈ �, B ∈ � ⇒ A

⋃
B ∈ �, A

⋂
B ∈ �8

,2 An ∈ � ��� n = 1, 2, 3, . . . ⇒
+∞⋃
n=1

An ∈ �,
+∞⋂
n=1

An ∈ ��
9������� � � 3��� ��%�
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���� ��%�
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Ω = ����������� ��$����� ω ∈ Ω = 3������
���� ��$�����
A
⋃

B = A + B,A
⋃
B = A · B� A = ��$����� ��������������� � A�

Ø = ����	������ ��$����� A
⋂
B = Ø ⇒ ������������ ��	��
��
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=
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P (Ai)�

#�  �
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� A1, A2, · · · , An, · · · ������� ������������ �� ��
	��!������� ����� P
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+∞∑
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Ai

)
=

+∞∑
i=1

P (Ai)�

$�  �
 ��	��
� A1, A2, · · · , An, · · · ��!
�� ���
A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · 
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An = Ø� ��% lim
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