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�� ����	�� �	������ ��
����
��������
	� ��� �	�� #����
�� ������� ����	
�� � �� ��������
	�
��� ������� 9���	�

B = {x | 1 < x < 2}
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������� ��������� � �����
������ ��

�������� ���	�
��� �
�� �
��� ������ ������� �� ������ �����
���	�
��� ������ 
�������
� �����	��� � ��� ��������

������� � ���������
�� ���� ��  ��
��
�� ������� ��
 ���!
	��� �����"� ����	��� �������� ��	�� ���	�
����� #��� ��!
 ����� �
� A ⊂ B  B ⊂ C, �� A �����	���
$ ��
��% B� � B
��
��% C &�
� '(� )  ���*�% �������" ������ �� �
� ' ����$�!
�� ���� 
���
��� ���������
� � ���+ ���%���$ ���	�
��,
A ⊂ B ⊂ C =⇒ A ⊂ C.

  A
B

C

���� �� ��������� ��	
��

����������� '�-	 ��������� �	
��	���� ������ ���� ���
�� �������� �� ������ �������	� ������ ��������� ���
�	�	����
�������� �.

#��� �� ����� ���	�
��� ���+������"� ���������"� �
��  �!

���

���� �����	

 ��� ��������


����������� '�.	 ������������ �������� � � � �	
��	����
��������� �� ��������� �
 ���� ���������� ������������ ����� 
��� � � �� � � �� !�� 
	����	���� �����"��� ���	
��# A∩B = C�

/��%
���+$  ���
����$ ���� ���	�
�� 
  ���*�% �������
������  ������� �� �
� 0� ��� ���	�
��� ) ������������


����� '�0	 $��� ��������� A ���% ������	� &'()* 	 ����� 
���� B ���% ������	� &+(,*� �� ���������� �������� A � B ���%
������	� &+()*�

)���
��� � ���+  ���
����$ ���	�
��  ������ ��� ������!
����
��,
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����
����
����
����
����

BA

���� �� ����������� ��	
���� A � B

�� A ∩B = B ∩ A �������	�
�������
�� A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C = A ∩B ∩ C �	��
	�
�������
�� A ⊂ B =⇒ A ∩ B = A�
�� A ∩ A = A�
�� A ∩ � = �.
����������� ���	 ������������ ��	
��� A � B ���������

��	
���	 C� �	��	���� �� ��� �������	� ��
��� �� �	�	���

��������
�� �	�� �� 	��	�� �� ������ ��	
��� ��� A� ��� B�

��� A � B 	��	������	� ��	 	�	��������� ��������� 	����	� A∪
B = C�

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����
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������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

A B

���� �� ���������� ��	
���� A � B

������	�
� �����
���
�  
�������	�
�� �
	 �	�� !"���	 ��
#
�����	 �	 �
� �$  �� ���%���� C �	&��
'��	���


����� ���	 !��� ��	
���	 A ���" 	����	� [1; 3]� ��	
���	

B ���" 	����	� [2; 5]� �	 A ∪ B ���" 	����	� B = [1; 5]�

(��"��	 ����	�

 �����
���
� ���%��� ��
����� ��� ���	�	#
������)

�� A ∪B = B ∪ A �������	�
�������
�� A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C = A ∪B ∪ C �	��
	�
�������
�� A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ��
��
���
�������



������ �� 	
������� ��������� � �����
������ ��

�� A ⊂ B ⇒ A ∪B = B�
�� A ∪ A = A�
�� A ∪ � = A�

����������� ���	 ��������	 
������ � � � ��������� 
���

����� �� ��������� �� ��� ���
����� ������������� 
�����

��� �� �� �� ������������� �� �������� � � � ������ ����� A\B
� ���������� !�����"�# �� ���� $�

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

A B

���� �� �������� 	��
����  � �

��	
��� ������� ����	��� �	 ����������� � A \B 
= B \ A�

����� ���	 %��� A = (1; 10), B = (3; 20), �� �\B = (1; 3]� �\�&

= [10; 20)�

���� �����	
� 	��	��� � ������	�����

�
 ����	� ���	
��� �� ���	� ���� ����� ���� ∀, ����!
��	��" ������
�� ��#����$  ���� ∃, ������	��" ������
�� ��#	!
��������� %���� ∀x ������	��&��� �'��(� x)$ &��� ��	* x)$ &���
�����(� x)$ &����	 �� � ���� x)� +��� ∀x > 0 ������	�� &��� ��	*
������	� ��* x)� +��� ∀x ∈ M ���	���� &��� ��	* x$ �
����	!
��#* ����	���� ,)�

�������	�	 ∃x ������	�� &��#	����	� ����	 *$ ��� . . .)$ &�� �
�"!
�	" �	
	 ��� ����(� x���)$ ���� ∃x > 0 ���	���� &��#	����	� ����	
������	� ��	 ���� x$ ������)$ ���� ∃x1, x2 ∈ M ������	�� &��#	!
����'� ���	 x1$ x2 - .�	�	��� ����	���� ,$ ��� . . .)�

/�� ����	 �	�����
���� �
�	��� ���� ����� ������⇒  ⇔�
+��� ��(�	���(� ��	������ A =⇒ B ������	�$ ��� 	�� �	
��

���	
��	�	 A$ �� �	
��  ���	
��	�	 B$ ��!	�� $ � A ��	��	� B�
+��� ��(�	���" 
������ ����⇐⇒ ������	�$ ��� � A ��	��	�

B  �����
��$ � B ��	��	� A�



�� ������ �	 
�������	 ��������� � ������������

���� �����	
�� ������ ∀ε > 0 ∃N ∀x > N =⇒ |f(x) − b| < ε
����
��� ��
�����	 ������	� ���� ������ ε ����
 � ���
����
� �
����
� ��� ��� ���� x, ����� N, ���
� ���������� �
���
�����
|f(x)− b| < ε!"

���� ������	
��� 
 	�������� �����
�

#���� �
��
	� 	�$
� ��� �%��	��������� � ���
� 
��� �������&

��� ������
 A� �� �
��� ���
�$�
��
 B" '��
	 ������� (�� ���	�)
�
��
	�) � � 
	����
��� �����
	 � ���
�

������� *"*�
A =⇒ B.

+�����
 A ����� ����
 ����� �
���!� ���
�$�
��
 B �������� ��&
��
 ����� ���!"

�	��
����� *",� A ���������	 
��������� ������� 
�	 ���

�������	 B� � ���� �����
�� B 	��	���	 ������
�� ������� 
�	

���������	 A�

-�� ����
�� ����
��� ��
�.��� ������) ����	����	 ��
�����
�����
�����
 ���
�$�
��
 �
 �� ������� 	��
	�����"

������� *"/� ���� ������� �
����� �� � ���� ���� �������

0�
� ������
 ����
��� ����������	 ������
	 ������� � �
���
&
�� ������" 1�������� ������
 ������ ����
��� �
�� ���	�	 ������&

	 �������" 2���	�)�
� ���
� �� (�� ������
 ����������	 ��� �����
����� �
���
� ��� ������3 4
���� �� �����
 �%��	�������� ��&
��������
 ������
 ����� ��� �
���
� ������3

5�������	 Ā ���
�$�
��
� ���������

�� � ����6���� ���
�&
$�
��� 78����
��� ��
 7!9" :��� �����
����� ���	�� �
��
	� *"*�
�� 	
����	 ��� ����������! �
��� 	�$�� ������� �����
�������
��
����
�� ���
�$�
���� ������
 ������
��� ������������$��� �
�������) �
��
	�!�

������� *";� B̄ =⇒ Ā�

-������
����� <	

	 A =⇒ B, ��$�� �������� ��� B̄ =⇒ Ā
2�
�����$�	 ��������
� B̄ =⇒ A� �� � �����
������ � �
��
	�) *"*
A =⇒ B" 2����
���
 ��������
��
 (B̄ =⇒ B) ��������
� �
��
	�"

7��������� 	�$�� �������� ��� 
��� �����
����� �
��
	� *";� ��
�
��� �
��
	� *"*� �"
" (�� ���
�$�
��� ����������"
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������� ��������� � �����
������ ��

��� ������	 
�� �����������	� � ��������� ����� ���������
���� ����� � �������� ��� �����	� �� �� �� ������ �

!�������� ���������"���� #���� ����������� �����������"�� ���
����� ��� ��������� �

$����� � ����% �������% 
�
 ����� ����������" ������������
���	������ ��������% �������% �

������� 
�&�
B =⇒ A.

'����� �������� ������� �� ������ ����������� ���� ����� ���
���� (��� �������� ��� ������	 
�� �������� ������������ ����� �
�������� ���" ������� �� �� ������ � ��������� �� ������

���� ��� �� ������� 
�& ����������� �� ������� ��� ��������� 
��)��� �� ��* �����	������ ������������" ������������ ���	������
�� �������������� ������� �

������� 
�+� Ā =⇒ B̄�

$�������� �� ������	 
�+ �	������ ������������" ������	 
�&�
���� #�� ����������� ��������"�	� ,������� ��� �� ����% ������	

�
 �� ��������"�� ������� ������������" ������������% ������	

�+�

!��������	� ����� ������ ��������"� ���������� ���� �����-�
.�% ����������% ������� /���� +0�

A =⇒ B !����� ������� B =⇒ A '������� ������
��

� �
B =⇒ A !�����������
��� � �������% �������

A =⇒ B !�����������
��� �������

���� �� ���������	 �
����

���� ����	
 � ����� ������ ���������� ����� ������� ���

����� � � �������� �����	���� � 	��������� �������� ��� 1�
(� �� ����� ����� ������" �� 1 � ����2���- � 3�

(��� �������� ��� ��� �������"��� ��������"�	%� �������� �����
)����	� � ���������	� �������� ����� ��� ������� ����% �� ������
����� ����� ��������� ���) �����)�
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���� �����	
�� N ��
������� ��	��

����������� ���	 ����� ����	�
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����� ����� 	�������� ��
� �������� ������ � 	
� ������� � ��  ��

���� !�	
���
� 	
� �������
7

3
	��������  ���� ����� " � �  �����#��

��� ��	�������� �����$%�� 
�������&
7

3
'"(

1

3
�

�
���� # ��%��� ����������$� 	������ 
������& 7 = 2 · 3 + 1�
) *��� 
������� + ��������� �������� , � ���������� " �  ���-
�����$ � � � �����#�� .������# ����� ����/� ��������0� 1��� �����
��# 
��� ���$� �� ���
��� ��� ������� ������� �� ��������� #�#�
��	
���
� 2 ������� �� ,� 1��� ����
������ ������ ����/�� ������
 �� ������� ����#� �� � � �� ���� .��� ����� �	
������0� �� ���
��������� 	
������ �
������ ������� ���$��� ����� "� ,� 3� +�
��� �,� �+� �4� ", � ���� 5$��� ����
������ ����� ����� ���� 	
���
�������  ��� 	
��������� 	
����� �����������-� !�	
���
 &
12 = 1 · 2 · 2 · 3, 18 = 1 · 2 · 3 · 3, 7 = 1 · 7 � ����

����������� ��4	 ���������� ����� ������ ���� �����

���������� ����� ��������� ���������� �� ������ ������ �� 

����� �� ��!��� �� ���


6�� �$��� ��� ����
������ ����� ����� ��-����� �������/��
��%�� #
������ 	��#���#� �� 	
��������� ����� ������� �� #�����
�� ��� �������

!������/�� ��%�� #
����� �" � �� 
��� ,2� 6�� ���� ����� ��-�
�� �������/�� ��%�� #
����� ��� ������ ����� 	�
�� ����� ������
���� �� 	
����� ���������� ����%��  
��������� ��
��� �����
� �� ����%��  
��������� 	�
���& 12 · 3 = 36�

����������� ���7	 ���������� ����� ��������� ���� �����

���������� ����� ��������� ���������� �� ������ �� ������ �� 

����� ��!��� �� ���


6�� �$��� ��� ����
������ ����� ����� ��-����� �������/�-
��%�- ��������� 	��#���#� �$��� �� ����� ����� ������� �� ����
�� �� 1��� � ��� ����
������ ����� ��� �
���� ��%�� ��������-
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�������
��� �
��� 	��������� ���
���� ����
 
 �
����� � �����
���� ���
�����  �
� �
�� 	��������� ��
	�! ���
���� ��� �����	�"�
�����������	
� ��	�	�! �����
	�! ����
 �# 	�$	� ��������
�% �
�
�� ������! 
 ������
�%& 0, 8 =

(
8
10

)
=
(
4
5

)
� '� ����� ���� ���	
�

�� ��$�� ��	�	�! ����%� 
 ���
��
����! 	���
	�
�
��%	��� (���
0, 5 = 0, 4(9)�

������� ���
��
����! �����
	�! ����
 � ������� ��)��	
� 	�
��
�����

������ *�+� �������� � ��	
 ������ 	���� �����

, � � � 	 
 �& ���
��
����� ����% -�.+/ ����	�
� �� x& -�.+/0x�
��"��� ������%�� 10 · x = 10 · 0, 666... = 6, 666..., ��"�� �����
�%� ��

10 · x = 6+ x. ,����  �� ����	�	
�� �������& 9 · x = 6⇔ x =
6

9
=

2

3
.

����	�
���� *�*1� �
�� ������ ����� ������
��� ��������


�
��
 ������ �
 ��
�����	��

 	����
 �
��� ����� ����� x ������!
��
��� [x] 

��
����� [3, 56] = 3; [0, 12] = 0; [−0, 12] = −1;
[
−13

4

]
= −4;

[5] = 5; [0] = 0�

����	�
���� *�*2� "����� ������ ����� ������
��� ��������
#
$	% ��#�# �����# � 
&� �
�� ������ "������ ����� ����� ���!
�����
��� {x} '�� ����&� #
���
 
	����� � ����	���� � ��
	
���(
0 � {x} < 1.

��
����� 3, 56 = 0, 56; 0, 12 = 0, 12;−0, 12 = 0, 883{
−13

4

}
=

3

4
; 5 = 0; 0 = 0�

���� �����	
�� J ������������ ��	��

����	�
���� *�*4� )������������# �����# ������
��� �
�*�!
�
���� �
�
���	��
�*�� 	
�������� 	���� 
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�����
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�	��%	�� 
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√
2�
√
3� 3
√
11� π� e


 ���� 5����
�� �� J ∩ Q = �� 6����
�	��%	�� 
��� 	��%�� �����
����
�% � �
�� ������! ����
� �"� ���$� 	������$	� 7���
���% ��
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 ���
���� �
������� �	����� ������ ���
����

√
2 = 1,41 ��������� ��
��
 �����

√
2 ≈ 1,41�

�������
 �
����
���� �
�
	�����
���� �	��� �		����������

����� ��	
�
��
 ��
 ����
����
������ ���
��!" �	���������!"�
�
�����!" �	��
�� ���!��
�!" �
�����!�� �	����#
����� �� �
�
������ � �� ���!��� $��	��
	� ���

√
2 ��#�� �������%

&<
√
2<'�

&�(<
√
2<&�)�

&�(&<
√
2<&�('�

. . .
* ��#
�
	�!" 	���
�" �	� ���
�
 �		���������!" ���
� �" 	��

��������!�� �	����#
����� �������� �� ��
" �!����
���" �	��
�� ���� ���� �����
� �
� 	
��
�� � 	
�����
� � ��
� ��	�+���
	
������

,�� �		���������!" ���
� ��#�� ��#
 ��	
�
��� �
�� � �	���
�� ����� �	��-� ��� x ∈ J⇒ {x} ∈ J�

����� �����	
�� R ��	
��
������ ��	��

����������� &�&.	 ��� �����	�
�	�� � �������	�
�	�� ��
�
�������� �	������� ���������
�	�� ���������		��� ���
�
R = Q ∪ J.

* ���#
��
 �
����
���!" ���
� ��
+�� �!������! ���#
��
�
�!�����
� ����#
��
� �
�
��
 ��
 �� ������ ����
�
��
 � � �� �/��
���
���� �
�
�� ����#�
����+� ������ ����
�
��
 ��	�� �
�-�
��� �
�
�� �� �	���
����+� ������

* ���#
��
 �
����
���!" ���
� �
�����#�� ����
�
��
 ��	��
�-��� �
�
�� �� �	���
����+� ������

����� ��	����� �	�

0��#
��� �
����
���!" ���
� ��#�� ��� �	��� +
��
	��
�
��� ��
	�	
��� � *!�
	
� �� �	���� ����#�
����
 ���	���
�
��
 �����!��
�� �	
������ ������ ���-� � 
������ ��������
1���� �	���� ���!��
�� �������� ��� � 2�#��� 
- ���
 ��#��
������� � ����
���
 
�����
���
 �
����
����
 ����� ��
���
 3�� ��	����% ����#�
����
 ����� x ����	�#�
�� ������ 	�����
��#
���� �� ��� �� 	�������� x � ���	���
��� �	
��� ��� 	��� .



�� ������ 	
 ��������
 �������� � ����������

������ �� O�	 ���
�������� � � ������ ������� ��� �
�� � ���� ��
O� �� ��������

 x �� O�

�
�� x ���������� �����
����� ��������������� ����
 �� �
� 
���� ��
� !� ���" �
�� #��$� #���� ��	 ������� ������%��� ��
�
����� ��
 ���$� � ��������

 �����
 ��� �
�� � � ��������

O 1 2 3-1-2

2 21 3 9 4

���� �� �������� ��	

��������� −1 > −2	

����� �����	
� ���������


��� ������� ��� �������������� ����� � � �� a < b� �� �����
���������� ��������� ��������� �������������� ������ ����������
�� ����� ����� �������  �������� ��������!�	

"����! #��$����% [a; b] = {x | a � x � b}�
&������� (a; b) = {x | a < x < b}	
' ���������� ����� ������������� (��!������� ���������)
(−∞; +∞) = {x ∈ R} , (a; +∞) = {x | x > a} , (−∞; b) = {x | x < b}	
*�����������	 [a; b) = {x | a � x < b} , (a; b] = {x | a < x � b}	
' ���������� ����� ������������� (��!������� �������������)
[a; +∞) = {x | x � a} , (−∞; b] = {x | x � b}	
+������� ��������!� ��(������ �� �������� ���� ����,� ���

�� $�������� ���!� ����������� ��������!�  ��� �!��-���� ����
���  ��(�������� ������� !���!�� #.��!���������/%	 �� ���	 0
��(����� ������������ #1234	

O 2 5

���� �� 
���������� �����

+������� ��������!� (���� �������� -������!�� ��� �����,��
��� ������	





�� ������ �	 
�������	 ��������� � ������������

����������� ����	 ���������	
 ��� ����	���� A � B �����

��	��� �������� �����	���� ��	������ � �	������	 ������
 �����

�	��� �����	���� �	�	�	���� C� �������� � ��� � ������ ���

����	� 	��� ��� ��	����� A � B ��������

������	
�� �	�� ��������� �������	�� �� �������	�� �����
�������

������	
�� ����������� ��� A&B� ��� A ∧B� ��� AB�
�����
� �������� ��� ��� �
�� !	�����	
��" � ��������� �

����#�
$ ���%&�� ���%��� 	�����	
��'

A&0 = 0; A&1 = A; A&A = A; A&Ā = 0;

A&B = B&A; (A&B)&C = A&(B&C)

$ �� �� �������	�( ��� �
�%' � �
���� )���&�% � �� ��*�
	�����	
�� )� ����%* � ������	
�� )���&�%*�

A Ā
+ �
� +

A B A ∨B
+ + +
+ � �
� + �
� � �

A B A , B
+ + +
+ � +
� + +
� � �

�����
� � �����
� - �����
� #

$ ������ ��	�� �� �������� ��������.�� ��������� �������
�	�� ��� �
��'

A&B ∨ A&C = A&(B ∨ C)
(A ∨B)&(A ∨ C) = A ∨B&C
A ∨B = A&B
A&B = A ∨ B
/�� 0� 1� ���� ����� ��	���2� �����2��� � ��������� ���

&� ����
� �������� �������( �������	�( ��� �
�%� 3�	�� ��
� ����� ����� ������� �����2��� �������� ��	���� 4�� � ����
� ������� ��������
�% ��� �������	��� �� �������� �������	��
��� �
�� ������	
�� � 	�����	
�� ����� ��������2 	�	 � 0������
� ��% ������	�+ � · )���	 ��������� ����� �� ����2*� 4�	����
�	 ���������� � ����� �����.����'

A ∨ A&B = A
4�	�����2���' A ∨ A&B = A+ A · B = A(1 +B) = A · 1 = A�
A&(A ∨ B) = A



��������	�
� ������ �� ��
��	��� ��

���������	
���� A&(A ∨B) = A(A+B) = AA+ AB = A+ AB =
= A(1 + B) = A · 1 = A

A ∨ A&B ∨ A&C&D = A
���������	
���� A∨A&B∨A&C&D = A+AB+ACD = A(1+B+

+ CD) = A · 1 = A
������
��� ��������� ����� ����������	 ��� � ������� ������

��� ��
������ 
������ (A∨B)&(C∨D) = A&C ∨A&D∨B&C ∨B&D�

��� � ������ ����
�� (A+ B)(C +D) = A · C +A ·D +B · C + B ·D
������ � � ����� ����	��	 
����	���� �����	���

A&B ∨ C&B ∨D&B ∨ A&B&C ∨ A&B&E ��� A = 1

! � " � � � �� #�����
����� ��������� � ����� ��������� �

��������� $����� AB + CB +DB +ABC +ABE = (AB + AB +
+ABE)+CB+DB = AB(1+C+E)+B(C+D) = AB+B(C+D) =
= B(A+ C +D) = B(1 + (C +D)) = B · 1 = B

������ �%� ����� ����	��	 
����	���� �����	��� A∨A&B∨
∨ C&D ∨ C&D&E ∨ A&F ��� C = 0

! � " � � � �� A+AB +CD +CDE +AF = (A · 1 +AB +AF ) +
+ C(D +DE) = A(1 + B + F ) + 0(D +DE) = A · 1 + 0 = A

������ �&� ����� ����	��	 
����	���� �����	���

A&B ∨ A&B&C ∨ A&B&D ∨B&D ∨B&E&F ��� D = 1

! � " � � � �� AB+ABC+ABD+BD+BEF = AB(1+C+D)+
+BD+BEF = AB +B(D+EF ) = AB +B(1 +EF ) = AB +B = B

��������	�
� ������ �� ��
��	���

#�� ��"���� �������� ������� ��������
���� ������� �
���	���

��
� �������� 
������ "���� � �������� ���'�� � #��������� ���

���� ���������� ��� ��"���� �������
�� ���(
�������
� ���������

�)*�+

������ ��� ���� A = [−3; 5], B = (−5; 7), C = [1; 2]� ������	
����	���� A0 = (A ∩B) ∪ (B ∩ C).

! � " � � � �� ��� ��,������� �����	���� �����'�� ��� ��
���

���� ������������ �, ������ ���������	 �� ��
����, �
�,� ��
���

�������, ���� ��� ������ 
 
����
������� ������� � ����������

��
"����� -
�� �
,����� ���������� . � / ��"���,����	� �� �,

����
������� ����� �����
��� ������ ��"���,������, �� ������ ��



�� ������	
���
 �����
 �� ����
����

���� ����� 	
� � � ������������ � ��������� ������ ������������
��� �� �� ����� �� ���� ����� �
�

            -3 5

 -5

5-3

7

A

B

A UB

���� �� ��������	� 
�������	� [−3; 5] ∩ (−5; 7)

��� �!�� "��� #�������� #����������� �� #��!��� A∩B,B ∩C
�� ������$� (A ∩B) ∪ (B ∩ C) ����� 	� %&� %%
�

'����( A0 = [−3; 5].

A

B

A U B

-3         5

 -5                                      7

-5 7

���� �� ��������	� �����	���	� [−3; 5] ∪ (−5; 7)

1 2

 -5 7

1 2

B

C

B CU

���� ��� ��������	� 
�������	� (−5; 7) ∩ [1; 2]



��������	�
� ������ �� ��
��	��� ��

-3 5

-3 5

1 2

UA

UB

(A U

B

C

B)U(B U

C)

���� ��� ������� ������	 
�


������ ���� ������� �	�
���� 
��������

A0 = {x | (2− 3x)(x+ 4)(x− 2) > 0}.
� � � � � � �	 
�������� (2 − 3x)(x + 4)(x − 2) > 0 ����� ���

����� ��������� ��� ���� ������� �� ������� ��� �������� x� ���
������ ���� ����� ��������� �!��"�����  ����	 x1 =

2
3
� x2 = −4�

x3 = 2� #���� ��$

-4 2

+ +- -

2
3

���� ��� ������� ������	 
��

%��� &�� �������� �� ����������� ���������� ��&���� �����
������"�� ����� '�������(�

)���� ���*����  ���+ ����� ��������� ���������� �������
���  ���� �� ������ �������� �� ��*���� ��������� �� �������
�� ���*���� R ���!����� ������� x1, x2, x3� ,������ ���� ���+
�� ��������� �� ������ ���*����  ���+ ����� ��������� ���
��*�������� -�� ���*���� ������� ��������

,���	A0 = (−∞;−4) ∪ (2
3
; 2)�

������ ��.� ������� �����������������
 ������
 
����

����

A0 � 
������ ���� ������	���� ����	� 
������ � �	� �	��

��� � !

� � � � � � �	 / ������ ���!���������!� ����������� ����� !��
�� ������ 0 ��� !����� �1� ���� ������� ���*���� ���� �!2��������



�� ������	
���
 �����
 �� ����
����

���� ������	
��� ���	
���� ����������� ���
�� �
����� � � �����
��� ���

���
� A0 = {x|x < 5, x ∈ N} ∪ {x|x > 10, x ∈ N}.
������ ���� ������ ������� 	�
���	���{

(x− 3)(x+ 2) < 0,
(5− 2x)(x+ 1) > 0.

� 
 � 
 � � 
 �
�
��
 ����
�� �
���
���� 
��� �
�
�
�
��
 ����
	
��� �
�
�� !�	��"� �# ����$%�� � ����
�� �
���
����� &����"���
�� ����� !�! '�� �
������ ��� �
�
��� ����
�� ��(� �
��� !�	��

�# �
���
���� ����
�� �
����� ���
������ � �� �
� �� �
�
�
�
��

)��� �*+�

-2 3

-1 2,5

-1 2,5

- ++

+- -
(5-2x)(x+1)>0

(5-2x)(x+1)>0{

(x-3)(x+2)<0

(x-3)(x+2)<0

���� ��� ������� ������	 
��

���
� x ∈ (−1; 2, 5)�
������ ���� ������ �������	���� ������ 	�
���	���⎡⎢⎢⎣
{

x3 − 5x2 + 6x > 0,
(x2 − 1)(x2 + 7) < 0,{
x3 − x2 + x− 1 < 0,
x2 + x− 2 < 0.

� 
 � 
 � � 
 �
�
��
 ����!������� ����
� �
���
���� 
��� ��,�

���
��
 �
�
�� !�	�� ����
��� ����$%
 � ����!�������� -�$ �
�
�
��$ ��#��	�� !�	�� ���"���
� � ����#�
�
��
 � ����%�. !���
�
 ⎡⎢⎢⎣
{

x3 − 5x2 + 6x > 0,
(x2 − 1)(x2 + 7) < 0,{
x3 − x2 + x− 1 < 0,
x2 + x− 2 < 0.

⇐⇒

⎡⎢⎢⎣
{

x(x− 2)(x− 3) > 0,
(x+ 1)(x− 1)(x2 + 7) < 0,{
(x− 1)(x2 + 1) < 0,
(x+ 2)(x− 1) < 0.





�� ������	
���
 �����
 �� ����
����

������ ������� 	�
���	��� �
�����		�� � �
���
�� ��� � �����

������ ����

{
x2 − 6x+ 15 > 0,
x2 − 4x+ 3 > 0.

������ �����

{
x2 − 4x− 8 > 0,
x2 − 8 < 0.

������ �����

{
(x− 3)(2− x) � 0,
4x2 + 12x+ 11 � 0.

������ �����

{
8− x2 � 0,
x+ 2 > 8− x2.

������ �����

⎧⎨⎩
x+ 5 � 0,
1− x > 0,

x+ 5 < (1− x)2.

������ �������	���� ������ 	�
���	��� �
�����		�� � �
���
��

���� � �����

������ �����

⎡⎢⎢⎣
{ −x2 + 6x− 5 > (8− 2x)2,

8− 2x � 0,{
1 � x � 5,
8− 2x < 0.

������ �����

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
⎧⎨⎩ x2 > 1,

2 + x < x2,
2 + x > 0,{
0 < x2 < 1,
x2 < 2 + x.

������ �����

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
{

x− 3 � 0,
x− 3

x2 − 5x+ 6
� 2,{

x− 3 < 0,
3− x

x2 − 5x+ 6
> 1.

������ �����

⎡⎢⎢⎣
{

7− x � 0,
5x+ 1 � (7− x)2,{
5x+ 1 � 0,
7− x < 0.



��������	�
� ������ �� ��
��	��� ��

������ �����

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎨⎪⎩
x > 1,

2x+
2

5
5(1− x)

> 1,⎧⎪⎨⎪⎩
0 < x < 1,

0 <
2x+

2

5
5(1− x)

< 1.

������ ����� ��������	 
� �����	 �
����	�� �����
�� 90; �� 120; �� 48; �� 54.

������ ����� ������	 
���	
��		 ���		 ����
�	 � 
���������
����� �	���	�� ��	��
�� 90 � 120; �� 48 � 54.

������ ����� ������	 �	��� ���� � ������ �� �	�	
� ��	��

��
17

3
! ��

22

5
! ��

6

2
! ��

2

3
"

������ ����� #�	������	 � ���	 �	 ���
�� ������

�� − 4

25
! ��

2

9
! �� −17

16
! �� 2

4

11
"

������ ����� #�	������	 � ���	 ����
��	

�� ������
�� 2,04; �� −3,12; �� 5,(3); �� 1,2(3).

������ ����� $������	 �	� ������ ������� �����
�� 0,(2) + 0,(3)%
�� 0,(2)− 0,(37),

��

(
2

3
+ 0,(3)

)
: 0,25

0,12(3) : 0,0925
+ 12,5 · 0,32"
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��"# ����$ ���
���� ��������  ������� %��������� ��
��&# '$��!
 ���� � �������# ����$ ��� ���� � ���������
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��������	
 �����	 �������������� ���	� �������� ����
� �	 ��
���� �	 ��������� � ������	������ �	����
�� �����
����
 ����	�� ������	���	�� ������	�� ���
���� ������
�	���

���� �����	
�� �������� ����
��
������� �����

�����������  �!	 ���������	 
������	 ��� ������� ��	��
��

�������� ���� x ����
����� ���� ��� ����� ���� x � 0� � ���� −x�
���� x < 0�

|x| =
{

x, ��� x � 0,
−x, ��� x < 0.

" �!#

$	�����% |2| = 2, ���� 2 > 0, | − 3| = −(−3) = 3, ���� − 3 < 0�
|x2 + 4| = x2 + 4� �	� �	� x2 + 4 > 0 �� ���& x ∈ R� |0| = 0�

|x− 3| =
{

x− 3, ��� x− 3 � 0,
−(x− 3), ��� x− 3 < 0;

|a + 5| =
{

a+ 5, ��� a+ 5 � 0,
−(a+ 5), ��� a+ 5 < 0.

'����� ������������� ���	 x �	��� �	����
�� �	 ������� ��
�� ���� x �� �	�	�	 ������	��

�	����
�� ����� ����
 ����	� �	 �� � ������	�	� x1  x2

���	�	���
 (�������%
d = |x2 − x1|. " � #

������ )�� (������ ��
 ����	
� ����	 x2 � x1 � 0 "��� !*#�
+ )��� ����	� OM1 = x1� OM2 = x2  d = M1M2 = OM2 −OM1 =

= x2 − x1 = |x2 − x1|�

O M1 M2

x2 x1

O M M1 2

x x1 2

���� ��� ���������	 
	�� �����
� �� ���

,�� x1 > x2 � 0 "��� !*#� �� d = M1M2 = OM2 − OM1 =
= x1 − x2 = −(x2 − x1) = |x2 − x1|� �	� �	� x2 − x1 < 0�



������ �� 	�
��� ��������� ��

��� ������	
� ������ ���������	�� �1 � �2 ������� �����
�
������ �	�����	��

������ ���� ��� ������ a 	 R > 0 
���	�� �� �	��
�
� 
�	

��
����
 M = {x||x− a| < R} .
� �  � 	 � �! " ������������ � �������# ��� �	������� M ����

�	������� ���� ������# ���$ �������	�� �� �����
� �� ��		�# ���
�� ��	� � R$ ���� �	������ � %�	���� � a � ���	�# 2R!

M = {x||x− a| < R} = {x|x ∈ (a− R; a+ R)} =
= {x|a− R < x < a+R}�
&����! ��� ���� �'�

aa-R a+R

���� ��� {x||x − a| < R}

(������� ���#���� ������ ��#��������	��� ����$ �����
� �
���
��)� �� ��������	�� ������ � ���#��� ������������� �����%�#�

�* |x| � 0, +* |x| = | − x|,
�* |x · y| = |x| · |y|, '* |x| � a⇔ −a � x � a ��� ∀a > 0,

,*

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y| , -* |x+ y| � |x|+ |y|,
.* |xα| = |x|α ���� ∃xα, /* |x− y| � |x| − |y|.
0������$ �� �� ���#��� ������ � ���� �����$ �� ����������

���# ����	� �������	
# 	�����%�����	$ �������$ �� ����	� ��������
	
# �� ���	��� �������� 	��������� �
����	�� a ����	 �����) 1����
�
����	��! √

a2 = |a|. 2��,*

3��$ 	�������$
√
524+5

√
(−3)2 = 3(� 	�− 3)5√

(x+ 5)24|x+ 5|�
6	�����	�� �����	�� ����������� ��� �)7�� �����8�	�� �����

������ ���	� � �����	� �������		��� �
����	�� 	� 9�	�� ����!

2k
√
a2n = k

√
|a|n ∀k, n ∈ N. 2��.*

:�������! 4
√
(x− 3)6 =

√|x− 3|3�
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��� ��������� ��

�� ����������� ������	�
����� 
 ��� � ���
�� x � y �������������
��� ��� Ox ��������� ���� �������� ��� Oy � ���� ��	����� ���
� O
� ������� 
���	�����
�������� ��� ������ �������������� ��� �������� ���� �������

� ������������� ���� �������� ����������� �������� � �����
����
��� ��� �������� ���� ��	���� � ������������� ���� �������� ���
��������� ������ 
�
 �� ���� !"� ��� Ox � Oy 	��� 
���	�������
����
���� �� ������ �������� #�� ������ 
��	�����$% � &�' x > 0,
y > 0� �� &&�' x < 0, y > 0� � &&&�' x < 0, y < 0� � &(�' x > 0, y <
0� ������ M(1; 2) ��	�� ��������� ��� ���
� M ����� �������� ! �
��	����� )�

���� ������	
� ���
 � �������	����

* 	�
������' ������� 
���	���� ���� ���� ���
� � ������������
����	����� ���� �������� ��	�	�� � ������������ ��� �������
������	�
������ �������� ��� Ox, Oy, Oz, ����+�� ��+�� ������
O #�����	��+�� � ���
�' �� ����������$� ��� ������� 
���	�����
���� ����% Ox � ��� �������� Oy � ��� ��	����� Oz � ��� �����
���
,���	������� ������������ ��������� Oxyz.
-���������� ���
�M ������������ Oxyz ����� ��� 
���	�����%


���	����� x � �. ����
�� �� ��� Ox #����������� ����
����� ������
	+�' ����� ���
� M ������	�
����� ��� Ox� � /��' ����$� 
���	��
���� y � �. ����
�� �� ��� Oy � 
���	����� z � �. ����
�� �� ���
Oz #���� !0$� 1���	������ ���'
� ����� #x; y; z$ ��������� �����
��������� ��� 	�
�������� 
���	������� ���
� M � �������������
�����	��� �� 	� ���
��� � ������������Oxyz � ����	��������

���'
��� ����� ��+������� ���������	��������� ������������� ,����
	����� x, y, z ��������� ���������� ��� � ��������� ��	����� �
�����
��� ��������������� ,���� 
���	������� ���' �� �� ��������
���� ��
 � ��� ������� ������	�
������ 
���	������� ����
����
Oxy� Oyz� Ozx� �����	+�� ����� ���� �����	����� � ������������
2� ��	�� �������� ����������� 
���	������� ��� 
�
 ��
����� ��
���� !0� ,���	������� ����
���� 	��� ������������ �� 0 �
������% �
&�� x > 0� y > 0� z > 0� �� &&�� x < 0� y > 0� z > 0� � &&&�� x < 0� y < 0�
z > 0� � &(�� x > 0� y < 0� z > 0� � (�� x > 0� y > 0� z < 0� � (&��
x < 0� y > 0� z < 0� � (&&�� x < 0� y < 0� z < 0� � (&&&�� x > 0� y < 0�



�� ������ 	
 ������ ��������

z < 0� ������ M(−1;−2;−3) �	
�� �������� �� ���� M ����� ����
����	 −1� �
����	 −2� ��������	 −3 � ���������� ���
��������
� ��� �������

x

x

yy

z

z

O

M

���� ��� �����������	 
����������� Oxyz

���� ������	
�� ���� ���	 ������

���
�� ��������� d ���
	 ������ M1(x1; y1; z1) � M2(x2; y2; z2)
� ������������ ������ ����	 ���!� �������������
� 
�� ���
��" ���  �������� ����� M1M2� � �  ������� ����������!��
��
�����!� �������� #���� $%&� �� ������� �������� �����!
�	��� ����������� ���
��� '��! ��	���(

M1M
2
2 = M1N

2 +M1P
2 +M1Q

2.

)���������� ���! ����� M1N, M1P, M1Q �� �� Ox, Oy, Oz�
��	��� �� *��+ ��+ ������ M ′

1N
′, M ′′

1P
′, M ′′′

1 Q′ � � ����������
� ,��	�� #-�-&( M1N = M ′

1N
′ = |x2 − x1|; M1P = M ′′

1P
′ = |y2 − y1|;

M1Q = M ′′′
1 Q′ = |z2 − z1|.
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PM

M

M

M

P

2

x

y

z

N

Q

M Q
N

1

1

1
1

���� ��� ���������	 
	�� ��
� �����
� � �����������	

��������� 	�� �
������ � ���
����� �������� ��������

M1M
2
2 = |x2 − x1|2 + |y2 − y1|2 + |z2 − z1|2,

����

d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. �����

������ ������� ��������  !�������� ����������"� ��� ���!�#
M1M2 ���������� ����	
���� ����������	 ���������	 �����	��

���� ��� ������ ��	������������� ���� ����� M1(x1; y1) � M2(x2; y2)
����� � ��������� Oxy� �� ���	��� �� ���������� 	��� ���	�
�����	� �����	��� ���

d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. ��� �

������ ���� ����� ������	
�� d1 ���� �������

M1(−1;−2;−3; ) �M2(0;−2; 5)� ������	
�� d2 ���� �������M3(2; 3)
� M4(−1; 0) � ������	
�� d3 ���� 
������ ������
�� O � ������

M5(−2; 1; 3)�





������ �� 	�
��� ��������� ��

������ ���� ���� ����	M1(2;−3) 	M2(−1; 2)
 ����	 ����	���
�� ����	 M(x; y)� ������� ������ M1M2 � �������		
M1M

MM2

= λ = 5


� � � � � � �	 
� ������� ����� x =
2 + 5 · (−1)

6
= −1

2
�

y =
−3 + 5 · 2

6
=

7

6
�

���� ��������	
�� ���
�� ���� ������
��

� �������� ������� ��������� ���� ������ ������� ��! � �
������� �������� �� ��������� � ����! �����"#�" $�����	 $���
��������� �����  ����% ������� ��������� ��%�� �& ���������  
��'�% �������� (�� ������ ��$� �"��� �������� ���)�$� �*
��� ���������

+� )���� �������'��!� ��� �)� ������� , ������ � �����*
�'��!����� ���&� ������&���� ��� -��� ������ �������!�� � ���*
���� � ���� ����� � �� ��.��% �$ ���%  �)��� ���� � �� .� ���*
���)��� �����/�� 0� ��� �1 �$�)�.��� � � ����� ������� Oxy �
O1XY � 2������ O1XY ��.�� )��! �������� �������!��� �����*
��� ���% Ox � Oy�

M

Y

N

P

X

xA

O

O

y

1

���� ��� �����������	 
������ ���	 ��������

3��� ���� ��$� ��! ��������� �����  ������� Oxy ������� �
 ������� O1XY , �� ���� 
���! x0, y0 , ��������� �� �'� ������



�� ������ 	
 ������ ��������

O1 � ������ ����	
	� ��	������
� ��� ����������� ��������� �����
M �� ��������� �
		� �����	 ��������� x � y � ����	 ���������
X � Y � ���		
 ���
���� ���������	 �����	 ��������� �����
M �	�	� ����	� ���	����� ����	 ������ O1 � ����� M �� ��� Ox� �
����	 �����M �� ��� O1X� ������
 �����	����	��� ����� A, P � N �
 �	����� O1N = AP � !� O1N = |X|, AP = |x− x0|� ��� ���

|X| = |x− x0|,
��	� ����� �������� X � �������� x − x0 ����� �� 
����� !	�����
��
	����� ��� � ����� "��# �	����� ��������� � ��
�
 	�	� 	���
N �	��� ����		 O1� �� P ��������	�� ����		 A� � ��	 �	������ X
� (x − x0) �������	����� $��� �	 N ��#����� �	�		 O1� �� P % �	&
�		 A �� ��	����	����� X � (x− x0) �������	����� � ����# ������#
X = x− x0� ����� x = X + x0� '����(���� ������	��� ���
��� ��
������ ������� y� )���
 ������
� 
� �������� ��	����	 ���
�&
�� ��	����������� �������� *������	����(� �	�	���� ��	�+,

x = X + x0, y = Y + y0. *-�.+

������ -�/� ���� ����� M(2;−1) � 	
	���� Oxy ����
 �� ���

��� �����
���� X 
 Y ��
 ������������ ������	� �	��� �	�
 �����

������ � 	����� 	
	���� 
���� �����
���� −1 
 3

0 	 1 	 � � 	, �� ���
���
 *-�.+ ������
 2 = X − 1, −1 = Y +3�
����� X = 3, Y = −4�

���� �����	
� �����	��


!���� � 	�������
� ���������
� �� ��������� �����	�������
�������	 ���������� � ������# �����	��	 ����� M �� ���������
���2��� *���� -3+ �������
 �(��
 ϕ � �������
 ������
 r� ��&
����	
�
� �������
� ���������
� ����� M : M(r;ϕ)� ����� ��
��������� ����� �������� ��� l� !����	
 	2 �������� ����� � 	2 ��&
���� 4 ����� O % ������
� ����		
 �	�	� ����� M � ����� ��� l1�
������ ������� ������	� � O *���� -3+� � �������	����	 �������	&
��	 �� O � M � �������� �(�� ϕ % "�� �(�� 
	�� �������� ���� l �
���� l1� ���������	
�� �� �����
 5+6 ������ ������� ���	��� � ��
�����
 5−6 �� ������� ���	��	� �������� ����� r % "�� ���������	
�� O � ����� M �� ��� l1(r � 0)� $��� ����	��	 �������(� �(�� ϕ
�(�������� ���
	�����
 −π � ϕ < π� �� 
	�� �����
� ��������� �



������ �� 	�
��� ��������� ��

���������		
�� ���� �����	
� ������	� (r;ϕ) ����� ���������
��� ����	����	��	�	�� �������������

r

l
M

l

1

ϕO

���� ��� �������� 	���
����

������ ���� ��������� � 	�
���� ������� ��������� �����

M1(3;
π

6
); M2(3;

π

2
); M3(4; π); M4(3; 0)�

� � � � 	 � �� ����� M1, M2, M3, M4, ������	
 	 ���� ���

M 3

M 2
M 1

M 4

π/6
x

y

���� ��� ������� ������� ���

 
����� !�����
" ����
�#��� �������
 � �����	
� �������
	�
 ����� 	 ���������" ��� ��$� ������%�� �����	�# ��� l, ����
��#��# � ���# Ox"  ���#� O & � 	���� ������	� O '���� �()�

*� � OMM ′ 	������ cosϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
" r2 = x2 + y2, ����� :{

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.
'��+)⎧⎨⎩r =

√
x2 + y2,

tgϕ =
y

x
.

'��,-)
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M

r

x
x

y

O

y

ϕ
M

���� ��� ����� ���	
���� � ����
�� ���
���	�

����� ����	
��	� ������ ������ ������ ����	 ����������� ���
� ��� �������!���� 	���� M �� �������	�� "������ ����� �� 	
#��������	
 �����	���$ ��������	 (x; y) �	 �������$ (r;ϕ)� � ��%
���� ������ & �������	� ' ��������( ������ ������ �# ���$ #����%
��( ���� ϕ� ���	��	�	�� )�$ ��(�����( �������� tgϕ� �������	��
	� (−π � ϕ < π)� ��� ��	���� ������	���� 	�� ������� ������

ϕ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg
y

x
��� x > 0,

π + arctg
y

x
��� x < 0,

π

2
��� y > 0, x = 0,

−π

2
��� y < 0, x = 0.

������

������ ��*� ����� ���	
�� ���
������ ����� M � ���
���

���� ���
�������� x = 2, y = −2�
+ � , � � � �- .� ������� ������ ��$���� - r =

√
22 + (−2)2 =

= 2
√
2, tgϕ = −1� .� ������ ������ ϕ = arctg(−1) = −π

4
�

/	��	- M
(
2
√
2;−π

4

)
�

���� ������� �	
� ��������

.��	
 �� �������	� #����� ��� ���	��� ��������	� ��� )�� ��%
)�� ������ O- ���	��� Oxy ��	����� � ���	��� OXY �������� ��	����
�������� ������	�� �	���( ���	��� �� ���� α� 0	� #����	� �	� ����

(Ox̂;OX) = α ����� �1� �� �������	��
��� ���� (Oŷ;OY ) = α� 2�(���
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�������� 	��
�
��� ��
��� �������
�� x � y �����	������ �����
M ��������� ����� �� ��	�� �������
�� X � Y �

r

ϕ

Y

y

M
X

x
P

NO
α

���� ��� ������� ���� 	���
���

�	���� �������� �������
��� ��
��� � � �������� ����� ��	�
 
�
��� � ���� Ox� � ��	�� � � �������� ���� OX� !���� ����
 M 	
��	�� �������� ������� ����� �������� �"�� ϕ � �������� �
����
r� � ��
��� �������� ������� �������� �"�� ����� M �
	�� α+ ϕ� 

�������� �
���� �
��� ��� �
� � 	 ��	�� �������� !�#���� �� ��� 
���
� $%�&' ������

x = r cos(α + ϕ), y = r sin(α + ϕ).

(�������� ���"�������������� �������	
 ��� �������
 � �����
 ��� 
�� �	�) �"��	� ��������

x = r(cosα cosϕ− sinα sinϕ) = (r cosϕ) cosα− (r sinϕ) sinα;

y = r(sinα cosϕ+ cosα sinϕ) = (r cosϕ) sinα + (r sinϕ) cosα.

*� r cosϕ = X � r sinϕ = Y � ��#����

x = X cosα− Y sinα, y = X sinα + Y cosα. $%�+%'

,������ $%�+%' �
��	
���� ������
�� ��	����
 ����� ���
��	 �� 
���
 X � Y � �������

X = x cosα+ y sinα, Y = −x sinα + y cosα. $%�+-'

������ %�.� �������� 	����
 ��������� ����� x � y �
�
� 
�

����
 ��������� X � Y ��� �������
 �	
� �� ���� α = π/4�

/ � 0 � � � �� 1
� �
� cos(π/4) =
√
2/2� sin(−π/4) = −√2/2� �� ��

������
� $%�+%' ��������

x = X

√
2

2
+ Y

√
2

2
, y = −X

√
2

2
+ Y

√
2

2
,



�� ������	
���
 �����
 �� ����
�� ���������

���

x =

√
2

2
(Y +X), y =

√
2

2
(Y −X).

��������	�
� ������ �� ��	���� �

������

� ���� �	
�������� �
����� �
 �����
��� �
�	�
�
 ����� � �
� 	��� �	��	� � ��������� 
 �
�� �
 �	��	
���
�� ���	���
��

������ ���� �������� � �	
	�� ����� 
	���� ����������	

−3 < x < 3�

�  �  � �  !	
������ −3 < x < 3 �
 �����
��� �������
 "
������ ��������#��$� ����
 %����� & 	
������#�� �	
������
|x| < 3�

'��� −3 < x < 3⇔ |x| < 3�

������ ���� ������ ����������	 |x− 1| < 5�

�  �  � �  !	
������ ����� 	���# � ����(#) �������
 "
������ ��������#��$� ����
 %����� �&� ���
�� ���# ������	
���
�����#���
�# ��	���� ������ 

|x− 1| =
{

x− 1, ��� x− 1 � 0,
−(x− 1), ��� x− 1 < 0.

*�+���� �	
������ 	
������#�� ������������ ���+ ����� 

|x− 1| < 5⇐⇒
⎡⎣ {x−1�0,

x−1<5,{
x−1<0,

−(x−1)<5,

⇐⇒
[ {

x�1,
x<6,{
x<1,
x>−4.

���� ������� ������������ �	���
���� �
 	��� �,� -���.
� ������#� ��� 	��� ������ �	
����� �����
��� �
� �	.
���� ������� 	���� �
���$�� 
 	��� ������������ �����
%�	
�����& �����
��� �
� ��/����� ������� 	���� �
�����

0�� 	���� ���$� �	��	
 ����� �
�� ������#���
�#�� 	�.
��� �	��	
 ��� ����� ��

'��� x ∈ (−4; 6).



��������	�
� ������ �� ��	���� �

������ ��

1 6

-4 1

-4 6

���� ��� ������� ������	 
�


����������	
��� �����

������ ���� �������� � �	
	�� ����� 
	���� �������� �����
��������
��−4 < x < 4�
��−7 � x � 7�
��−4 < x+ 1 < 4�
��−5 < x < 3�
��−3 � x � 5�
��−8 � x− 1 � 4�

������ ���� ������ ������������
��|x+ 3| � 2� ��|x| < x+ 1�
��|x2 − 5| > 2� ��|x2 − 2x− 3| > x2 − 2x− 3�
��|x2 − 12x| > x2 − 12x� ��|x+ 2|+ |x + 4| � 10�

��| x

x+ 1
| > x

x+ 1
�

������ ���� ������ ����������
��|2x+ 3| = x2 

��|x− 1

x+ 1
| = x− 1

x+ 1
�

��|x2 − 5x+ 6| = x2 − 5x+ 6�

��| sin 2x| = 1

2
�

��| cosx| = 1

2
�

���	
� �
	 �	���� ������� ������	� ����������
�� �	�
��

������	� 	 �������
�� � ���
��
�
�		 � ��������	�� ������� ���

������	� �������
�� � �	�
��� ��� ��� ����	
� ����
������! �



�� �������	
��	 �����	 �� ��
�	�� ��������

���� ������ ��	
����� �	������ ��� ��	
����� 
��	 ��� ���	
�����


� ��� 
��� ��	������ x

������ ��� ������� �	
�� �		������ X� Y �	��� M(x, y) ��
���������	� ����	�� 	��� � �	��������� �	
		�	� �� ��	� α� ���
�� �	
	� �����	 
 ���	� ������� ����� �		������ x0� y0.

�� x = 0, y = 0, x0 = 1, y0 = 2, α =
π

6
;

�� x = 1, y = 1, x0 = −1, y0 = 1, α = −π

4
;


� x = 1, y = 1, x0 = −1, y0 = −1, α =
π

2
.

�� ������ ��	�	 ����� �	����	
������	 ���	�� ���� !	�
���� "#$%��"#$&'� ���(�� $

������ ��� ������� �	�)��� �		������ �	��� P � �����	�

��� �		�������� x� y*

�� x = 1 y = 1;
�� x = −3 y = 3;

� x = −2 y = −2.
������ ��� ������� �����	
�� �		������ �	��� M � �	�)�

���� �		�������� r� ϕ*

�� r = 2 ϕ =
π

4
; �� r = 3 ϕ = −π

6
;


� r = 4 ϕ = −π

2
; �� r = 1 ϕ = π.



������ �� 	
������ ������� ������� ��

����� ��

������� ����	 
�������	

������ ��	
������ ������� �������

���	
�� ������� �������� ������� ������	� ��
��� ���
!

��� ��"��������� �������� #�"�
��� ��������

���� �����	
 �	����� �����		

����������� $�%	 ����� ���	 �
� ������
� �����
������	�

����� X � Y � �����
�� �������� y = f(x) ���	
����� ���
���� ��

�������� ������ ����� x ∈ X ���
���� 
 ����
����
�� �����

��
����� ����� y ∈ Y � ���������� x ���	
��� ����
������ �����

������ ��� �� �������� ���������� y ! ��
������ ���������� ���

���������

����������� $�&	 "#������ ����������� ������� D(f) ���	�


����� ������
� x ∈ X� ��� ���� � $������� ������ � ������

y = f(x)� %�����
� �������� y ∈ Y � ��� ���� � �� �����	�

��&���
��� ����� x ∈ D(f)� ��� y = f(x) ���	
����� �#������

��������� ��� ������
�� �������� ������� E(f)�

'�"	�� � ���������	(� ������� y = f(x) �����)��*
�	 � �"�+�� 

� ��
���
� y = y(x)� ,������ ������� ��	 �����"������+� ����!

��	 �"+�(��
� x0 ����( �������
) y0 = f(x0) ��� y0 = y(x0)� ��(�

������	 �� �"+�(��
 � ������� (�+�
 ��
) ��������� � �"�+�(�

�����(� ���"�(�"- V = F (u)�
.��� ��"�(����� x � y "���(�
"���
) ��� ����"
��� ���"����
�


��� �� �������
� 
� +"�����( ������� ������� y = f(x) ������!

�
�	 (��/��
�� 
��� ���"����
��� �������
� Oxy � ���"����
�(�

(x; f(x))�
#������(� �������(� ������	 ������� 	��	*
�	 ������������� 

 ���������� � ��#����	��

�"� �����
�����( ������� ������	 �����
�	 ���"���
��( ��"!

(��� �"� 0
�( ��� (�/�
 ��
) ������ � ����"
���1 � ���	"��1 ��!

�"����
�1 � 	���( � ��	���( ���� � ��"�(�
"�����( �����



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

���� � ����	
	��� ��
�
����
� ��	����� �	��
	�
 ��	���� y
�����
	� � ��	�� ���
 ����������	� � �
��� ����� ����	
	���� ��
�������� ��� ��	���� ����	� � ��	�� ���
�

y = f(x). � !"�

������  !"� y = 2x+ 1.

#�		�� ��	����� ����		�� � ��	�� ���
� ������� �
������
�$%
	��� ����� x ∈ R ������ � �����
�����
 
��	���
		�
 �
������
�$	�

����� y� ��� ����
	�� �������� 	
�&'����� �	��
	�
 x ��	����$ 	�
( � � �
���$���� ��&����$ "!

)&����$ ��
�
�
	�� ��		�� ��	���� D(f) = (−∞; +∞)� �&����$
���
	
	�� E(f) = (−∞; +∞)!

���� � ����	
	��� ��
�
����
� ��	����� �	��
	�
 ��	���� y
	
 �����
	� � ��	�� ���
 �	
 ���������	� � �
��� ����� ����	
	����
�� �������� ��� ��	���� ����	� � 	
��	�� ���
 ����	
	�
� �����

F (x, y) = 0. � !(�

*�� ����		�� ��	���� ��� ��������� 	������� ������� ���	


����!
+�� ,���� ������	� ��
�
�
	��  !"� ������� ������
 ����-� y

��� ��	���� �����
	�� x �������
��
�� ��� �� ����		�� �	��
%
	�� x �� �&����� ��
�
�
	�� ��	���� ����	
	�
 � !(� ���
� &��$
�
.
	� ��	����
�$	� y � ���
�
	� 
��	���
		�
 �
.
	�
! /��
����
��� �� ,��� ����
��� ��
&���	�
� ���&� ������� ����� x ∈ D(f) ��%
���
��������� 
��	���
		�
 �	��
	�
 y ∈ E(f)! 0����
�� ����	
	�

x2+y2 = R2 ��
�
��
� ��
 ��	����� y =

√
R2 − x2 � y = −√R2 − x2!

1 ,���� ���
�� �� 
�- �
�	-���!

������  !(� ������ ���	��� xy = 1.

2�	���� ����	� ����	
	�
� � 	
��	�� ���
! #�� ������� �
�%
�����
�$	��� �	��
	�� x 
= 0 ���
����
� 
��	���
		�
 �	��
	�
 ��
�����
�������

 ,���� ����	
	��! )&����$ ��
�
�
	�� ,��� ��	�%
��� D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞)� �&����$ ���
	
	�� E(f) = (−∞; 0) ∪
∪ (0; +∞)!

+�� ������
���� ����&
 ��	���� ����-��� � ����$� �������!
0����
�� � ������� ��	����� ���&���-		��� 	� ���! (3� ���	�

����	����$� ��� �	��
	�� x = 0 �����
�����
� 
��	���
		�
 �	��
	�

y = 1� �	��
	�� x = 1 �����
�����
� 
��	���
		�
 �	��
	�
 y = 2 � �!�!



������ �� 	
������ ������� ������� ��

��� ���������	�
��� ������ ������� � ���������� ���������
��� ��	���� ������� y � �� ��������� x �����
� ��� ������� ��
������� ���������� ����	���� ��� ���������� ��������� t � ����
��
��� T  {

x = x(t),

y = y(t).
!"#"$

1 2 3

-1

-3

-2

-3 -2 -1

3

2

1
x

y

0

���� ��� ��������	
� ������ ��	���

%
�� &�� ������� ��	�
���� ��� ����� � ��� �� ��	���� �����
����� t� �� ����	�� ���������� ��	�� �� ���
��
�� M(x; y)' �����
���������� t ���(����� �
� ��	���� � �����
��� T � ��	�� M(x, y)
���
����� ��������� ����� � ���
��
�� Oxy#

)�������� !"#"$ �������
� ���������	�
���� ����������� &���
�����# *������ �
���	�� �������� t � 
�
���� !"#"$� ����� �����
	��� ����� ��� ������� ��������� �������#

������ "#"� ������� y = y(x) �	
	�	 �	�	��������� ��	������

�� {
x = R cos t,

y = R sin t.
!"#+$

%
�� &�� ��������� ��	����� ����
�� � ������� � 
������� �� �

��� �����
��� sin2 t + cos2 t = 1 ����	��
� ��������� x2 + y2 = R2#
,���� ��������� ������������� ���������� ��	�� �������
�� ���
���
� R 
 ������� � ��	��� ���������� ��� ��� � 
��� ������� !-#.$
��� ��	�� M(x; y)� ���������� ������� ������������� &���� �����
������ ��

������ �� ��	��� ��������� O(0; 0) ��
������ � ����� R#



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

���� �� ���	
�
�� x2 + y2 = R2 	������ y 	 �	
�� 	���� ���
����� �	� �����
���
� ��
����� y =

√
R2 − x2 � y = −√R2 − x2�

������ �� ���� ��
��� ����!��� �������������� ��
��� � ����
�� ���	
�
����� 
� �"����� ����
�
�� ��������� ��� ���� ��
��� 
������
� ��� ���	� �� 
�� 0 � t � π #$������� ������ 	���
��
���������
����%� ��� 	���� π � t � 2π $������� �	������ 
��
��
���������
����%�

������ &�'� {
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t).
#&�(%

)�� ���	
�
�� 
��	�*��� ���������������� ���	
�
���� ����
����� +��
� ��������� ��� ��
��� ����	����� ����� ���	
�
���
�� #��������%� ���������� ��� ���������� �������	�

� ����� M
�����
���� ������� a� ����	,� �� 	 
�����
 ����
� ��� �"�����
	 
����� ������
��� ������� ������� "�� �������
�� �� ��� �"�����
#���� -.%� /�� ���� 	 
�����
 ����
� �����M ��	������ � 
������
������
���

2π

a

a

a
x

y

0

.M

���� ��� ��������

/�� ����
�
�� ��������� t �� 0 �� 2π �����
���� ��	��,�� ���

���
 �"����� 0���� M ��� ���� ���,�� ��
� ���� ��������

/�� ����
�� ��
���� 	 �	
�� 	��� 	 �����
� ������
���� ���
���
 ������ r 	�������� ����� �����
 �$�� ϕ�

r = r(ϕ). #&�1%

/�� ���� ������� �
���
�* ϕ �� �"����� ��������
�� ����	���
��	��� ���
��	�

�� �
���
�� r� )��� ��
���� 
� $���
������� ��� ���
�������� � �������	� ������
���� ������� �
���
�* x "���� �����
	����	�	��� ���
��	�

�� �
���
�� y�



������ �� 	
������ ������� ������� ��

������ ���� r = a(1 + cosϕ).

�����	
 ���������	 ���� ���������� � ���	���� �����������

��������	 ���������� ���� ����

������� �� ��!� ��	 ��������� ���"���� ���	���#� �#�� ϕ �
���������$%�� �� ���"���� r, ������� ����"��&�$	 �����$

ϕ ' π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π

r 2a a

√
2 + 1√
2

a a

√
2− 1√
2

' a

√
2− 1√
2

a a

√
2 + 1√
2

2a

(�� �� ��"��� ��� � )���!�	 ����*�	 ��������� �� ��!��
+�������
 ����$%�	 �� ��!� ������������ �����
 ������� ��,��-
�� �� ����"������� � ���� �� ��!� ���"���� ��#������ x ����� �
���������� ����������� ���"���� y�

x -� -. -'
� ' .
y -� -. ' . �

0 2a

x

���� ��� ���������

������ ��/� ����� ����	�
 �������� � ����	�
 �������

������� y =
√
2x− 1�

0 � & � � � �1 2�� ��� �����!�	 �����"���	 ���������#� ����	
���������� ���3�� ��	 ������!����3��� ����"��
 �� �����	 )���-
!�	 ���������� ���3�� ��	 ���"���� ��#������ x
 ����������	$%��
����������1 2x − 1 � 0� 0�&�	 ��� ����������
 ����"���1 D(f) =
= [0, 5; +∞)� (����3�� ���)����"���� �����3 �� ��,��  ��3 ����-
!����3���
 ����$"���
 "�� � ���3 ��������	 E(f) = [0; +∞)�

4����1 D(f) = [0, 5; +∞), E(f) = [0; +∞).



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

������ ���� ����� ����	�
 �������� � ����	�
 �������

������� y = log2(x
2 − 3x+ 2).

� � � � � � �	 
������ �������� ����������� ��������������

������ �������� �������� � �������� (0; +∞)! "�������! ��� ��#
����� ����������� D(f) = {x|x2−3x+2 > 0}� ����� $�� �����������!
��� ���� ��������� ���� ���������	

x2 − 3x + 2 = 0 =⇒ x1 = 1, x2 = 2� %������������! ��������
����������� x2 − 3x+ 2 > 0 �������� (−∞; 1) ∪ (2; +∞).

&������� "������� �������������� ������ �������� ���'�#

���� R! ��$���� E(f) = {y|y ∈ R}�
&����	 D(f) = (−∞; 1) ∪ (2; +∞) E(f) = (−∞; +∞).

������ ��(� ����� ����	�
 �������� �������

y =
1

(x+ 1)(x− 2)
.

� � � � � � �	 )��������� �� "��������� ��������� x ��������
������� ��������� (x+1)(x− 2) = 0� ��������� ������� ���������
�������� x1 = −1, x2 = 2! �������������
D(f) = (−∞;−1) ∪ (−1; 2) ∪ (2; +∞)�

&����	 D(f) = (−∞;−1) ∪ (−1; 2) ∪ (2; +∞)�

������ ��*� ����� ����	�
 �������� ������� y =
1√

1− x2
.

� � � � � � �� ��	
����� �������� ���
���� x 
������������
����������
 1− x2 > 0� ����� ��� ������������ ������� ��� D(f) =
= (−1; 1).
������ D(f) = (−1; +1).

���� �����	

 ��� ���	
��


�
��� ���� ���  
�!"��� y = f(x) � y = g(x) � �#������ �	��$
������� D(f) � D(g) ��������������� %���� �&�� �	�������� ���
�
 
�!"�� y = f(x) + g(x)� �������� !�����' 	�� !�&�� x �� �#�����
�	��������� ����������� !�! �
� �������' f(x) � g(x)� �#�����
�	���������  
�!"�� y = f(x) + g(x) ���� D(f) ∩D(g)�
(��������� �	����������  
�!"�� y = f(x)g(x), y = f(x)− g(x)

� y =
f(x)

g(x)
� 	���) �#����� �	���������  
�!"�� y =

f(x)

g(x)
����

��&����� D(f) ∩D(g) ∩ {x|g(x) 
= 0}�



������ �� 	
������ ������� ������� ��

������ ����� ����� ����	�
 �������� �������

y =
√
x− 1 +

1

x− 1
�

� � � � � 	 �
 �������	� ���� �����	� � �	� y = f(x) + g(x)�

�� f(x) =
√
x− 1, g(x) =

1

x− 1
� ����� ������� � ������	! ��"��

�����		�
D(f) : x− 1 � 0⇐⇒ D(f) = [1; +∞),
D(g) : x− 1 
= 0⇐⇒ D(g) = (−∞; 1) ∪ (1; +∞).
#������ � ������	! 	�$���� �����		 ����  �����%��	� &�	$ ���'

"�����
#����
 (1; +∞)�

���� ������	 
����	

����� u = f(x) ( %	�����! �����	! � �������� � ������	! D(f)
	 �������� 	)�����	! E(f)� � y = g(u) ( %	�����! �����	! � ��������
� ������	! D(g)� E(f) ⊂ D(g) 	 �������� 	)�����	! E(g)�

*��� ��"��� x ∈ D(f) ������������� �	��������� )��%��	�
y ∈ E(g)
 ��"��� x ∈ D(f) �����	! u = f(x) ����	� � ����������	�
�	��������� )��%��	� u ∈ E(f)� �������� �����	! y = g(u) ����	�
� ����������	� �	��������� )��%��	� y ∈ E(g)� ����%����! �����	!
��)+�����! ���"��� �����	�� ,	�	 �� �� �)	�	�� ��$ �����	�- 	
���)��%����! y = g(f(x)). .����	! u = f(x) ��)+�����! ����������
�����	��� �����	! y = g(u) ( ��������

�� �	���� ���	 u = x2− 3x+2� 	 y = log2 u� �� ��"�� � ����	��
���"��� �����	� y = log2(x

2 − 3x+ 2)�

������ ����� ����	��
 	������ �������� ��������	� 	����

������� ���� ������� � u = 1− x2 � y =
1√
u
�

� � � � � 	 �
 / �����  �	���� f(x) = 1− x2 ⇒ D(f) = R,

E(f) = (−∞; 1], g(u) =
1√
u
⇒ D(g) = (0; +∞), E(g) = (0; +∞)� 0��

�		�� E(f)⊂1 D(g)� #����� ���	 � ����	�� ���������� �����	�
�� ���"����� {x|1− x2 > 0} = (−1; 1)� &�� ��������	� ���� �+ ����'
���

#����
 y =
1√

1− x2
 �	 x ∈ (−1; 1)�



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

���� �����	 
 �	�����	 ����



����������� ���	 ��������� X ⊂ R �	
��	���� ��������

��� ����������� �	�	�	 ������	�� ��� −x ∈ X ��� ������ x ∈ X�
�	 ������� �� ���������� ��������� � �	��������� ������

���� ����������� ���� O�

����������� ���	 �����	�  !��"� y = f(x) �	
��	���� �#��
���� ��� ���	��� �# ���������� ��������	 ����������� �	�	�

�	 ������	�  f(−x) = f(x) ��� ���$ x ∈ D(f)�

�����	 
���� ��	��� ��������
� ���������� ��� �������
��	 	�	 ��
	� (x; f(x)) � (−x; f(−x)) ��� 
���� ��	��� ��������
�
� ���������� ��� Oy� ���	���	� f(−x) = f(x)� ��������� ��	�
��� y = x2+1 �������� 
����� ���	���	� D(f) = (−∞; +∞) �������
��
� ���������� �
��� 	������� � f(−x) = (−x)2+1 = x2+1 =
f(x)�

�����	 ��	��� y = x2 + 1 ��������
� ���������� ��� Oy
�����  !"�

1 2 3-3 -2 -1
0

3

-1

-2

2

1

x

y

y=x+12

���� ��� ������ ����	�� y = x2 + 1

#����� ��$����� ����$������ � 
����� ���% 
���% ��	���
���� 
���� ��	����

&����'���� ��	�$��� (�� ��������������





�� ������ 	
 ������
 ������ ������

�������� ��	 
��� ������ y = ϕ(x) � 	�
����� 	�����
����
D(f)� ����������	� 	��	����
��	 ����
� �		������� �	��	 ��������
���� � ���� ���� ����	� � ������	� ������� ϕ(x) = f(x) + g(x),

��� f(x) =
ϕ(x) + ϕ(−x)

2
���� ������ ������  �	������!� � g(x) =

=
ϕ(x)− ϕ(−x)

2
���� ������ ��������" #�������� ������ y =

= x3+1 ����������� � ���� ���� ����	� ������ f(x) = 1 � ������
�	� ������ g(x) = x3"

������ $"%&� ������� y =
√
x �� �	
����� �� ������ �� �����

���� ��� ��� �� ��
���� ������
���� D(f) = [0; +∞) �� �	
�����

����������� ��������
��� O�

������ $"%$� �	
����� 
� ������� y =
x2 + x

x
����� �
� �����

����

' � ( � � � �� )�
���� 	�����
���� *�	� ������ D(f) = (−∞; 0)∪
∪(0; +∞) ����������� 	��	����
��	 O" +�	����� ���	
����� 	��	�	
�, ���������

f(−x) = f(x) �
� f(−x) = −f(x)�
f(−x) = (−x)2 − x

−x =
x− x2

x

= f(x)�

−f(x) = −x2 + x

x

= f(−x)"

)����� y =
x2 + x

x
�� ��
����� �� ����	� �� ������	� �������"

������ $"%-� �	
����� 
� ������� y =
1

x2 − 1
����� �
� �����

����

' � ( � � � �� )�
���� 	�����
���� *�	� ������
D(f) = (−∞;−1)∪ (−1; 1)∪ (1; +∞) ����������� 	��	����
��	 O"
+�	����� ���	
����� 	��	�	 �, ���������
f(−x) = f(x) �
� f(−x) = −f(x)"
f(−x) = 1

(−x)2 − 1
=

1

x2 − 1
= f(x)"

)����� y =
1

x2 − 1
��
����� ����	� �������"



������ �� 	
������ ������� ������� ��

���� �����	�
���� �������

������� y = f(x) ��	
����� ������������� � �������� T 
= 0� ���
�� x − T � x + T ���������� ������ ������������
f(x) = f(x ± T ) ��� ������ x ∈ D(f)� ��
��� ��� ������
� ���
������ ������� ������� ������ !�� �	 ���" �������� �
" ���
������� ���� ���� ������ ��#������ $ %�� ������ ��� ������
 T
����
 ��������� ������� T0 : T = n · T0� ��� n ∈ Z, n 
= 0� &	 �����
������� ������� �� T0 > 0�

������ '�()� ������� y = sin x ��		
 �	��� T0 = 2π� 
�� ���

x+ 2π ∈ D(f)� x− 2π ∈ D(f) � sin(x± 2π) = sinx�

������ '�(*� ������� y = {x} ��		
 �	��� T0 = 1� 
�� ���

x+ 1 ∈ D(f)� x− 1 ∈ D(f) � {x+ 1} = {x}�
+����� ��	��� � ����	������� � ������ ������������" �������

� �������� T ������� ������������� �������� � �������� T �
,�������� y = {x}+ 1 ������� ������������� �������� � �����

���� T = 1� �� ��� y = {x} � y = 1 ������������� ������� � ��
�� ��������� -��� u = f(x) �� ������������� ������� � ��������
T � � ������� ������� y = g(f(x)) ��� ������������� .��	�����
� ������ ��������/� ���� �
�������� ������ ��������� � ���������
��� ������������� ��������

,�������� y = sin2 x ������� ������������� �������� � ������
��� T0 = π�

$ ����� 0�(1 ������ 0 ���� ����	��� ������������ ������#���
����������2

������	 '�(� ���� ������� y = f(x) �	�����	���� � �	���

�� T � 
 ������� y = Kf(kx+ b) + a ���	
 
���	 �	�����	���

� �	���� T1 = T/|k|� k ∈ R�

������ '�(3� ���
� �	��� ������� y = 2 sin(3x+ 2)�

4 � ! � � � �2 y = sinx ���� ������ T = 2π� k = 3� 5�%���

������ T1 ������� y = 2 sin(3x+ 2) ���� ����� T1 =
2 · π
3

�

���2 T1 =
2·π
3
�

������ '�(6� ����	
�� �� ������� y =
√
x �	�����	����



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

� � � � � � �� ��	 
����� �� �������� �������������� �	� �	��

�	������� ��� x = 0 � T > 0 x−T �� ����	������ ���	��� ���������

���� ��� T < 0 x+T ��� x = 0 �� ����	������ ���	��� ������������

�	��� ���	 ��� �� �!��������� ������ ������	��� ����������� �����

��������� 
������

������ "�#$� �������� �� 	
���� y = x ��������������

� � � � � � �� D(f) = (−∞; +∞)� ��%���� x + T ∈ D(f) �

x−T ∈ D(f), ���� x ∈ D(f)� &	���� ������ T0 � �������� f(x+T0) =
f(x)� ���� x+ T0 = x� '��(�	 T0 = 0�

'����� y = x �� �������� ������������� 
�������

���� �����	
����� ����		

����	�
���� "�)� �
���� y = f(x) ���������� ������������
�����
� ���� �
�����
�� ����� ����� M � ��� ��� ���� x ∈ D(f) ���
��������� ������������ f(x) � M � �
���� y = f(x) ����������
������������ ����
� ���� �
�����
�� ����� ����� m� ��� ��� ����
x ∈ D(f) ����������� ������������ f(x) � m� �
����� ����������
��� �����
 � ����
� ���������� ������ �������������

&	������� y = x2 �*�	�����	 ��� �� �	������� ������ m = −2 �

���*�	�����	 ����+�� ,����� y = −x4 �*�	�����	 ����+�� �	�������

������ M = 1 � ���*�	�����	 ��� �� ,����� y = sinx �*�	�����	�

−1 � sin x � 1� ,����� y = x, y = lg(x), y = tg(x), y =
1

x
���*�	�

�����!�

���� ���������	� 	 ������	� ����	�

����	�
���� "�-� �
���� y = f(x) ���������� �������� ���
�� !��"����� X ⊂ D(f)� ���� ��� � #�� x1 ∈ X � x2 ∈ X �� �����
������� x1 > x2 ����
�� f(x1) > f(x2) $���� %��! #��&'� x� ��!
#��&'� y()� �
���� y = f(x) ���������� 
#��� ��� �� !��"�����
X ⊂ D(f)� ���� ��� � #�� x1 ∈ X � x2 ∈ X �� ����������� x1 > x2

����
�� f(x1) < f(x2) $���� %��! #��&'� x� ��! !��&'� y()� �
���
�� y = f(x) ���������� ��
#��� ��� �� !��"����� X ⊂ D(f)�
���� ��� � #�� x1 ∈ X � x2 ∈ X �� ����������� x1 > x2 ����
��
f(x1) � f(x2)� �
���� y = f(x) ���������� ���������� ��� ��



������ �� 	
������ ������� ������� ��

��������� X ⊂ D(f)	 ��
� �
 
���� x1 ∈ X � x2 ∈ X �� ��������

���� x1 > x2 �
����� f(x1) � f(x2)� �������	 ��
��� ������������

�
� ��
��� ���������	 ��������� �����������	 � ������������

���� ��������� X � ��
����� �������������

��������� 	
���� y = x2 �� (−∞; 0] 
������� � �� [0; +∞) ����

��������

������ ����� �������� ����������� ������� y =
√
x�

� � � � � � �� D(f) = [0; +∞)� ����� � x1 > x2 > 0 !�� ���"����

��#
����� �� ��$���� ����!�$����� ����%�!��� !�������� "�� f(x1) >
> f(x2)� ���������� �������� f(x1) − f(x2) =

√
x1 −

√
x2� &���'��

� ���!�$�� �� �
��
 �����(�

√
x1 −√x2 =

(
√
x1 −√x2) · (

√
x1 +

√
x2)√

x1 +
√
x2

=
x1 − x2√
x1 +

√
x2

�

)��� x1 > x2 ⇔ x1 − x2 > 0⇔ x1 − x2√
x1 +

√
x2

> 0⇔√
x1 −√x2 > 0

⇔ f(x1)− f(x2) > 0⇔ f(x1) > f(x2)� &����'!���� !��������

������ ���*� ������	 ������� ��� �� ���� !"	 ���������� ��

�������
�� (a; x1)	 (x2; x3)	 (x4; b) � ������� �� �������
�� (x1; x2)	
(x3; x4)�

0
x

y

y=f(x)

a
b

x x1 2

x4x3

f(x1)

���� ��� ��������	 
����������



�� ������ 	
 ������
 ������ ������

���� �����	
� �	����

����� y = f(x) � ���	
�� ������ � 
�	����� 
�����	��� D(f)
� 
�	����� �������� E(f)� �
�	���
 
�����	���� �������� ����
�
�� �������� x ∈ D(f) �

���������� ����������
� �������� y ∈ E(f).
 ����
 ����!� �������� x1 ∈ D(f) � x2 ∈ D(f)� x1 
= x2, �
���
�

�������
���� 
��
 �������� y ∈ E(f). "�������� ������ y = x2

������ � �

��������� ���� ����!� �������� ��������� x1 = 1 �
x2 = −1 
��
 �������� y = 1�

����������� #�$	 ������� y = f(x) ��	
����� ��������� ���
�� ��	�
� 	�������� �������� x1 
= x2 ��������� ��	�
�
	������� ������� y1 
= y2�

%�	� ������ y = f(x) 
�������� �
 �
��
 ����
�� ��������
y ∈ E(f) �
������� � �

��������� ����������
� ���	
 x ∈ D(f). &��
�
� 
�����
� �

��������� ���!���� �������'� 
�����
' � y = f(x)� �

�
������� x = f−1(y). (������� 
�����
' ������� 
�!��
 
�
����
���� ����� x� � ������� ������� ����� y� &
��� 
������ ������
����)��� � ����* y = f−1(x).
%�	� ������ f−1 �	��� 
�����
' �
 
��
)���� � f � �
 f−1 ��

	��� 
������
'� � f �	��� 
�����
' �
 
��
)���� � f−1. +����
��� f � f−1 ���!���� ������
 
�����!��� ,	 ������
 
�����!-
������' ����� ����
 �	����.�� ���������*

D(f−1) = E(f); f−1(f(x)) = x �	 x ∈ D(f)/
E(f−1) = D(f); f(f−1(x)) = x �	 x ∈ D(f−1).
+����� �	��� 
������
' �
��� � �
	��
 �
���� �
��� ����
�

��
� �������� 
�� ��������� �
	��
 
��� ���� 0 �����
���� ����
���
������ � �1��!� ������� �� �	��� 
������!���
2������ ������
 
�����!- ������' ����������! 
��
����	��


���
' y = x 3���� #45� ��
 �	��� �	�������� �����! x �� y � y ��
x�
������ ��� �
������	����� �	����.�� ��
�����


����� #�4	 ���� y = f(x) ��	�������� ���
������� �� ���
�
���� �������� � ��� ���� �������� ������ �!� �������
��	�������� ���
��������

+������ 
������ ���1��
'� ����� ���1����

������ #�44	 "��� ������� ������� � ������� y = 2x − 1.
#�����$ ������� ����% ��������



������ �� 	
������ ������� ������� ��

x

y

0

y=x

y=f(x)

y=f (x)
-1

���� ��� ������ ���	
� � 
����
� �������

� � � � � � �� ��	
��� ��
���� x �	�� y : y = 2x − 1 ⇐⇒ x =
y + 1

2
. �
����� x �
 y� � y �
 x� �	
������ ��	
���� ������� �	����

���� y =
x+ 1

2
. �	
���� ��� ������� ����	
!��� �
 	�"� ##�

y=x

1

1

y=2x-1

y=  x+1
2

y

x

���� ��� ������ ������� y = 2x− 1 � 
����
� � ���



�� ������ 	
 ������ ���������� ������

������� y = x2� �	� 
���	�
��� �
��	���	� 
��	�
 ��� � �	��
��	����	�� �
���
 ��� x ∈ [0; +∞), �
 
�	 ���� �
�
�
��
� �� ���
�
�	����
� 
��	���
�� ��	��� 
��	��
� ������� y =

√
x ��
��	��

�	 ������ � �

x

y

y=x (x>0)2

0

y=x

y= x

���� ��� ������� ����	�� y = x2 � y =
√
x

������ �� 	
����� ������������ �������

!����	��" �������� #�
����	 
��
��"$ %����	��"$
�������� !����	��" ��
��	�
�	��� &�	���
�

���� ������	
 ������

�����������  �'	 ��������� 	
���������� ��������� ���

������ ��������� ������� (y = C)� �������� (y = xn, n ∈ R)�
������
��� (y = ax)� 
������������ (y = loga x)� �����������
�������� (y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x) � ������� � ���
�y = arcsinx� y = arccosx� y = arctgx� y = arcctg x� 

�����������  �(	 !
���������� ��������� �������� ��
�������� ������� ��"�� �#�� � ����� ��#� �#��� �
������
���� ���"����� �� �������$ 	
��������$ ������% � ����&��
������������$ ������% � �$�"#���� ������� �� ������%� ����
���'���$ �������� ���
� �� 

)����	�� %����	��"$ ������� ����*��� ��
&
���"� ��
��
�
�	��
�	���	� ������� +
��
,�� ���$ ��
&
���
�-� ���	��
�	���
�" +�
��� �� %����	��
� �������- � ����

. ����*��� %����	��"��� �	������ �������/



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

y =

⎧⎨⎩ 1� ��� x > 0,
0� ��� x = 0,
−1� ��� x < 0,

y =

{
1� ��� x ∈ Q,
−1� ��� x ∈ I,

y =

⎧⎨⎩ x2 + 2x+ 3, ��� x < 0,
3� ��� 0 � x < 5,√
x� ��� x � 5.

� ����
�	

������ 
��
�	 ��������� �������	���� ��������

���� ������	
 �����
� ��
�	
 �	 ��������

����������� ���	 �������� ���	
��� ��������� ���	
�� ���
���

y = kx+ b. �����

D(f) = (−∞; +∞); ��� k 
= 0 E(f) = (−∞; +∞), ���	
�� �������
��������� ������������	��� ��� b = 0 ���	
�� ��������� ��� k > 0
���	
�� ����������� ��� k < 0 � ������� ��� k = 0 � ����������
 !�	�"��� ��� #�� �������� ��$�������%&���'

y=kx+b, k>0

tg( ϕ )=k

ϕ

b

y

x

y=(x-b)/k, k>0

0

���� ��� �������� �	�
��� y = kx+ b �� k > 0



�� ������ 	
 ������ ���������� ������

����� ����	���
�� 	 �	��� �����
�� (0; b) �

(
− b

k
; 0

)
� ��������

��
���� y = kx+ b ������	� ������ 	 ������� ���������
��� ���
�
��
	 ���� 	 �	�� Ox� k = tgϕ ���	� � ! �"� ��� k 
= 0� #$���
��

��
���� y =
x− b

k
���%� ������	� ��
�&
�&�

y=kx+b, k<0

y= x-b
k

, k<0

b

ϕ

y

x
O

���� ��� �������� �	�
��� y = kx+ b �� k < 0

'	������ ���������
�	�� ��( 
����������
�( �����( 
� ���	�
��	�� y = k1x+ b1 � y = k2x+ b2 ������	�)

k1 = k2, �*�+�

��� ��� ϕ1 = ϕ2 ⇐⇒ tgϕ1 = tgϕ2 ⇐⇒ k1 = k2�

��������� *�,� ������� �	
�� �������� ��� ��� ������ ��� ��
������������ ��� b1 
= b2 ��� ��������� ��� b1 = b2


'��� ��%� ���� ������� 
� ���	��	�� ���������	� 	 �����
-�� �.��	�
�& �����
��������	��& �������)

tg(ϕ2 − ϕ1) =
tgϕ2 − tgϕ1

1 + tgϕ1 · tgϕ2

=
k2 − k1

1 + k1 · k2 .

ϕ2 − ϕ1 = arctg
k2 − k1

1 + k1 · k2 �*���

/	����.�� ������� �*���! ������� �	����� �����
������
�	��
��( 
����������
�( �����(� 0 ���� 	����� ϕ2 − ϕ1 = 90◦ =⇒



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

=⇒ tg(ϕ2 − ϕ1) = +∞ =⇒ 1 + k1 · k2 = 0� �������	
��� ��
��	�
�
���	 �	��	����
������� ��� ������ �� �
��������

k1 · k2 = −1. �����

��� ���	����� ��	 ����� ���	�	
��� ����� �� �
�������� ���� 
!	�� ��� ����	��	 �����" �� �
�������� �������#	" �	�	� ��	 �����
(x1; y1) � (x2; y2), ��		� ����

y − y1
y2 − y1

=
x− x1

x2 − x1

. ���$�

%	"�����	
���� ������� y �� ����	��� ���$�� ��
��� ����	��	

���� ���&� ��� k =
y2 − y1
x2 − x1

� b = y1 − y2 − y1
x2 − x1

· x1' ����	 ��(�� ���� 

������ ������ ��� ���	� ���
	������� ����	��� ���$�� ��	� )��
������ �������� �	�	� �����	 ��	 ������

*� ��
�!	���(� �
	�	�� ��� ����	��	 ���$� �������	� 
�+�
����� �� �
�������� ����	 �	�����
���"� %	"�����	
���� 	�
� ��	
����� 
	!�� �� �	�����
���" �����"� �� x1 = x2 � � ����	��� ���$�

k =
y2 − y1
x2 − x1

�	 �#	���	� �(�
 ϕ = 90◦ =⇒ k = tgϕ = +∞�� ,��	 

��� ���!	� ��� 	�
� ��	 ����� 
	!�� �� (��������
���" �����"� ��
y1 = y2 =⇒ k = 0 � ����	��	 �����" ���$� ����+�	��	� ��� y = b�
%����� ����� �����" (x0; y0) � (
���" ��)--�.�	�� k ���!	 ���	�	 

��� ������ /	(�� �������� ���	
�"�	 )�� ���������	
��� �� ��� 

�(�� � ��	���#���� ��� 01 ����	��	 ��		� ����

y − y0 = k(x− x0). ���2�

����������� ���	 ������ ��	�
�� �����	��� ����� �����

����� (x0; y0)� ���
�����	 ��������� ���� ��	�
� �� ����������

�����	��� ����� ����� ������

*� ��������(� �
	�	�� ��� ���������	����	���	 ����	��	 ��	�
������ ����� ����	 �	�����
���"� ��		� ��� ���2�� 3����	��	 ��� 
��	���" �����" ���� ��
��	��� �� ���2� ��� -������������ k�

4���� � ����	��	� ���&� ������ �� �
������� ��!	� +��� ������
��� ������	��� �+#�� ����	��	� �����"�

Ax+ By + C = 0, ���5�

(�	 ��)--�.�	��� A � B �	 ����� �
� ������	�	����
%	"�����	
���� ����	��	 ���&� 
	(�� �������� � ���	 ���5�� �	 

�	�	�� ��	 �
	�� � 
	�� ������ 4��+����� 	�
� B 
= 0 � ����	���



�� ������ �	 
������ ������������ �������

������ �� 	
���� y� �������� ���	����� y = −A

B
x−C

B
	��� ����� ���

B = 0� A 
= 0 �� ���	����� ����� ���� 	
������ x = −C

A
� �������

���� ���	����� 	����������� �������  ���� �!������ ���	����� �����
�	������ !���� �!"�� ���	������ ������� ��� ������ ��� �!#������
�$� ���	�����

���� �����	�
 ��������	���	�
 �����������

����������� ��%	 �������� 	��	��
�������� �����������

���������� ����
�� ����� y =
1

x
� D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞);E(f) =

= (−∞; 0) ∪ (0; +∞)�

&���'�� ���$����������� ���������������� &���'�� ���(����� ���

��� D(f) ����������� ������������ ����� O � f(−x) = 1

−x = −1

x
=

−f(x)� &���'�� �!
	��� ��(−∞; 0) � �� (0; +∞).
)����� ��������� ��	�������� *����(� x1 > x2 > 0 � ��������

��� f(x1) − f(x2) =
1

x1

− 1

x2

=
x2 − x1

x1 · x2

� x1 > x2 > 0 ⇐⇒ x2 − x1 < 0�

x1 · x2 > 0⇐⇒ x2 − x1

x1 · x2

< 0⇐⇒ f(x1)− f(x2) < 0⇐⇒ f(x1) < f(x2).

 ���� ����������� � ����� ��������� ���� +��,���� ,���'��

y =
1

x
�������� ��	�
��� �
��� ���� ������� ��
����� ��
���

������� y =
1

x
.

y

x

y= 1
x

���� ��� ������ ���	�
�� y =
1

x



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

��������	
� ������	� �� y =
1

x
������ 
� (−∞; 0) ∪ (0; +∞)�

�� ���� 
�������� ��� x1 = 1, x2 = −1, x1 > x2, f(x1) > f(x2)�
���	�� �� �� �������	� �� ��
���� 
� ������
�
�� �
�������
��������� �� ���� 
�������� f(2) < f(1)�

���� �������	
��� ��	�	����� y = x2

D(f) = (−∞; +∞)� E(f) = [0; +∞) ��
���� ����
���
� �
��� 
y � 0� 
��������������� ��
���� �!
��� �� ��� D(f) ��������"

� �
�����	
� O � f(−x) = (−x)2 = x2 = f(x). ��
���� ���"
��� 
� (−∞; 0) � �������� 
� (0; +∞)� #������ �������
�� 
�
(0; +∞)� $��	�!� x1 > x2 > 0 � ��������� f(x1)− f(x2) = x2

1 − x2
2 =

= (x1 − x2)(x1 + x2), x1 > x2 > 0 ⇐⇒ x1 − x2 > 0, x1 + x2 > 0 ⇐⇒
(x1 − x2)(x1 + x2) > 0⇐⇒ f(x1)− f(x2) > 0⇐⇒ f(x1) > f(x2)� %����
��������
�� � ��	& Oy ' 
����� ������
� (0; 0).

y=x2

xy=

0 x

y

1

1

���� ��� ������ �����	
� y = x2

(������� ��
���� y = x2 ������� �������� )���� *+,� ��
����

���������� 
� ���� ��������	 ��
� �! ���	 
� [0; +∞) )��� 
�
(−∞; 0],� � ��-����� ����
�� ��
���� y =

√
x )��� y = −√x,�

���� ��������� �����	� y = xn

.�������

�� ��/� ��
���� y = x� y = x2� y =
1

x
����&��

���
��� �������� ����

�0 ��
���� y = xn ��� n = 1, 2,−1 ��"
������

�� .�������� ������ ������� $��	�!� n = 3 y = x3�



�� ������ �	 
������ ������������ �������

����� �����	
 �������� ������� D(f) = (−∞; +∞)� �����	
 ����
���� E(f) = (−∞; +∞)� ������� ������������� �������������
������� ���	���� ������� ����	���� ������	�	� ����� �����
��� � ����� � ! "� #������� ������� y = x3 ����	�� ��������� ���
������ ����� $%"� ������� ��	 ����	��& ������& y = 3

√
x� �����

��� y = x5, y = x7, y = x9 � 	��� ������&	 ���������'�� �����
�	���� � ��&	 ��������	�
�� 	��� ( �������� ������� y =
x4, y = x6, y = x8 � 	��� ������&	 �����	����� ���������'�� �����
�	��� ������� y = x2� � ��&	 ��)�(� ��������

y=x3

y= 3 x
0 x

y

1

1
-1

-1

���� ��� ������ �����	
� y = x3

���� ������	
���� ������ y = ax, a > 0 �

*����	
 �������� ������	�
��� ������� D(f) = (−∞; +∞),
�����	
 ������� ������� E(f) = (0; +∞)� ������� ��������� ����
��+ y > 0! ������������� ������� �� ��	���� �� ���	���� �����
��� ��� a > 1 ������	�	� ��� a < 1 ��'��	� ,�� a = 1 �������
y = ax ���	����� � ����� -� ����� ������� � ��
& Oy+ (0; 1)� #���
��� ������� ��� ����') ������� a ������ �� ���� . � �������
����	����� ����	��� ������� y = loga x�

���� ����������
���� ������ y = loga x, a > 0, a 
= 1

,�����
�� ������� y = loga x ����	�� ����	��� � ������� y = ax�
��� ������	 ����&/��� �����	����+ �����	
 �������� �����
��� D(f) = (0; +∞)� �����	
 ������� E(f) = (−∞; +∞)� �������



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

�������������	
 �������������	� ������	 �� �����	
 �� �������	�
��� a > 1 ������	 ���������
 ��� a < 1 �������� ����� ���������	
 ��� Ox� (1; 0)� ������ ������� � 	 �����! �������" a ��������
�� ��� #$� ������	 ������%�	
 �������	 ������	 y = ax�

y=log x,  a>1a

,  0<a<1y=a y=a ,  a>1

0 1

1

x

y

y=log x,  0<a<1

x x

a

���� ��� ������ ����	�
����� � ��������������� �������

���� �����	�
��������� ��	����

������	 y = sin x�

&� ��� ������ ���	 D(f) = (−∞; +∞)
 �� ��� �������" E(f) =
[−1; 1]� ������	 ����������� −1 � sinx � 1� ������	 �������	
 ���
��� D(f) �%%������� ������� ��� O � f(−x) = sin(−x) = − sin x =
−f(x)� ������	 �����������	  �������% T = 2π� ������	 �� %���'

�����	� ��������� �� ������� �!
(
−π

2
+ 2πn;

π

2
+ 2πn

)
, n ∈ Z( ���'

���� �� ������� �!

(
π

2
+ 2πn;

3π

2
+ 2πn

)
, ��� n ∈ Z� ����� ����'

�����	  ��� Ox : (πn; 0), n ∈ Z
  ��� Oy : (0; 0)� �������%
������� 	� 	��	 ������� )��� #*+� ������	 ��������%�	
 �� � �

��%������ �� �� �������
[
−π

2
;
π

2

]

 �� �,������ �������	 ������	

y = arcsinx�



�� ������ 	
 ������ ���������� ������

������� y = cosx.

�	
��� ������
���� D(f) = (−∞; +∞)� �	
��� �������� E(f) =
[−1; 1]� ������� ���������� −1 � cosx � 1� ������� ������ �� ���
D(f) ���������� ������
��� O � f(−x) = cos(−x) = cosx = f(x)�
������� ������������� � �������� T = 2π�

������� �� ���������� �	���� �� ������
�� (2πn; π + 2πn) �
�������� �� ������
�� (π + 2πn; 2π + 2πn), n ∈ Z�

 ���� ����������� � ���! Ox�
(π
2
+ πn; 0

)
; n ∈ Z� ���� ������"

����� � ���! Oy� #$%&'�
(��)�� )������ y = cosx ���	��*�� �� ���� +,�
������� ���	������� �� ��
� ��������� �� �� [0; π]� � ��-�"

���� �	����� )������ y = arccos x�

y

xπ
π

π π
2

2
O

1

-1

���� ��� ������

����	�� y = sinx

y

x
ππ

2 2
O

y=cosx

y

x
ππ

2 2
O

y=cosx

π

1

−π

-1

���� ��� ������

����	�� y = cosx

������� y = tg x�

�	
��� ������
���� D(f) = {x| x ∈ R, x 
= π

2
+ πn, ��� n ∈ Z};

�	
��� �������� E(f) = (−∞; +∞).
������� ���������������
������� �������� ��� D(f) ���������� ������
��� O �

f(−x) = tg(−x) = − tg x = −f(x)�
������� ������������� � �������� T = π�
������� �� ���������% �������� �� ������
��(

−π

2
+ πn;

π

2
+ πn

)
, n ∈ Z.

 ���� ����������� � ���! Ox� (πn; 0); n ∈ Z� ���� ����������� �
���! Oy� #$%$'�

(��)�� )������ y = tg x ���	��*�� �� ���� +.�



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

������� ��	
������� �	 ���� �����	��� �� ��
(
−π

2
;
π

2

)
� 	 ���

������ 	
����� ������� y = arctg x�

������� y = ctg x.

�
���� 	���������� D(f) = {x| x ∈ R, x 
= πn, ��� n ∈ Z}; 	
�

���� �������� E(f) = (−∞; +∞).
������� ��	������������

������� �������� ��� D(f) ���������� 	�	������	 ������

�		����� O � f(−x) = ctg(−x) = − ctg x = −f(x).
������� ����	�������� � ����	�	� T = π.
������� �� �	�		���� �
!��� x ∈ (πn; π + πn), n ∈ Z.

"	��� ����������� � 	��# $%&
(π
2
+ πn; 0

)
n ∈ Z.

'����� ������� y = ctg x ��	
��(�� �� ���� ))�

������� ��	
������� �	 ���� �����	��� �� �� �������� (0; π)�
	 �������� 	
����� ������� y = arcctg x�

y

0 π/2 x
π−π

−3π/2 −π/2

���� ��� ������

����	�� y = tg x

xπ−π 0
−π/2 π/2

y

���� ��� ������

����	�� y = ctg x

���� �����	
� ����	������������ ��	����

*�	���� +�, ������� �	����#�� �� ��	��� ���	�	�������

���, ������� �� 	��	����� �� -�.� /��������� �, ����	�

y = arcsin x.

D(f) = [−1; 1]; E(f) =
[
−π

2
;
π

2

]
.

������� 	���������& −π

2
� arcsinx �

π

2
.

������� �������& arcsin(−x) = − arcsin x�
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������� ��	�
����������
������� ���
������ �� ������� �	
���������
���� 	�
������� � ������ ������
�
���� ������� ����
���� �� 
���  !�

y = arccos x.

D(f) = [−1; 1]; E(f) = [0; π].

������� �"
������� 0 � arccosx � π. #���� 	������$% ��
arccos(−x) = π − arccosx.

������� ��&���� �� ������� �	
���������

���� 	�
������� � ��$' ()� �*���� � ��$' (+� (0;
π

2
)�

�
���� ������� ����
���� �� 
���  ,�

−π/2

π/2

-1 1 x

y

0

���� ��� ������

����	�� y = arcsinx

π

π/2

y

x
-1 10

���� ��� ������

����	�� y = arccosx

y = arctgx.

D(f) = (−∞; +∞) ; E(f) =
(
−π

2
;
π

2

)
.

������� �"
������� −π

2
< arctgx <

π

2
.

������� ��-����� arctg(−x) = − arctg x
������� ��	�
����������
������� ���
������ �� ������� �	
���������
���� 	�
������� � ������ ������
�
���� ������� ����
���� �� 
���  .�

y = arcctg x.

D(f) = (−∞; +∞) ; E(f) =
(
0;

π

2

)
.



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

������� �	
������� 0 < arcctg x < π�
����� ��������� ��� arcctg(−x) = π − arcctg x�
������� ������ �� ������� ��
������

����� �
����� � ���� � � (0;
π

2
).

!
�"�� "������ ����
��� �� 
��� #$�

y

x
O

π/2

−π/2

���� ��� ������

����	�� y = arctg x

y

O

π

x

π/2

���� ��� ������

����	�� y = arcctg x

����� �����	
��	� �����������	�� ��������

!
�"��� %��	�& "�����' %���� �������� �� 
�� 
���%��
�(

��& � ��%�)�� *�%���
��& 	�%�
�����& �
��
�������'� ��(


�������	� �
����� ������� 
��������� ��%%�
����	� ����
�(

����� +���%��
�% �����
� �� *��& �
��
�������'� ,�� �����	�

�� *�%���
��& �
��
�������' �
���	���� ��� ������� ����
�(

��� 	
�"���� � ��%�)�� �
��
�������� 	
�"��� � � ��%�)�� �
(

��
�������� ����%� ���
������ -�����)�'�� ����� ���
��� ����

����
�' ������ %� �
�)� � ������� �%� . �����% ����� �����(

��� �������% 	
�"�� "������ y = f(x)�

����� ���������	� ����	�� ��������

!
�"�� "������ y = f(x) + b ��������� �� 	
�"��� "������

y = f(x) �����)�% ��
���%� �� ��% �
������% 	
�"��� y = f(x)
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 ������ ���������� ������

��������	
�� �	����� b� �
� �����	
 ����� ������� ����� ��� Oy�
���� b > 0� 
� ������ ������ y = f(x) �	�	���
�� ��	�� ������	���
� ��� Oy � b� 	��� b < 0� 
� ������ ������ y = f(x) �	�	���
��
��� ������	��� ��� Oy � |b| ����� ����

y

b

b>0

y=f(x)+b

y=f(x)

x0

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = f(x) + b

 �!	
�!� �
� �!	�
� �	�	��� �������� !�"� �	�		�
� � ����

�������"�! ������	�� ��� Ox �	��� b > 0 # ���� 	��� b < 0 #
��	���� �������� �� ��	! ���	��! �� ��� Oy �	����� b�

������ ��$� ������ ����	�� y = x2 − 1 
���� �� ������ �� �
���� ����������� ��� Oy ������������ ������� ����	�� y = x2�

x

y

0

y=x

y=x2
-1

2

1

-1

-1

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x2 − 1

%����� ������ y = f(x + a) ������	
�� � ��!�&�' �	�	���
������� ������ y = f(x)� (	)�
��
	���� 	��� �	�	)
� � ��*!
�������
�! X = x + a� Y = y� �
� +������	
� ������	���!�
�	�	��� ����� ��� Ox � −a� !�"� ��!	
�
�� �
� �
���
	��� ��
�*� �������
 ������
�� �����*) ������ ������ Y = f(X)� ����
a > 0� 
� �
��*	 �������
* ������'
�� �� ��*� ������! �����
�� ����� ��� Ox � a� 
��� x = X − a� ���� "	 ������
� ������� �



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

�� ������� �		
����� �	 ��	 ����	 ������� � �
	���	�	�	��	� ���
�
������� � �����	� ���� ���� a > 0 �	 �
���� ������� y = f(x)
��
��	����� �����	 ��
�������	 	�� Ox �� a ���� a < 0 �	 �
����
������� y = f(x) ��
��	����� ���
��	 ��	�� 	�� Ox �� |a| �
��� ����

y=f(x+a)

y=f(x)

y

a

a>0

x0

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = f(x+ a)

�����	 �
����� �	��	 ��
������ � �
	���	�	�	��	� ���
�����
��� 	�� Oy ����� a > 0 � ��
��	 ���� a < 0 � ����	� 	���� 	� ��� 
!��"���# �	 	�� Ox ����"��� a�

������ $�%� ������ ����	�� y = (x − 2)2 
���� �� � �����	�
������ ����������� �
� Ox ����
������� ������� ����	�� y = x2�
���
� ����

y=x2

0 2

y=(x-2) 2

x

y

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = (x− 2)2

����� ����	
 	 �����
�	
 ����	���

&
���� ������� y = kf(x) ��� k ∈ R �	��"����� � �	�	'�(
)
���������* �
����� ������� y = f(x) � k 
�! � ���
������� 	�



�� ������ �	 
������ ������������ �������

��� Ox� �����	
���� ����� ���������	 ��� ����
���� �� k �������
���� ����� ������� y = f(x)� ��� k > 1 ��� ����� �������������
����	
���� � k ��� �� ��� Ox ����� ��� Oy� ��� 0 < k < 1 ���

����� �
���� �
1

k
��� � ��� Ox ����� ��� Oy� ��� k � −1 ��� �����

����	
���� � |k| ��� � ������� !�� ����������"� ������
�����
������������ ��� Ox #����������� ������ ����$% ��� −1 � k < 0 ���

����� �
���� �
1

|k| ��� � ��������	 ������������ ��� Ox #���� &'$�

( ���������) ������ ����*�� y = −f(x) ���������	 ����������"�
������
����� ������������ ��� Ox ������� ����*�� y = f(x)�

(����� �������������	 ������� ��� k > 0 ��
�� ��������� ���+
����	 �� ��� Oy) ����
�� �� �� k� ��� k < 0 � ���� ������ ���,����
�" ���	�� ����������� ���) ��� ��������% ���,� ����������� ������
������ �����

y

1
2
3

-1
-2

-3

0

y=-3sin x

y=sin x

π
x

π
2

π
2

2π

-

- 2π

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = −3 sin x

-����� ����*�� y = f(kx)) ��� k ∈ R) ���������	 � ����!� 
��
���	 ������� y = f(x) � k ��� � ����������� � ��� Oy� �.
�+
��� ����� ���������	 ��� ������� �� k ���*��� ���� ����� �������
y = f(x)� /������������) ����) ��������) f(1) = 0) ��) ������ ������
X = kx) Y = y, �������) ��� ����*�	 y = f(kx) ����!����	 � ����

��� kx = 1) ���� ��� x =
1

k
�

��� k > 1 ������ ����*�� y = f(x) �
������	 � k ��� � ��� Oy
����� ��� Ox% ��� 0 < k < 1 ������ ����*�� y = f(x) ����	�������	

�
1

k
��� �� ��� Oy ����� ��� Ox% ��� k � −1 ������"� ������ �
���+

���	 � |k| ��� � ����������� ����
����	 ������������ ��� Oy #�����



������ �� 	
����� ������������ ������� ��

��������� ��	 −1 � k < 0 	
����� ����	� ��
���	����
� �
1

|k| ��� 

��
�������� 
	�����	�� ����
	������ �
	 Oy�

� ��
���
�	� ����	� ���� 		 y = f(−x) ��������
� 	� ����	��
���� 		 y = f(x) 
	�����	�� ����
	������ �
	 Oy�

���
�� ����!�������	� ����	�� ��	 k > 0 ��"�� 	
����	�� ���#
���	� �� �
	 Ox� �����	� 	� �� k� $�	 k < 0 � %��� 
����� 
������
�������	������ ����������� ����	� 
���� ��������

������ &�'� ������ ����	�� y = cos 2x 
�������� �� �������
y = cos x ������� � � ���� � ��� Oy� ������ ����	�� y = ln(−x)

�������� �� ������� y = ln x ���������� ������������ ��� Oy
����� ����

y

0

y=ln xy=ln(-x)

1-1
x

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = ln(−x)

$������
� 	���"����	 �������	� ��	����� ��
������������
��
����!�������	� ��	 ��
�����		 ����	�� ���� 		 y = f(kx+ b)� �
�	
��� ����	� ���� 		 y = f(x)(

• ���	
����� ����	� ���� 		 y = f(x)�
• �����	�� ����	� ���� 		 y = f(x + b)� 
��	��� 	
������
��� ��	
��� � �� &�))�

• �����	�� ����	� ���� 		 y = f(kx+b)� *
"��+ �������	�
� k ��� � �
	 Oy� ��� ��	
��� �,��

������ &�&�  �
����� 
����!������������ 
���"��������� � 
�#
������� ������ ����	�� y =

√
4− 5x�

- � , � � 	 �(

• ���	
��� ����	� ���� 		 y =
√
x�



�� ������ 	
 ������ ���������� ������

• ������� �	
��� ������ y =
√
x+ 4� ������ ������� 


� ������ ����� ����� ��� Ox�
• ������� �	
��� ������ y =

√−5x+ 4� ��
� �	�������� �
� 	
� � ��� Oy � �
��� ����	
��� ������	��� ����������
��� Oy 

!���	���� �	
���
 ���
�
� 
 	�� �� 

x

y=   x

y

-4 x

2
y=   x+4

y

x

2

4/5

y=   4-5x

y

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y =
√
4− 5x

y=  f(x)

x x

y

y=f(x)

y

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = |f(x)|

���������� "���	� ��#��� ��� ���� �����# y = f(x) ��	������$
��
# � ��	����� T � �� �����# y = K ·f(kx+b)+a ���� ��	��������
#

� ��	����� T1 =
T

|k| %� & � ������ &' (������������ �	
��� ������$

�� ������ �����
���# �� �������� ������� ����� ��� Ox� ��� �
��#�� ��	���� �������)��� *��
����+ ����� ��� Ox� ��� *����$
,
��+ ��	��� � |k| 	
� %��	��� T ������# 
 |k|'� � ����
������
�������� ���� �	��
� 
 K � �������)��� �	��
������ a� ���

�
��� � ����#�� �������,���# ��	��� T1 =
T

|k|  
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�������

�� ���� ���	�

 �� �� ����
�� ��������
��	 � ��������
 �����

�����
 �����
��

������ ���� ������� �	
���� �����
���� ��������

y =
√−x+

1√
2 + x

.

� � � � � 
 �� ������ ���!����
	 !����� �����

 ��� �����"��

�
� �������� ���!����
	 �����
� y =
√−x ����−x � 0 
 y =

1√
2 + x

#

�����{
2 + x � 0
2 + x 
= 0

����� ����	��
 ������ ����������� ������� ������� ��� �����

��� ������ ����������⎧⎨⎩ −x � 0
2 + x � 0
2 + x 
= 0

⇔
{

x � 0
x > −2

���� (−2; 0].
������ �� � ������� �	
���� �����
���� �������

y = arcsin(x+ 1)3�

! � � � � � �� ������ ����������� ������ ������� ��� ���"��

��� ������� ������ ����������{
(x+ 1)3 � 1
(x+ 1)3 � −1

!���� �����# ������
 ����$����{
x+ 1 � 1
x+ 1 � −1 ⇔

{
x � 0
x � −2

���� D(f) = [−2; 0]
������ ���� ���
������ ������� �� �������� � �����������

y =
ex + e−x

2
.

! � � � � � �� ������ ����������� ������ ������� D(f) =
= (−∞; +∞) �������$�� ���������� ��$��� ��������� %�������

���������� ����&� �������� f(−x) = e−x + ex

2
= f(x), ��� �������

$'����

���� $'��� ��������



�� ������	
���
 �����
 �� �������
 �������� �������

������ ���� ���������� 	�
��� y = x2− 5x+6 
� ���
���� 


����
�����

� � � � � � �	 
����� ����������� ���� ������� ���� (−∞; +∞)�
���������� ������������ ��  ��!���� !"�������� !����#� ����!��	

f(−x) = (−x)2 − 5(−x) + 6 = x2 + 5x+ 6 
= ±f(x)
$����!������� ���� ������� �!����!�� �%������� ���%������

�� ������� &������ ��� �% ��'�� ������!��� ! !��� ����" �%����

(y = x2 + 6) � ���%���� (y = −5x) ��������

�!��	 (������ ��)�#� !��� �!����!�� �%������ � ���%������

�� �������

������ ��*� ��� ������

�� 	�
�� 
����� 
���
��� ���

�������
�� ����� T � ��� �
� ����������� y = 5 sin 3x.

� � � � � � �	  ����� ������� y = sinx �!�� 2π� + ����!��,
��!�� � �������� �� ��* ��������� ����'������"� ������ �������

y = 5 sin 3x ����� �!��
2π

3
�


�!��	
2π

3
�

������ ��-� !����� 
���
��� ���������
�� ����� 	�
��

� y = 3 sin 5x+ 4 cos 7x�

� � � � � � �	 + ����!����!�� � �������� ��. ������� y = 3 sin 5x

����� ������������� � �������� T1 =
2π

5
� ������� y = 4 cos 7x / ��,

����������� � �������� T2 =
2π

7
� 0��� ���1��� 1������ ���!��

������� ����� ��!�������� ����1
2π

5
,

4π

5
,

6π

5
, . . . � !����� / ����1

2π

7
,
4π

7
, . . . � 
��!����� ��� ��������� ��)�� ����'������"� ����,

�� ���2 �!�2 ������� �!�� 2π3 ��� � ����� ��������� ����'�����,
�"� �������� �2 ����"�


�!��	 T = 2π�
����������	
��� �����

4����� ������ ����������� �������	

������ ��5� y =
√
1 + x.

������ ��6� y = 3
√
1 + x.



��������	�
� ������ �� �	�
���� 	�
�	��� ������� ��

������ ���� y =
1

4− x2
.

������ ����� y = 4
√
9− x2.

������ ����� y =
√
2 + x− x2.

������ ����� y =

√
2− x2

x
.

������ ����� y = ln(
2 + x

2− x
).

������ ����� y = arccos(
2x

1 + x
).

������ ����� y = lg(
x2 − 3x+ 2

x+ 1
).

������ ���	� y = arcsin(lg(
x

10
))


������� ������� �� �������� � ����������

������ ����� y =
ex − e−x

2
�

������ ����� y = 4
√
9− x2

�

������ ����� y =
√
1 + x+ x2 −√1− x+ x2

�

������ ����� y = 3
√
(x+ 1)2 + 3

√
(x− 1)2�

������ ����� y = lg(
1 + x

1− x
)�

������ ����� y = x2 − x+ 1�

 �! "#�$������ ������� ������ ���%��&�� "���'�����(�

"#��� T ) ��� ��� "#��������!�

������ ����� y = 2 sin 3x+ 7 cos 5x.

������ ����� y =
√
tg x�

������ ����� y = sin2x�

������ ���	� y = sin
√
x�



�� ������	
���
 �����
 �� ������
��
 �������� �������

��������	�
� ������ �� �
	��
���� ������
�
�������

������ ���� ��� ������ 	
��� ��������� �������� � �������

��� �
��� ���������  ������ ������
� 	
����� y = 2x+ 3.

� � � � � � �	 
����� ������� ������� ��������� ����������
��� x ∈ R� ������� �������� �� r� 
� ����� ���� �������� ����!
��� �"����� x #���� y � ����� ������#�� x #���� y� � y #���� x	

y = 2x+ 3⇔ x =
y

2
− 3

2
⇔ y =

x

2
− 3

2
�

$����	 %��������� �� ������� ������� ��������	 R� $�������

������� y =
x

2
− 3

2
�

������ ��&� �
��� f(x) =
√
1 + x2� ������ 2f(x) − f 2(x)�

� � � � � � �	 '� ������ � ������( ������( y = 2f(x) − f 2(x)
������ f(x)  ����� �"�������	 f(x) =

√
1 + x2�

'��#��	 y = 2
√
1+x2 − (

√
1 + x2)2 �� y = 2

√
1+x2 − 1− x2�

$����	 2f(x) − f 2(x) = 2
√
1+x2 − 1− x2�

������ ��)� ������ 
������� ������� 
�������������� ����

�
��� 
������� ������ ��� ��� !���" ��!�
 M(1; 1) ��� 
#���

135◦ � �� Ox�

� � � � � � �	 * ��������� ������ +��,- y− y0 = k(x−x0) �.����
����������� ����� ���.���� �.� ������ � ��/( Ox : k = tg(ϕ)� 
�
 ����� ������ k = tg 135◦ = −1� '� ������ � ��������� ������ +��,-
���� ����" ��#�� M, ���#�� y − 1 = −(x− 1).

$����	 y = −x+ 2�

������ ���� $%!���� 
#�%  ��������% ���&� ���
#����

���� ������% ������#� ���% 
��������� l1 : 18x + 6y − 17 = 0,
l2 : 14x− 7y + 15 = 0, l3 : 5x+ 10y − 9 = 0�

� � � � � � �	 *�� 0� �� �(1�� ������#����	 ����/ A 2 ��#��
������#���� ����"� l1 � l2� B 2 ��#�� ������#���� ����"� l2 � l3 � C 2
��#�� ������#���� ����"� l1 � l3� 3�� �� �.� A �ABC �� ������	

tg∠A =
k1 − k2
1 + k1k2

� . � k1, k2 2 �.��"� �����������" ����"� l1 � l2�

*"����� y �� ��������� l1 � l2	 l1 : 18x+6y−17 = 0⇐⇒ y = −3x+17

6
;



��������	�
� ������ �� �
	��
���� ������
� ������� ��

l2 : 14x − 7y + 15 = 0 ⇐⇒ y = 2x +
15

7
; ������ k1 = −3� k2 = 2�

	�
����� tg∠A =
−3− 2

1− 6
= +1 =⇒ ∠A = 45◦� ����
��� ��
�

�ABC ������ ���������
����
����� ���������� ������ A ��� ���� ������ ���������{

18x+ 6y − 17 = 0,
14x− 7y + 15 = 0

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
y = −3x+

17

6
,

y = 2x+
15

7

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
x =

29

42
,

y = 2
44

105
.

����� A(
29

210
; 2

44

105
)�

������ ���� �������� �	
���� �������� �����	��� �����

ΔABC� �	
� A(1; 1)� B(2; 3)� C(3; 0)�

�  �  � � � �� ��� ������� ������ ΔABC� �� �
�!�� ����"
���  ������  ��#���$� ��! �� ������

AB :
y − 1

3− 1
=

x− 1

2− 1
⇔ y = 2x− 1.

BC :
y − 3

0− 3
=

x− 2

3− 2
⇔ y = −3x+ 9.

AC :
y − 1

0− 1
=

x− 1

3− 1
⇔ y = −x

2
+

3

2
.

	����� AB �
��  
������� Oxy �� ��  �
� 
�������� y � 2x−1
� y � 2x − 1� ΔABC ��� �
�%� � ��� �! ��#� � ������� ��#����"
�� ������ C� 	����
��� ���������� ����� C(3; 0) ����
�������
������� �!  ����&���# ��������� !��
����� ��� ΔABC 
%�� �
 �
� 
�������� ����
������$� ��������� y � 2x− 1�

'��
������ � ��
��� ��� ���������� ���� ΔABC ����
���"

���� ���������� y � −3x+9 � y � −x

2
+
3

2
� �������
��� !��
���"

�� ��� ΔABC � ��
����  ������ (��#  �
� 
�������� ���
������� ���������⎧⎪⎨⎪⎩

y � 2x− 1,
y � −3x+ 9,

y � −x

2
+

3

2
.

������ ��)� ��	������ ������ ������� y = |x2 − 1|�
�  �  � � � *��+�� +���,�� y = |f(x)|  �
������ �! ���+���

+���,�� y = f(x) �
���$�� �-��!�� .���� �)/



�� ������	
���
 �����
 �� ������
��
 �������� �������

• ��� ����� �	�
��� 
����� y = f(x)� ������� ��� ���
Ox, ������� ����	����� ���	� ������	��� ���������� ����
����

• ���������� ���� ����� �������� �	�
��� ������� ���	����
 ������������ !� �!	������" ������ �������������� ����� ���#

��$

|f(x)| =
{

f(x), ���� f(x) � 0,

−f(x), ���� f(x) < 0.

%���� ��	����� �� ������� �������� �	�
���� ����	&� ����� �
��� ��� Ox 'f(x) � 0(� ����� � ���� � ��� ��� ��������� ��#
��	&� ����� ��� ��� Ox� ��� !���	���� 
����" y = −f(x)�
) ������������ � !� *�+ ��� !��������� ������	��&� ����	������
�������� �	�
��� ���������� ��� ,-� .������� ��� !�����&�
�	�
�� ����� � ��� ��� Ox� ��� ���������� ���� |f(x)| � 0 ���
∀x ∈ D(f)�
/���	���� �	�
��� 
����� y = |x2 − 1| !������ � 	��� *0�

y=x  -12

y=  x  -12

x x

yy

-1 1 -1 1

1

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = |x2 − 1|

������ 1�0� ��������� ��	
�� 
����� (|x| − 2)2�

2 � � �  � �$ 3	�
�� 
����� y = f(|x|) !��������� �� �	�
���

����� y = f(x) �����"��� ��	���� '	��� *4($

• ��� ����� �	�
��� 
����� y = f(x)� ������� ����� �� ���
Oy� ������� ���	����

• �������"�� ����� �	�
��� ������� ����	����� ����� ���#
���	��� ���������� ��� Oy�



��������	�
� ������ �� �
	��
���� ������
� ������� ��

����������	
�� � �������
�� ������ ����������	
��� ����� ������

|x| =
{

x, ���� x � 0,

−x, ���� x < 0.

����� �������� 
� 
��
� ����
��	 �� ������� �����
��� ��������
��� ������� x � 0� � ��� x < 0  ����� �� ��� Oy! ������� �����"
��	 ������ ��
�#�� y = f(−x)$ % ������������ � $ &$' (�� �����"
���� ���������
�� ��������
��� �����
��� ������� ��
������	
�
��� Oy$ )������� ��� �����

�� ������ ����������
 ��
������	
�
��� Oy� ��� ��������

�� �$�$ ��
�#�� y = f(|x|) �*�
��  ��������
�����������	
�!$

y
y=f( x )

x x

y

y=f(x)

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = f(|x|)

+������
�� ������� ��
�#�� y = (|x| − 2)2 �����
� 
� ���$ &,$

y=(x-2) 2
y=( x  -2) 2

x x

y

2

4

y

-2 2

4

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = (|x| − 2)2

-����
���
��� �������� ���
� ������	 (����� �������� �����
����
�� ��
�#��$



�� ������	
���
 �����
 �� ������
��
 �������� �������

������ ���� ��������� ��	�
 ����	� y =
√
sin x

� � � � � � �	 
�������� ������� �������� �� ���� ��� �������
�� ������ ������� ��� ��� sinx < 0� �� ���D(x) = {x| sinx � 0}�

����� ���� �� ���
√
u > u ��� 0 < u < 1� � ������ y =

√
sin x

��� ����!  ���!" #���  �$�% �� ��$� ������� y = sin x �������&
��!  ���!"� �� � �' ��������% � ����' ��!'�

x

1

-1

u=sin x

0
π 2π−π

u

y=  sin x

x−π−2π π

1

y

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y =
√
sinx

������ ��(� � ������� ������������ �������
������ ��������

�� ����	 ��	���� y = x2 − x− 2.

� � � � � � �	 )*�� �� �� �*+ ������ �� �����+ ���� ��������!

����,��	 y = x2−x−2⇐⇒ y = x2−x+
1

4
− 9

4
⇐⇒ y =

(
x− 1

2

)2

− 9

4
�

-����� .�+ ����,�� �� �����! � ���/0�+ ��� ������ %���%/
. �������*' ����#��������+ ����� �1"	

1" y = x2.

2" y =

(
x− 1

2

)2

. 3���� ������ ��� % Ox ��
1

2
�

4" y =

(
x− 1

2

)2

− 9

4
. 3���� ���� ��� % Oy ��

9

4
�

������ ��1�� ������
� ���!����" #������ ��	���" ���������

����	 ��	���� y = x +
1

x
$



��������	�
� ������ �� �
	��
���� ������
� ������� ��

x

y

0

-9/4

1/2

2

3

1

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x2 − x− 2

� � � � � � �� � �	��
 ���
 ���	���� �������� ������ ���	���
��
 ������ ����� ����

 �y = x,

��y =
1

x
,

!�y = x+
1

x
.

y=x
y=1/x

y=x+1/x

x

y

0

1

2

3

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x+
1

x

������ "�  � ��������� ��	
�� 
����� � �������� �������

�������	�� r =
1

sinϕ
�����	� �������

� � � � � � �� �#$����� %��$���� r 	�� ������#
 %��$����
ϕ ∈ (0; π) & ��� ��'�����



�� ������	
���
 �����
 �� ������
��
 �������� �������

ϕ �
π

6

π

4

π

3

π

2

r +∞ 2
√
2

2√
3

+∞

A

0 B
x

y

1

1

ϕ

���� ��� ������ ����	�� r =
1

sinϕ

�������� 	
����� 
����� �������� ������ 	�
���� 	������ 	��
��

�
���� ��� Ox� 	��������� ����� ����� ���� � ����! "# ! $���

������
���% �� �OAB ⇒ sinϕ =
AB

OA
=

1

r
⇒ r =

1

sinϕ
!

����������	
��� �����

$
� ������ &���'�� �	����
��� �(
����� � ������� ��� (���� �(�
������� � ������� �(������ &���'��!

������ )!�*� y = x2 − 1�

������ )!�#� y = ln
(x
2

)
�

������ )!�)� y = arctg(3x)�

+���� ϕ(U) = arcsinU, U = f(x) = lg(x)� �������%

������ )!�,� ϕ(f(x)).

������ )!�"� ϕ(f(0, 1)).

������ )!�-� f(ϕ(x))�

+���� f(x) =
√
1 + x2� �������%

������ )!�.� f(−x)�

������ )!�/� f

(
1

x

)
�



��������	�
� ������ �� �
	��
���� ������
� ������� ��

������ �����
1

f(x)
�

����	
� ������	� ������ ������
�����	� �������	� �����

�	���

������ ����� ������ �����	
� ��� ����� M(1; 2) ����������
������ y = 3x+ 7�

������ ����� ������ �����	
� ��� ����� M(−2; 3) ����	
�
������� ������ y = 2x− 8�

������ ����� ������ �����	
� ��� ������ ����	
��� 
 �����

��� ���� 45◦ � ������ y = 2x+ 5�

������ ����� �����
� f(x) � �
������ ���	
� ��� �����
 
��
!

f(−1) = 2 
 f(2) = 3�

���
��
�  �!	"	 !��"#	��

������ ���$� y = (x− 1)3 + 2�

������ ���%� y =
x− 2

x+ 2
�

������ ���&� y =
√−x�

������ ���'� y = ln(1− x)�

������ ���(� y = 5 sin(2x− π

3
).

)����*+�� ���,��	� 	 �����	� !��"#	�� ���
��
�  �!	"	�

������ ����� y =
1

x2 + 1
. "���� #���
�

������ ����� y = x2 +
1

x
. $����� �� �����

���
��
�  �!	"	 ���,��� !��"#	��

������ ����� y =
1

sin x
�

������ ����� y = lg(cosx)�

���
��
�  �!	"	 !��"#	� � ������� �	�
��� "���	��
�





������ �� 	
���� ��
��� ��
���� ��

���� ������	 x
 |x| � 1
 ���������	� ��� ������� y� y = ±√1− x2

��� ����� �������� ��	�� �	������� y =

√
1− x2 ������� ���	�

���	������� � y = −√1− x2 ������� ���	���	��������
������� ����������� ���	������ � ������ � ���� M(a; b) �

����	�� R !	�� ���� ����

(x− a)2 + (y − b)2 = R2, �"�#�

���� ���	������ ����	�� R ��� $��������� ���� ���� �������
���
 ������%���� �� ���������� R > 0 �� �����
 ��� � �����������
� ����	�� �"�#� d =

√
(x− a)2 + (y − b)2 = R.

& ���������
 ���	������ ����	�� R � ������ � ����� ���������
����'����� 	�������

x2 + y2 = R2.

������ "�(� ����� ����� 	
������ �������� x2 + y2 = Rx?

)  *  � � � +����� ���$��� Rx �� ����� � ��	, ����� �
�'���� ����' �������
 ���	����

x2+y2 = Rx⇐⇒ x2−Rx+y2 = 0⇐⇒ x2−Rx+
R2

4
+y2 =

R2

4
⇐⇒

⇐⇒ (x− R

2
) + y2 =

R2

4
.

-���� ����� 	������ ����'��� ���	������ � ������ � ����

M(
R

2
; 0) � ����	��

R

2
.

.���� ���� ���������� �� ��������� 	������� ��� � �����
���'�
 ��� � � ������'� ������������ F (ϕ; r) = 0� /��� ��� 0���
����������� r �� ϕ �!����� �� ��� �����
 ��� ������	 ������,
ϕ �� �!����� �������� ���������	� ��������� ������ r
 ��
������ ����� !	�� $������� �	����� r �� ϕ : r = f(ϕ).

������ "�#� �	���	��� ������ �������� ������	�  
	������

�		�������� ��������� r = 2 sin 3ϕ, ϕ ∈ (−∞; +∞).

)  *  � � � 1������� ��!���	 ������'� ������ 0�� �	���
����

ϕ 2
π

18

π

9

π

6

2π

9

5π

18

π

3

π

2
3 2 (

√
3 #

√
3 ( 2 �#

+����	��� ��
 ��� �� $������ �	����� r = 2 sin 3ϕ
 ����������
$� � �������'� ����������� �� ���� 45
 ���	�
 ��� �����������'



�� ������ 	
 ����� ������ �������

π/3 2π/3−π/3−2π/3 0

2

−2

r

ϕ

���� ��� ������ ����	�� r = 2 sin 3ϕ 
 ������
�� ����������

�������� r �	
�	����� �� ��	�������� ϕ ∈ [0;
π

3
],

ϕ ∈ [
2π

3
; π], ϕ ∈ [−2π

3
;−π

3
] � ����� ��������� ��	 ���� 
 �	������

�		�������� �	���	��� ������ 
 ����	�� ϕ ∈ [0;
π

3
]� �	 
 ����	���

ϕ ∈ [
2π

3
; π], ϕ ∈ [−2π

3
;−π

3
] � ���� 
�� ������� ����� ����	������� �


 ����	��� ϕ ∈ (
π

3
;
2π

3
), ϕ ∈ (−π

3
; 0) � ���� ������� �� ������ ���� ���

r < 0� �	������ ���
�	� ������ �	��� � �		���������� ���
������ 

�� 
 �����!�� �	������ ������ ���
������� �� ���� "#�

$��	� ������ ����
�� ����
�� %�����������	
�� �	��&�

2

1.5

1

0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

���� ��� ������ ����	�� r = 2 sin 3ϕ 
 �������� ����������
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���� ��
��� ��
���� ��

���� �����	 �
����� ������

����������� ���	 ������ ������� 	��
�� �������
 ����
�

�	�����
��
 � ��������� ��������� ����������

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. �����

��	
� �������	��� � �	�
����	����	 ��
�� �� � �����	� �	�	�
�� �� ��
	� A, B ��� C �	 ���� � �!� "�#
�� #����	��� ��$
�������	��� � ���	 2B, 2D, 2E 
���	� $
� �� �����	�%	&�

'
	& 
 (	
�� 	� ��� )�	�����*+ �����* ���& ��$���, ��-
���
 ��� .�
�� � ��
���� 
� ��� �����
��� &��	�#�� � ����#���
�	 
����$ ����	 ������ ��� )���� �	�	
	��!(�*
$ ��$��*+ ������-
�	�� xy = 0� )���� ������	����* ��$��*+ �������	�� (x − y)2 = 4)�
)����+ �������	�� (x − 5)2 + (y − 1)2 = 0)� )��$��$+ �������	��
(x−1)2 = 0) � )�����	 �����	+ �������	�� x2+y2+5 = 0)� �����
�	 
��	�
�� 	� �� ��� �����

���� ��������
�

/��		 #�� �� �	�  ����	��	 ����� �� .�
�� ���� 
� R 
 �	�-
��� � ���	 M(a; b)� 0�  ����	��	 ���� ������ ��	� �� .�
�� 	
��
�����$ ���& ��$���� 1.� �������� ��  ����	��	 ������ � �-
��� A = C � B = 0 
 ��(�! ����	��$ � ���& ��������
��.�� &� ��� ��	�� Ax2+2Dx � By2+2Ey �������
$ � ��� ������
��	�	�$!(	� �� .�
�� ���� 
� R ��� � ��� , (x−a)2+(y−b)2 =
= −R2� �	 ��	�	�$!(	� ����! ���R 
= 0� 2��.	� �� �� ����	�	�


����� ���	 ������� ��� �������� 2x2+2y2−4x+8y−13 = 0
�	�����
�� �����������

/ 	 % 	 � � 	, 2�	��� #	 ��
�� �� �� �� ���  ����	��	 � ���	,
x2+y2−2x+4y−6, 5 = 0 ���� ���	�$$ ����� �������, (x2−2x+1)+
+(y2+4y+4) = 11, 5⇔ (x−1)2+(y+2)2 = 11, 5.1� �� ���  ����	��	
�� .�
�� 
 �	���� M(1;−2) � ���� 
� R =

√
11, 5�


����� ��3	 ������� ��� �������� x2 + y2 + 6x− 6y + 22 = 0
�� �	�����
�� ������ ������

/ 	 % 	 � � 	, 4���&��� ��	��� (	� � ���	�$$ ����� ��������
�� ��	�, x2+y2+6x−6y+22 = 0⇔ (x2+6x+9)+(y2−6y+9) = −4⇔
⇔ (x+ 3)2 + (y − 3)2 = −4.
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���� ������

����������� ���	 �������� �	
��	��� �������� ��� ����

���������� ����	 �	�������� �	���� �
 ������� �� ���� �	����

���� ���� ���������� �	
��	��� �����	��� �	��	 ���������� ��

������

����� 	
���	�� ����������� 
����	� 
������ ������������� ���
��� ��
������� ���	�	�� ������ ��

����	� ����� ����
��	�
 ��!���	� ����
� F1 	 F2� ��

����	� ����� �	�	 2c� � 
����

��

����	" �� �	# �� ����� ���	�
� ����! 2a (2a > 2c)� $������ ��%
������� 
	
���� �����	��� ��� ����!��� �� �	
� &&� '� ���������	
���	�
�( MF1 +MF2 = 2a� '���!��
� �������" )*�&+� ��������(√

(x+ c)2 + y2 +
√
(x− c)2 + y2 = 2a⇔

√
(x+ c)2 + y2 =

= 2a−
√

(x− c)2 + y2 ⇒
⇒ (x+ c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 − 4a

√
(x− c)2 + y2 ⇔

⇔ a2 − cx = a
√

(x− c)2 + y2 ⇒ a4 − 2cxa2 + c2x2 =

⇔= a2((x− c)2 + y2)⇔ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

M(x;y)

y

xF (-c;0) F (c;0)21
O

���� ��� ������ ���	
�� 	 �	
�����

 ��!���	� b2 = a2 − c2 > 0� ��������( b2x2 + a2y2 = a2b2 	�	(

x2

a2
+

y2

b2
= 1. )��,+

-������	� )��,+ ��!�����
� �����	��
�	� �������	�� ���	�
�� a
	 b . �����
��	� a . ������� �����
�� b . ������ ���� b =

√
a2 − c2 < a�



������ �� 	
���� ��
��� ��
���� ��

��������� x � y 	
��� 	 ���	����� ����� 	 ����
 ������
� ������
���������� ���������� ���� Ox � Oy� ������	 y �� ���	�����

���� � ��������! y = ± b

a

√
a2 − x2, |x| � a� �� �������� �� ������

����� �� �	�
 ����������
 ����	��� 	��
��� y =
b

a

√
a2 − x2 �

��"��� y = − b

a

√
a2 − x2� ��� x = a, y = 0� ��� �#�	���� x � a

�� $� y 	������� � $ �� b� % ����� �������� �������� ����&�
���#��"����& �� ���� '(� )���� ����������� ������� � ����� ����*
���� ����	�&�� 	��+����� A1(−a; 0), A2(a; 0), B1(0;−b), B2(0; b)�

,��+���� ε =
c

a
����	���� ���-��������� ��������

F1 F2

B1

A A
O

1

2B

2

x

y

b

a-a

-b

-c c

���� ��� ������

)�� ��� 2a > 2c� � ε < 1� .��-������� ��������� /����
�������! ��� ����+� ε� �� ����+� �0� ����� ������� b ������*

�� � #���+�� ������� a

(
b2

a2
=

a2 − c2

a2
= 1− c2

a2
= 1− ε2

)
� ��� ��

����+� ������ 	���� 	���� /�������� ��� 12� � �������� ���
ε → 0, a = b � ��������� ����"���� x2 + y2 = a2 ������� a ���
��� c =

√
a2 − b2 = 0� ��� F1 = F2 = 0� 3��� ������ �������"�� ���

�� -��� �0� �������� ��
����� 	 ���� P (x0; y0)� � ������� �����*
������ ���� ��������� �� ������� � ��	�� ���������� X = x−x0�
Y = y− y0� ������ �����
 ��	����� � ����� P � � ��� �����������



�� ������ 	
 ����� ������ �������

�������� 	��
 �
 �
�� �������� ��� � ����� ����������� ������ ����

�������� ������������ ����������
X2

a2
+

Y 2

b2
= 1
 ��������� ������

������� � ������ ����������� ������

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1 	 
 �

���� ������	
�

�����������  
!	 ���������	 
�������� �
������� ���� ���

��� ���������� ������ ���
���� �������
�	 �����	 �� ������ ��

���� ��

� ����� ���	 ���������� 
������� ��������� ����
 ���

����

�	 ������
��

"���� ����#���$ ����%������ ������� ������� �����������$� ���
��� ���������� �������� ���$&� ����


'��(����� )����� F1 � F2� ���������� ��%�� ���� 2c� � �����$
��(����� ���������* �� ��� �� ����� ��������� ����( 2a (2c > 2a > 0)

+������ ��������� ������� ���������� ��� ����(��� �� ���
 ,,
 -�
����������# ���������� MF1 − MF2 = ±2a
 -��$(���$ )������*
	�
,�� ���������� ����� ��� ��� ���� ������� ��� �������� ���������√

(x+ c)2 + y2 −
√
(x− c)2 + y2 = ±2a⇒

⇒ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

'��(����� b2 = c2−a2 > 0 	�������� � ������� )������ 	 
!� ���
��������� ��������� −b2x2 + a2y2 = −b2a2� ����

x2

a2
− y2

b2
= 1 	 
,�

��������� 	 
,� ��(������� ������������ ���������� ����������
a � b . ���������� a . ��*�������$��* ������$#� b . �����*
 /��
��� x � y ������ � ��������� ���$�� � �0���� ��������� ���������
����������� ���������$�� ���* Ox � Oy
 +���(�� y �( ���������

	 
,�� ��������� y = ± b

a

√
x2 − a2, |x| � a� ��� �(������� ��� ���������

������� �( ���� ������������ �������� ������* y =
b

a

√
x2 − a2 �

��%��* y = − b

a

√
x2 − a2
 -�� x = a y = 0� ��� ��(�������� x �� 1 ��



������ �� 	
���� ��
��� ��
���� ��

+∞� y ��� ����	�
 ���� ��������� �� � �� +∞� � ������ ���������
�������� ��	��� ��������		�� 	� ��� ��

F

-c
1 F2

c

y

xa

b

A A1 2

���� ��� ��������	

����� �������	��  �������!  �"� Ox #$����"	�
 �"�% 	��!&
����� �� ���'�	��� A2(a; 0), A1(−a; 0)� � �"� ����	��  ��������
	� ����������� ��(���� $����"	�� �" 	��!����� ��
������"	�

�"� #a ) ��
������"	�� �����"%� � �����	�������	�� �
 �" ) �	�&
��
 �"� #b ) �	���� �����"%� *��	� �������"� ��� ��� 	�� ��	�&
��		�� �������	�� ��+�! �����  �������! 	�� ��	���		� ���&

�������� � �����
 y =
b

a
x #��������	� 	� ��� �� ��	������%� �����

������� � ������
 	�� ��	���		� ����������� 	�������� ��	��� 	�&
�!����� ��������
� ,� �������	�
 �������� �!������� ��� �  �&

������! ��� �������!- y =
b

a
x � y = − b

a
x� ��������		!� 	� ��� ��

��	������� .����� ��"	��  +�	���� � 	����� ������	��� � ����&
	��� 2a � 2b, ��������"	!�� ���� 	��!����� �	��	!�� /������!
������� � � ��� �	������

0�	�'�	�� ε =
c

a
	��!����� (�+�	���������  �������!� ����

2a < 2c� �� ε > 1� 1�+�	������� ���������� $����  �������!-
��� ��	"'� ε� ��� ����� �!��	�� � 	�������	�� $����"	�
 �� ��

�	��	�
 ������ ��"	�� (
b2

a2
=

c2 − a2

a2
=

c2

a2
− 1 = ε2 − 1)� 2��

a = b�  �������� 	��!����� ���	�����		�
 #���	����	�
%� 3�� 	��

x2 − y2 = a2� �������!- y = x, y = −x, ε =

√
a2 + a2

a
=
√
2� 2��



�� ������ 	
 ����� ������ �������

����� �����	
�� ����� �� ���������� ���
����� � �
��� P (x0; y0)�
� 
�� ����������� 
��� �

������� �
� �������� ������������ ���
���
� �

������ �� ����� ����
����
 �
� � ��� !�
 	��
 ������
 ���
!������� �
� ���  �������� �����	
��"

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1. #�$�

%�������� ������
� ���
� �����	
�� 	 ���" y − y0 = ± b

a
(x− x0)�

&������� ��
  �������� ����
	
��
� �����	
�� x2 − y2 = 1 ���

�
�
�
�� 
��� ��  �
� α = −π

4
��� ������ ��' ������ �� ���������

��� XY = 1/2�

���� ������	�

����������� #�#	 ��������� ��	
����� �������� ���� ��

��� ��������� ������������
� � ������ ���� �� ��	
������ ���

������ � ������ ������ �� ��	
������ ���������� (F /∈ d)�

(	
)����� �����
���� 
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� �� �
 ���������� p� +�� ��������
��)������� ��������
� ����	
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�� MF = MN � 0) ���� '-� ���
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MN = x+
p

2
; MF =

√
(x− p

2
)2 + y2.
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x+
p

2
=

√
(x− p

2
)2 + y2 ⇒ x2+ px+

p2

4
= x2− px+

p2

4
+ y2 ⇔ y2 = 2px,
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y2 = 2px. �����

��������� ����� ���������� ���
������� ���������� 	����
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��� ��� y ��
��� � ��������� �  ��
! ���	���� 	����
�� ������"
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�����#�
 
�� Ox� $������ y �� ���������� 	
������ y =
±√2px, x � 0� ��� x = 0 	
���� y = 0� %
&�� x �
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� '
�
 +∞� y � ������! 	
��	�
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��� �
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�� ���
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�
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(y − y0)
2 = 2p(x− x0) ���1�

������ ���� ����� ���	
� ������
	� �������	� �
� ��� ����

���� y = 4x2�

2 � . � � � �� %�� �������
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�#) ��������� 	����
�� y = x2
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�# Oy� � ���.��
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��� ���	�	
� ��		��

�������� � �
��� x2 =
1

4
y� ����� 2p =

1

4
, p =

1

8
� ������ ���� 
����

�����
	��� F (0;
1

16
)� � �
�����
�� � ���	�	
� y = − 1

16
��
�� � !�

F 1

d1

16

16

y

x

���� ��� ������ �����	
� y = 4x2

���� �����	
 � ��	
�
�		 ���
�� ����
�	�

������ ������� � �����	�
����� 	��

"��
 � ��#�� ���	�	

 ��
��� �����$� ������� �%�&!

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0

�����
'
�	� 2B 
= 0, �� �������
� ������� ��� 
���(�	� ���(�
����'
� &)! ��� ���	�	
� ������������ � �
�� � ������� �������*
�� +��	 � ���
�����	
�� �����
	�� ����� 2B = 0!�

��� ��
����	
� � ��	�	
+����� �
� ���	�	
� �%�&!� � �������
2B = 0� 	���,��
�� �����	
�- +��	�� �����(�#
� x 
 y� �� ���	�,
����������

"��
 ��
 ���� (B = 0) A = C� �� ���+
��� ���(	���- ���
���
%�&!� ��+�� 
�
 �	
��� ���(	���- ���
��� %�.!�

"��
 ��
 ���� (B = 0) A 
= C 
 A · C > 0� �� ���+
��� ���
��
���
��� %�/! 
�
 �	
��� ���
���

"��
 ��
 ���� (B = 0) A 
= C 
 A ·C < 0� �� ���+
��� $
�������
���
��� %�0!�



������ �� 	
���� ��
��� ��
���� ��

���� ��� ��	
 (B = 0) A · C = 0 ���� A = 0 ��� C = 0�� �	
�	������� �����	�� ����
� ����

������ ���� �������� � �	
�
������� ���� ��	�
�
�� ������

x2 − 2y2 + 2x+ 12y − 33 = 0� ���������� � ��������� ���

�  �  � � � ��� ���	�� �	���� �! x� � ���	�� �	����"
 �! y� �#�	���
 ����$ � ��	���%	����� � �#����
 �	��	&	
'��������

x2 + 2x = x2 + 2x+ 1− 1 = (x+ 1)2 − 1;

−2y2 + 12y = −2(y2 − 6y) = −2(y2 − 6y + 9− 9) = −2(y − 3)2 + 18.

����	 ������� ���( 
	��	 �������( ��'�

(x+ 1)2 − 2(y − 3)2 − 1 + 18− 33 = 0,

	�'���
(x+ 1)2 − 2(y − 3)2 = 16

���
(x+ 1)2

16
− (y − 3)2

8
= 1.

)#�	���
 ��	���%	���� �������(�	&	 ���	�� 	�* � �	�#

�����	
 O1(−1; 3)� X = x + 1; Y = y − 3. +	&�� ������� '���	*
���
� ����

X2

16
− Y 2

8
= 1.

,�	 ������� &����	�# � �	��	��
� a = 4 � b = 2
√
2. -� ���� �.

��� '����� �	���	�� � ����
 '		������ O1XY. -	 
	��	 	�����
/ � ' ��!	��	* ����
 '		������ Oxy� '	�	��� ��'� �
��� ��
���� �.� ) �		�������� � �%�	���#
 � �� � ������� ���
��	� � ��"

!	��	* ����
 '		������ ����� y−3 = ±
√
8

4
(x+1)� 0	�� ���	 ���

�	����
� y = 3±
√
2

2
(x+ 1).

������ ���� ��������� � �	
�
������� ���� ��	�
�
�� � �����

������ ��� ������� x2 − 6x− 4y + 29 = 0.

�  �  � � � )#���
 �	��#* '������� x2 − 6x− 4y+ 29 = 0⇔
⇔ x2−6x+9 = 4y−20⇔ (x−3)2 = 4(y−5)� 1���� %�
�� '		������
X = x− 3� Y = y − 5 
# �	����
 '��	����'	 ������� �����	�#
X2 = 4Y � 	�($ OY � ����
��	
 p = 2� +�'�
 	���%	
 ��!	����
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O 1 3
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���� ��� ��������	
(x+ 1)2

16
− (y − 3)2

8
= 1

�������� ��	�� 
	���� A(3; 5) � ��� x = 3 ������	���� ��� Oy
����� ����

������ ���� ��������� � �	
�
������� ���� ��	�
�
�� � �����

������ ��� ������� x2 + 4y2 + 2x− 24y + 21 = 0�

� � � � � � �	 
����� ����� �������� ������ ���������	
(x+1)2+4(y−3)2 = 16� ����� ������ ���������	X = x+1� Y = y−3�

������ ������������ ��������� �����	 X2 + 4Y 2 ⇔ X2

16
+

Y 2

4
= 1

� ����������� a = 4� b = 2� ����� �������� �� ����� ���� ���
!���� A(−1; 3) � ������ a = 4� b = 2 "���� #$%�
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���� �����	
� ������	����������

����������� ���	 ������� y = f(n)� 	
����� 	���������� �	�

�	�	� ������� ��	����	 ����������� ���� N � ��������� �����

���� ���������	�	 ���������� ��� ���	�	� �	���	�������	��� 

�	�� ���	
�
 �
�	�
���	��
��� ����
	���!��" � �
�"�� �
#�
�������" ����$���%

y1 = f(1), y2 = f(2), y3 = f(3), . . . , yn = f(n), . . . .

y1 = f(1) & ���� �	� �
�	�
���	��
���� y2 = f(2) & ��
�
 �
yn = f(n) & n� �	� �
�	�
���	��
���� �	� 
'(� �	� �
�	�
�
���	��
���� )
�	�
���	��
��� �����
 
'
#����!� {yn}� )��$��
���	
��* �
�	�
���	��
�� %


����� ���	 1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . . ��� {1/n}.

����� ��+	 −1, 1,−1, 1, . . . , (−1)n, . . . ��� {(−1)n}.

����� ��,	 1, 3, 5, . . . , 2n− 1, . . . ��� {2n− 1}.

����� ��-	 0, 1/2, 2/3, . . . , (n− 1)/n, . . . ��� {(n− 1)/n}.
.������ �#$���" �	�
� �
�	�
���	��
��� ��#	���� /# ����

����	���* ���$�
� ����
� ��
 �
�	�
���	��
��� $
0� '��� �
#�
�����!( yn < yn+1 1���$�� ��, � ��-2� �'���!( yn > yn+1 1����
$� ���2� 
��������
 ���#� 1���$� ���2� 
��������
 ���*� 1����
$� ��-2� �
��������
 1���$� ��,2� )
�"��" �
#�����!( � �'��
��!( � 
��������
 ������� '�	� ���� ���� � 	���� ,�
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����� ����������������


����������� ���	 ����� b ���	
���� �������� �����
�� ������

��
���������� {yn}� ���� �� ������ �������������� ����� ������

������ ����� ε ������� ����� ����� N � ��� �� 
��� n > N 
	����

���� ����
����
� |yn − b| < ε�

�����	�
���� ������ ������	���� �����	� ���	�������	������

lim
n→+∞

yn = b : �����

∀
ε
(ε > 0) ∃ N ∀

n
(n > N)⇒ |yn − b| < ε.

����	�� ����������� |yn − b| < ε �������	��� b− ε < yn < b+ ε�
�� ��������
���� ����	 �����	� ���	�������	������ �� �� ����!
������� �	���"#�� �$�����% ��	� ���	�������	������ ����� �����!
	�� 
��	� b� �� ���� $� �� $�	� ε > 0� �������� ���� N � 
�� ���
��
�� ���$�� �"#�� 
	��� ���	�������	������ � �������� n > N �
������� � ��	���� ������
����" ������� y = b−ε, y = b+ε ����� &'��

b

ε-b

b+ε

... n-2 n-1 N n n+1 n+2

Y

X1 2 3 40

���� ��� ����������	
�� 	��	 ������ ��	����������	��

���� ��������
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��� ���	�������	������ ��	�"��� ����������� )$!
#�� 
	�� ���*����
���� ����������% an = a1+ d(n− 1). +�������!

���
���� �������� ���*����
���� ����������% an+1 =
1

2
(an + an+2)�



������ �� 	�
��� �����
�� ���������� ���

����� k ����	
 �����������	� ��	������� Sk = a1+a2+ · · ·+ak =

=
1

2
(a1 + ak)k =

1

2
(2a1 + d(k − 1))k�

��	����������� ��	������� � ����	
�� �	����	
������	���� ����

�� ���� �	�	�	� 	������ 	� ����� � ������ ����� ������� �	 
�	�	�
�	� ��
�� ��������
�� ��� ������ ���	����	�� �� 	��	 � �	 �� ��
��
�	� ���� ����	 q� ��!�
���	� !����������� ��	���������	� ��	�
������� ⇒ b1 = b(b 
= 0); bn+1 = bn · q(q 
= 0)�
"# �� ���� ��	���������	� ��	�������$ bn = b1 · qn−1� %���������

�������	� �
	���
	 ��	���������	� ��	�������$ |bn+1| =
√
bn · bn+2�

&	����� ����� k ����	
 ��	���������	� ��	�������$ Sk =
b1(1− qk)

1− q
�

'�� #���	����	 �#�
�� �� ��	���������	� ��	������� |q| < 1 � ����

�� S =
b1

1− q
�

���� ������ 	
����

(��� �� �����	����� ������ �	����	
������	��� yn� �	 yn = f(n)
���� ���)�� ���������	�	 ���������� !������ �� ��������� ����
�� ���	 � ������	� ���)�� ���������	�	 ���������� *����� 

����
�	����� ������� ���)�� 	� �������
�	�	 ���������� ( 	������ 	�
������� �	����	
������	��� 	���������� ������� ���)�� !�
���� 	�
���	
�� ���������� ��������� ���)�� +x → +∞, x → −∞, x → x0

� ����,� -����	���� ���	�	��� �! ��.�
/�0�1� ������ ���	
�� ��� x→ +∞ 2�	������ .������� �!�����

��� ���)�� y = f(x) = 2− 1

x
��� 
	!�������� !������� ��������� x$

� 1 3 14 144 1444
� 1 1�5 1�6 1�66 1�666

� �	���	�� �7 ����� +���� 8/,�

2����M(x, y) � ���� �� �	��� ������ ���)�� y = 2− 1

x
� *	���

�����	����MN 	� 9�	� �	��� �	 ����	� y = 2 �	��	 	��������� ���

d = |y − 2| = |f(x)− 2| =
∣∣∣∣(2− 1

x

)
− 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

−x
∣∣∣∣ = 1

|x| .
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0

2

x

y

���� ��� ������ ����	�� y = 2− 1

x

���������� ����	
������  ����� ������	� ��������� x ������

�	� d ����������� ��	 x >
1

ε
� �� |f(x)−2| = 1

|x| < ε� ��
����������

�����	� �������	����� ��	��	����� � �	��  	�	 ��	 ���������
�������!"�� x #x→ +∞$ 	���� ���
���� �	��  �

����������� %�&	 ����� b ���	
���� �������� �������

y = f(x) ��� x→ +∞� ���� ����
� �	 �� �	�� ������������� �����
ε� ����� ����� ����� ����� N � ��� �� 
��� x > N 
	�������

����
����
�

|f(x)− b| < ε.

�	����	����� ���	� ���
��� �����		 ��	 x→ +∞'

lim
x→+∞

f(x) = b : ∀
ε
(ε > 0) ∃ N ∀

x
(x > N)⇒ |f(x)− b| < ε. #%� $


������� %�(	 ���
��
 ����������� ������� �������
��������
��� � ������� ������� ��� x → +∞� ����� ������� 
	
�� � ����
��� ��� �������  �� !��� ������ �������
���������� 
����

�����	� ������� ������� ������� ��� x→ +∞� �����
�������� 
��
����������
���	� ���� ������	 � �������� ������� ��� x → +∞
��������� �� ������	 �������
���������� ��� n→ +∞�

� ��)��� ����� ��� ���������� |f(x)−b| < ε *��	�������� 	����
��������� b− ε < f(x) < b+ ε� �������	���	+ �,� ���
��� �����
�		 ��	 x → +∞ ����� ���	��!��	������  ����"�! ����	��
�����		 #�	� --$�
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0

b

N

b - ε

b ε+

y

 x

���� ��� ����������	
�� 	��	 ������ ���
��� ��� x→ +∞

���������� 	
���� ������ 	
� x→ +∞ ����� ������ 	������
	
����� ������ 	
� x→ −∞�

lim
x→−∞

f(x) = b : ∀
ε
(ε > 0) ∃ M ∀

x
(x < M)⇒ |f(x)− b| < ε. �����

��������� ���� ������ � lim
x→+∞

f(x) � lim
x→−∞

f(x) 	 
���
����

����
����	����� lim
x→∞

f(x)�

�	
�������� ����� 	
����� ���������� �� �	
�������� ��� ���� ���
������ ������ x > N � �
� ���� !��� ���" x� ����"� ��� |x| > N � �#$
	������� ��
�������� |f(x) − b| < ε%� &
���� �������� � lim

x→∞
f(x)

����� x �����  ��������� �����'�� �� O �� ���'�� ��	
���� �� ���'$
�� ������� �� � �( #� �
��� �	��� ��� ��	
���
 ) 	�	�
������
����� *���� +������� ��� �* �,���������� ��������� 	
�����

lim
x→∞

f(x) = b

������ �,���������� ������#" 	
������ ���- ������ 	
�
x→ +∞� x→ −∞ � �" 
��������� ����  ���.

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = lim
x→∞

f(x) = b.

� 
����� ���
������ ����
��� /�	
���
 lim
x→+∞

arctg x =
π

2
�

lim
x→−∞

arctg x = −π

2
� � lim

x→∞
arctg x �� �,�������



��� ������ 	
 ����� �������
 ����������

������� ���	
�� lim
x→∞

f(x) �����
 �� ����� ������ �������� ���

����	�

������ ������ ���	
�� ��� x→ x0

����������� ���	 ����� b �������� �������� ���	
�� y = f(x)
��� x→ x0� ���� 	�	��� �� �� ���� ε������ ����� ��	�� ����� N �
M �N < x0 < M����� ��� ���� x� ������� � ��������� (N ;M) � �
��	�!������� ���" ������ ���	� x0�� ����������� �����������

|f(x)− b| < ε.

�����������	 ����� ������� !���"�� ��� x→ x0#

lim
x→x0

f(x) = b : ∀
ε
(ε > 0) ∃ (N < x0 < M) $���%

∀
x
(N < x < M, ����� ���� x = x0)⇒ |f(x)− b| < ε.

&����
�������' ����� (
��� ������� ����� ���	
 �� ���!��� ��
���� )*�

0

b

N Mx0

y

x

b +ε

b- ε

���� ��� ����������	
�� 	��	 ������ ���
��� ��� x→ x0

����������� ������� !���"�� ��+�� ��
  ������ �� ���� ����

����������� ��,	 ����� b �������� �������� ���	
�� y = f(x)
��� x → x0� ���� ��� �!��#� ε > 0 ���������� δ = δ(ε) > 0� ��	���
��� |f(x)− b| < ε ��� 0 < |x− x0| < δ.



������ �� 	�
��� �����
�� ���������� ���

lim
x→x0

f(x) = b : ∀(ε > 0)∃(δ > 0)∀(|x− x0| < δ, ������� x = x0)⇒

⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

���	
 δ 
����	��� �
�
� ���
�
��� δ�
������
��� �
��� x0 � ���
�����	 �x− δ, x+ δ�� �
������� �
��� x0� ��� 
����	���� ����	�
 ���!�� ��� x→ x0 �"�# � "�$� ����
��	��%�

���� �����	�
����� 
�����

&����
���� �����	� �	����� �
'� ��(�������� ���������� x ����
�	������� � x0 �	����

����������� "�"	 ����� b1 ���	
���� �������� �������
y = f(x) ��� x → x0 ���
�� ���� ����
� �	 �� �	�� �����������
��� ����� ε� ������� ����� ����� N ������� x0�� ��� �� 
�� x�
����!� ����� N � x0 �N < x < x0�� 
	������� ����
����
�
|f(x)− b1| < ε"

)���	  ���!�� ��� x→ x0 �	��� 
�
(������ ���*
lim

x→x0−0
f(x) = b1� +���
	 x → x0 − 0 
(������� ��
 x ��������� � x0

�	����
,�
����������� ��%�	 ����	�  ���!�� ��� x → x0 − 0 (��	��

������ � �	������* ���
�
 �% �� �%	
 ε > 0� ������� ���
� ���	

N(N < x0)���
 	� ���- x� (��	�����%- ���� N � x0� '�� ��  ����
!�� 	���� � �
	
��� 
'��������
� ����%�� y = b1 − ε � y = b1 + ε
����� ./��

lim
x→x0−0

f(x) = b : ∀(ε > 0)∃(N < x0)∀(N < x < x0)⇒

⇒ |f(x)− b1| < ε.

0��	
'���
 ����	�  ���!�� ��� x→ x0 �	��� ��
���� �
�����
����	� ��� x→ x0 �������

����������� "�.	 ����� b2 ���	
���� �������� �������
y = f(x) ��� x → x0 ����
�� ���� ����
� �	 �� �	�� �����������
��� ����� ε� ������� ����� ����� M �������� x0�� ��� �� 
�� x�
����!� ����� x0 � M �x0 < x < M�� 
	������� ����
����
�
|f(x)− b2| < ε"



��� ������ 	
 ����� �������
 ����������

0

b1

0N x

y

x

ε1+b

εb1

���� ��� ����������	
�� 	��	 ������ ���
��� ��� �→ x0 − 0

lim
x→x0+0

f(x) = b : ∀(ε > 0)∃(M > x0)∀(x0 < x < M)⇒ |f(x)− b2| < ε.

0

b2

x0 M x

b2

b2+ε

- ε

y

���� ��� ����������	
�� 	��	 ������ ���
��� ��� �→ x0 + 0

������ ���	
�� ��� x→ x0 ����� ���������� ��	�
lim

x→x0+0
f(x) = b2� ��� ���	
�� y = f(x) ��� x → x0 ����� �����

�������� ���� b2� �� ����������	� ��� ��������� ��� �����	 ���	�

�� ����� � ������ ����������� ����!�� y = b2 − ε � y = b2 + ε
��� ��" x� ��	������!" ����� x0 � M #��� $%&�



������ �� 	�
��� �����
�� ���������� ���

������� ��	
��� �� x → x0 ����� (x → x0 − 0) � �� x → x0

����� (x→ x0 + 0) 	������� ��	������		��� ���������
���� ��� ��	������		�� ������ ���������� � ���	� ����� �����

b1 = b2� �� ��������  �� ��	
��� f(x) ����� ���������		�� ����� ��
x→ x0� ��� ����� ����� ����� �� x→ x0� !��� �������	�� "�#$

��������� "�%� ����� ������	
� �	� ��� ������� ��	 ���
��� 	� �� ����	������

���� ������� �	 �
��������� �������

&�������� ��� ������� ����	�������� ����' ����� �	������
����	� �		�� ��	
��� � ��	
���� ������� ������ (�� ������)	*
	���� ���������� ��� �� ������ ��	
��� �� x→ +∞�

	�
���� "�+� ���� ������� y = f(x) ��	 ���� ��� x→ +∞�
	� ��� ��������� �� ���	���� ��������� ��	���� (N,+∞)�

(�	�, lim
x→+∞

f(x) = b� ���� ��	
��� ����� ������

(�
����'�  �� |f(x)| � C� ���� f(x) ��	
��� ����	� �		���

 �����	�
�	��� -�
 
�
 lim
x→+∞

f(x) = b� �� |f(x) − b| < ε ��

x → +∞ !� �������	�� ������ ��	
���$� �� �������� �������*
	�� ���� �	 |f(x)− b| � |f(x)| − |b|� � ����������'	��

|f(x)− b| � |f(x)| − |b| < ε ��� |f(x)| < |b|+ ε = C�
.�� � ��	� ����  �� ��	
��� y = f(x) ����	� �	� 	� �����������
�	��������

	�
���� "�/� ���� ������� y = f(x) ��	 ����� �	������

�	 ���� !��� x → +∞"� 	� ������� y =
1

f(x)
��������� �� ����

	���� ��������� ��	���� (N,+∞)�

(�	�, lim
x→+∞

f(x) = b � b 
= 0� ���� ��	
��� ����� ������

(�
����'�  ��

∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣ � C� ���� ��	
���
1

f(x)
����	� �	��

 �����	�
�	��� -�
 
�
 lim
x→+∞

f(x) = b � b 
= 0� �� 	� ��	���	��

�������	�� ������ � � � )��� ������� �������	�� ���� �	 �����
����',



��� ������ 	
 ����� �������
 ����������

|f(x)− b| = |b− f(x)| � |b| − |f(x)| < ε ���

|f(x)| > |b| − ε 
= 0 ���

∣∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣∣ = 1

|f(x)| <
1

|b| − ε
= C.

����� ��	�
��� ��	�� ����
����

������� ���� ������ ���	��
����� ���������� ��	���������
������� ���������
������
������
 �	�����

��	�� �	�������� �
 ����
���������
� ������ �	��	� �� �	����� ���� ��	�� 	������	�� ���

��������������� ����� ��� ����	�� yn =

(
1 +

1

n

)n

. ���� �����

���������������� ��
	����� � �!	�������
�������
"��� #�	�"��� ������ $�%���� &��� ��'�% ()*+

(a+ b)n = an + n · an−1 · b+ n · (n− 1)

1 · 2 · an−2 · b2+

+
n · (n− 1) · (n− 2)

1 · 2 · 3 · an−3 · b3 + · · ·+ bn.

����!�� a = 1, b =
1

n
� ���"���

yn =

(
1 +

1

n

)n

= 1 + n · 1
n
+

n · (n− 1)

1 · 2 · 1

n2
+

+
n · (n− 1) · (n− 2)

1 · 2 · 3 · 1
n3

+· · ·+n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · (n− n+ 1)

1 · 2 · 3 · · · · · n · 1
nn

=

= 1 + 1 +
1

1 · 2 ·
(
1− 1

n

)
+

1

1 · 2 · 3 ·
(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
+ · · ·

· · ·+ 1

1 · 2 · 3 · · · · · n ·
(
1− 1

n

)
·
(
1− 2

n

)
· · · · ·

(
1− n− 1

n

)
.

, "������� ���	� n �	���
1

n
,
2

n
,
3

n
� ���� "���-�%���� � 	�
�

����� 1− 1

n
, 1− 2

n
, 1− 3

n
� ���� "�������%���� ,����������� yn+1 > yn

� ���������������� yn =

(
1 +

1

n

)n

. ���������������� ��
	�����

%����



������ �� 	�
��� �����
�� ���������� ���

���� � ����	
���� yn 	��	��� � ��	���� ��	��
1

n
,
2

n
,
3

n
� ����

	 ��
�	� �������	�� ������� � �����	� ���������� � �� �	�����

������ �	����� ����	�������	��

yn =

(
1 +

1

n

)n

< 1 + 1 +
1

2
+

1

2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + · · ·+ 1

2 · 3 · 4 · · ·n.
 	

1

2 · 3 <
1

2 · 2 =
1

22
,

1

2 · 3 · 4 <
1

2 · 2 · 2 =
1

23
, · · · , 1

2 · 3 · 4 · · ·n <
1

2n−1
.

!	"	��

yn =

(
1 +

1

n

)n

< 1 +

(
1 +

1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2n−1

)
.

����� 1 +
1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2n−1
������ 	
 �
���� ����� ���
�

����
����
 ��������� ��
���������
� 	�
������� (n→ +∞) :

1 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
=

1

1− q
=

1

1− 1

2

= 2.

������ yn =

(
1 +

1

n

)n

< 1 + 2 = 3, �� ���
������
� ������

	
���
������
��� 
����������
�� 
��
����� ��
���� �� ����� ���
����
 ������ �
!���������

� 
����������� 	
���
������
��� ����� 	����� "�
 ��!����� ���#

� e�

$����

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e. %��&'

$�
��� ������ 	���� ��!����� ��
��� !����������� 	����#

��

(��
 e ����)�
����
�� "�
 	����!�����
� !������� � �
��
#
���� �
 10−8 : e = 2, 71828182. *��
����
� 	���� ����)��

lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x = e. +
,�
 	
��!���� ��
 � lim

x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e�

��
!�����
1

x
= t, -�
� ,� 	���� �
,�
 !�	����� � ����

lim
t→0

(1 + t)

1

t = e. %���'



��� ������	
���
 �����
 �� ����������� ������

������ ���	
 ����� ������� ���� � ��������� ����������
������� � ��������� e, ���� y = ex, �������� ��� ����������!"
��� ��� ������!� #������� � ��������� e �������� ������$
���� ���������"  ��%&� ������ loge x  ������  ���� lnx�

��������	�
� ������ ��
�
���
���� ���
�� �
 ��������� ������ ���

��������! ����� ����������! �����

��'� (!���� ������ � ��������� ������� y =

√
x2 + 5x+ 6

4− x
.

��)� ������!�� ������ ������! �  ���*�� ����������+  ����$
������!

��)�' y = x2 − 2x− 3.
��)�) y = x2 − 2|x| − 3.
��)�, y = x2 − |2x+ 3|.
��)�- y = sin2(3x).

��,� ��������� � �����%������ ���� �������� x+y2+2y−4 = 0"
� �������� ��� �����! � �&  �������

��-� .�� �������� ������ ΔABC/ y = x(AB)" y = −x + 4(AC)"
y = 5x − 4(BC)� (!���� ��������  ����!"  ��+���*�! %���� ���$
���� A  �������� ������� BC�

������� ������	
 
������� 	���	���	� ���	��

��'� y =

√
x2 + 5x+ 6

4− x
D(y) =

{
x|x

2 + 5x+ 6

4− x
� 0

}
0���� ���������� ������� ����������

x2 + 5x+ 6 = 0⇔ x1,2 = −3,−2

+ +

-3 -2 4

- -

1����/ D(y) = (−∞;−3] ∪ [−2; 4)
��)�'� 2������  ����! ����� ��  ���! %���/ y = x2 − 2x−

− 2⇔ y = x2 − 2x+ 1− 4⇔ y = (x− 1)2 − 4
�������  ��������� ����� ������*�! ���� ���� 3'

'
 y = x2

)
 y = (x− 1)2 �������� ����� � ��� � '�
,
 y = (x− 1)2 − 4 �������� ����� ���� � -�
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�� ���

1
2

3

-1 0 1 3

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x2 − 2x− 3

������ �����	 
��������� 	�	 �������� � 
������ ��� 
��	���
���	��� ������� �� �� ��������� �����	� ��	��� y = x2−2x−3 ����
���� �� 

y=x -2|x|-32

0 1 3-3

-3

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x2 − 2|x| − 3

����! y = x2 − |2x+ 3|�
"� �
��#�����$ |2x+ 3| =

{
2x+ 3 
�� 2x+ 3 � 0,

−(2x+ 3) 
�� 2x+ 3 < 0.
%�	�� �&����� ���� 
�������' �����	� ��	��(){

y = x2 − 2x− 3 
�� x � −3/2
y = x2 + 2x+ 3 
�� x < −3/2

�����	 ��	��� 
��#������� �� ���� �!�
����� y = sin2(3x)

* �#��+ ���+ ������� �����	� ��	��( y = sin 3x � y = sin2 3x�
�����	 ��	��� y = sin 3x �
�	��� �� ���� �� 
�������� �� ������
	� y = sinx ������� � ! ���� �#��' Ox� ,���-���� ��� 
�� �����#����
� 	��#��� ������ ���'.��� �#����-� ����'��� ���'.� ��+�#����� 
��
����� �����	 y = sin2 3x ��
��.��� ����� �� ���� �� 



��� ������	
���
 �����
 �� ����������� ������

2y=x -|2x+3|

0 3

-3

-4

2 1
4

-1

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = x2 − |2x+ 3|

0

−1

1

−π
3

−2π
3

2π
3

π
3

���� ��� ���������� 	�
���
 ������ y = sin2 3x

���� x+ y2 + 2y − 4 = 0
�����	
 ����� ��������
x+ y2 + 2y − 4 = 0⇔ x+ y2 + 2y + 1− 5 = 0⇔
x+ (y + 1)2 − 5 = 0⇔ x− 5 = −(y + 1)2

������ ��
�� �����	�� X = x − 5� Y = y + 1 � ���� �����
�	����� �������
 �����	� �������� X = −Y 2 � ����	�� (0; 0)�

����� �� �� ! y = 0� 2p = −1⇒ p = −1

2
� ������
 (−1

4
; 0) 	 �	����

��	��� X =
1

4
"���� ����	 ����	� ��	 OX#� $��	
 ������
� � ������

�����	���� �������� 	
��� ����	� (5;−1)� ����� �! �� y = −1�
����� F (4

3

4
;−1)� �	�����	�� x = 5

1

4
"�
� �	�� %&#�

��'� y = x (AB)� y = −x+ 4 (AC)� y = 5x− 4 (BC)�
(����
 �����	��� ����	� A� ���	� �	���
� �����	��

{
y = x,
y = −x+ 4

⇔
{

x0 = 2,
y0 = 2.



��������	�
� ������ �� �
���
���� ���
�� ���

−1

0 5

d

F

Y

X

���� ��� �������� x+ y2 + 2y − 4 = 0

� ��������� 	�
�� y−y0 = k(x−x0) ������ ����������� k = 5�
���� ������
 	�
��
 	���������� (BC) � (x0; y0) � ���������� ����

���� A� ��������

 �������� ��� ���
� 	��� ���!

y − 2 = 5(x− 2)⇔ y = 5x− 8.

����������	
��� �����

"�#� $��� �%����� �	��������
 �������

y = ln

(
x2 − 3x+ 2

x+ 1

)
.

"�"� �������� ������� ������ � 	���&�' �����������( 	���%�

��������

"�"�) y = −x2 + 5x− 4.
"�"�* y = −x2 + |5x− 4|.
"�"�+ y =

x+ 2

x2 + 2x
.

"�"�, y =
sin x

sin |x| .
"�-� ��������� � ������ ������ ���� ��������� 9x2+25y2−18x−

− 100y − 291 = 0� �	�������� ��� ����� � �. 	���������

"�/� 0��� ��������
 ������ΔABC : x+3y−7 = 0 (AB)� 4x−y−2 =
= 0 (BC)� 6x+ 8y − 35 = 0 (AC)� $����� ��������� ������ AN �



��� �����	 
� ����	 �������� ������� ������

������ �� 	�
��� �����
�� ���
���� ��
����

���������� �	
�� ������� ���������� ��
���� ����
���� ����� ���������� ��
���� � ���������� �	
�� ����
������������ ������� � �����
	�� ���� �	���	��
���� �����
�

���� �����	�
	� ���� ��	����

�����������  ��	 ������� y = α(x) ��	
����� ���������� ���
��� ��� x → a� ���� �� ������ ��� x → a ����� ����� ��� ��� a
���� �
� ����� +∞�

lim
x→a

α(x) = 0. ! ��"

���������� �	
�� ������ ������� �����	�	�� #��������� ���
�	�� α(x)� β(x)� γ(x)�

$	���������� �������� � %��� 
����� ���������� �	 �����	���
������
���� �����
	 ������� �	���#� � ������&�� 
����� ���
b = 0�


�����  ��	  ���	��� �� !������ y =
1

x2
������� ����������

����� ��� x→ +∞"
$ � � � � � �' (���� ������ ��
	 ���������� �	
�� ��� x→ +∞,

���������� ����
����� �
����

∣∣∣∣ 1x2

∣∣∣∣ < ε ��� x > N � )�� �����*��

���
1

x2
< ε �
� ��� x >

1√
ε
= N �

�������  ��	 #���� ����	��� �� !������
1

xa
$%�� a & ���

��� ������������ �����' ��� ���������� ����� ��� x→ +∞"

�����  �+	  ���	��� �� !������ y = x5 ������� ����������

����� ��� x→ 0"

$ � � � � � �' (���� ������ ��
	 ���������� �	
�� ���
x→ 0� ����������� ����� ��� �	
�� x ����
��
��� �
���� |x5| < ε�
)�� �����*�� ��� ���� ��	������ |x| < 5

√
ε �
� − 5

√
ε < x < 5

√
ε�

�������  �+	 #���� ����	��� �� !������ y = xm� %��
m > 0� ���������� ����� !������ ��� x→ 0"



������ �� 	�
��� �����
�� ���
���� ��
���� ���

������ ���� ������� y = 2 − 1

x
�� �	
����� ��������� ��
��

��� x → +∞� ��� ��� lim
x→+∞

(
2− 1

x

)
= 2 
= 0� �� ��� �	
�����

��������� ��
�� ��� x→ 1

2
�

������	
�� 	��
� ��������� 	��
�� � ���������� ����� �������

��� ��� �
���������	� 
������ ������	����	�� 	��
�� 
�

x→ +∞�

������	 �� � ��
� ������� α(x) � β(x) �	
����� ���������
��
��� ��������� ��� x→ +∞��� � �� ����� α(x) + β(x) �����
�	
����� ��������� ��
�� �������� ���� x→ +∞��

!� ������" 	��
��� ������	# �	�

|α(x)| < ε

2
, 
� x > N1

|β(x)| < ε

2
, 
� x > N2

, �������� α(x) � β(x) − ���������� �����

������� 
� x → +∞� ��� ������	����	�� 	��
���# 	��� 	�$�# �	�

γ(x) = α(x) + β(x) % ���������� ����� ������� 
� x→ +∞# ���	��

	���� �����	�# �	� |γ(x)| < ε 
� x > N # $�� N �������&�� �� N1 �

N2�

��"�	��	�����# 
� x > N

|γ(x)| = |α(x) + β(x)| � |α(x)|+ |β(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε,

�	� � 	
��������� ������	��

'	� 	��
��� ��(�	 ��	� ��$�� ����)��� �� �*��� �������� �����

���������� ����� ������"� +
�	�� �� ��	�*	 	��, ����� ����������

���������� ����� ������" ��	� ������� ���������� ������

������ ��-� ������� y =
1

x
+

1√
x
+

1

x2
�	
����� ��������� ��
��

�������� ��� x→ +∞� ��� ��� ������ �
� �����
1√
x
�
1

x
�

1

x2
���!

��������� ��
�� ������� ��� x→ +∞�

������ ��.� ������� y = x+x3+x5 ���! ��������� ��
�� ����"
��� ��� x → 0� ��� ��� ������� y = x� y = x3 � y = x5 ���������
��
�� ��� x→ 0�





������ �� 	�
��� �����
�� ���
���� ��
���� ���

���� �����	�
	� ������ ��	����

����������� ���	 ������� y = N(x) ��	
����� ����������

������� ��� x→ a� ���� ��� ������ ������������� ����� L �����

�������� ���� ����� δ > 0� �� ��� ���� 	������� x ∈ (a− δ; a+ δ)
�
�������� ���������� |N(x)| > L�

���� ��	
��
� ������� y = x2 ������� �������� ������� 	
�
x→ +∞� ���� �� 	���������� ����� L �� �� ������  �� �������
���� ���� �!���� ������ �� L "!�� ��# ������� x > N =

√
L$�

%���������� �������� �������� 	
� x → a 	�����������
������� ��	�������� � ��!&

lim
x→a

N(x) = +∞.

'��� �������� ������� ������� ��
��������� �� (���
��� ��� ���
��
����� � −∞ � 	����&

lim
x→a

N(x) = −∞.

)������� ������ ������� 	
����� ���������� ���������� ����*
���� ������� N(x)� M(x)�

���� ���� �����	�
	� ������ � �����	�
	� �����

��	����

+�!� �������� �������� � �������� ������ ���������
��,����� ����� ������ ����
�� �������������� � ��!�-,�# ��*

��#�


����� ��.	  ��� !������ N(x) ������� ���������� �������

��� x→ a� � !������
1

N(x)
" ���������� ����� ��� x→ a�

/������������& 0���� x → +∞ 1����2� 	
��������� ε > 0�
0������ ��� !�� !��������� ������# x ��	������� �
�������

| 1

N(x)
| < ε� �  �� � �������� ���

1

N(x)
3 �������� ����� ��������

��� ��� 	� ������- N(x) 4 �������� ������� �������� �� ��,*

����� ���� ����� C� ��� |N(x)| > 1

ε
	
� x > C� 5� ��(!� | 1

N(x)
| < ε

!�� �# � x� �� ����� ��
�� !��������





������ �� 	�
��� �����
�� ���
���� ��
���� ���

���� lim
x→a

ϕ(x) = b � lim
x→a

ψ(x) = c� �� �	
���� f(x) = ϕ(x) + ψ(x) �

f(x) = ϕ(x)− ψ(x) ��� ����� ������� ��� x→ a�

lim
x→a

[ϕ(x)± ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x)± lim
x→a

ψ(x). �����

��
�� lim
x→a

ϕ(x) = b� lim
x→a

ψ(x) = c�

��������� ��� lim
x→a

[ϕ(x) + ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x) + lim
x→a

ψ(x)�

������������ ��

lim
x→a

ϕ(x) = b,

lim
x→a

ψ(x) = c;

}

� ��
� �
�� ������� 7.6 ⇒

{
ϕ(x) = b+ α(x),
ψ(x) = c+ β(x).

!�� α(x) � β(x) " #����
��
� ����� ��� x→ a�
$�!��

f(x) = ϕ(x) + ψ(x) = [b+ α(x)] + [c+ β(x)] = (b+ c) + [α(x) + β(x)],

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[ϕ(x) + ψ(x)] = lim
x→a

{(b+ c) + [α(x) + β(x)]} = b+ c.

%�����
�� �� �
�� �  ������� �� ������� ����

&���� �����
��

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[ϕ(x) + ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x) + lim
x→a

ψ(x).

'
���!��
� ������ ����(� ���

lim
x→a

[ϕ(x)− ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x)− lim
x→a

ψ(x).

������� ��)� ������ ����	
������ �
� ������ ��
�� ����	
��

����� �� �������
�

���� lim
x→a

ϕ(x) = b � lim
x→a

ψ(x) = c� �� �	
���( f(x) = ϕ(x) · ψ(x)
���� ����� ������ ��� x→ a� ����*�

lim
x→a

[ϕ(x) · ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x) · lim
x→a

ψ(x). ���+�

��
�� lim
x→a

ϕ(x) = b, lim
x→a

ψ(x) = c�

��������� ��� lim
x→a

[ϕ(x) · ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x) · lim
x→a

ψ(x)�

������������ �

lim
x→a

ϕ(x) = b,

lim
x→a

ψ(x) = c;

}

� ��
� �
�� ������� 7.6 ⇒

{
ϕ(x) = b+ α(x),
ψ(x) = c+ β(x),



��� �����	 
� ����	 �������� ������� ������

��� α(x) � β(x) � �������	�� 
��� ��� x→ a� �
��
�
f(x) = ϕ(x) · ψ(x) = [b+ α(x)] · [c+ β(x)] = (b · c) + [c · α(x) + b · β(x) +
+ α(x) · β(x)].
�����

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[ϕ(x)·ψ(x)] = lim
x→a
{(b·c)+[c·α(x)+b·β(x)+α(x)·β(x)]}=

= b · c+ lim
x→a

[c · α(x) + b · β(x) + α(x) · β(x)] = b · c = lim
x→a

ϕ(x) · lim
x→a

ψ(x).

����� lim
x→a

[c · α(x) + b · β(x) + α(x) · β(x)] = 0� ���� ��� ������
�

�������	�� 
��� ��������
��������� ��  ����!��" 
��#����� 
�#�� ������� $� $��� ���%

����� ����
lim
x→a

[k · ϕ(x)] = k · lim
x→a

ϕ(x). &'�()

��������� *� �$ �����
 '�+ �������� 	�� ������ ������� �����
������� ��������

lim
x→a

[f(x)]n = [lim
x→a

f(x)]n. &'�,)

�����
 '�- � '�+ �����������!.��! �� �.��� ����	��� 	���� ����%
��"�

������� '��/� ���� ������	�
��	��� �����
 ����� ���� �	���
����� �����
� ���
�	�
� � �������	�
�� ��
� ���
����� �� ����
��
��

0��� lim
x→a

ϕ(x) = b� lim
x→a

ψ(x) = c � c 
= 0� ��

lim
x→a

[ϕ(x)/ψ(x)] = lim
x→a

ϕ(x)/ lim
x→a

ψ(x). &'�')

��	��� '�+� ���	� lim
x→2

(x2 + 2x− 1)�

1 � 2 � � � �� 3������$��
�! �����
�
� � �������4 ��������

•  � �����
� � ������� ��


lim
x→2

(x2 + 2x− 1) = lim
x→2

x2 + lim
x→2

2x− lim
x→2

1.

• ��� ��� ������ �������� ����� ������� �������� ��
lim
x→2

x2 = [lim
x→2

x]2 = 22 = 4.

•  ����!��" ��
��#����� 
�#�� ������� $� $��� �������
lim
x→2

2x = 2 lim
x→2

x = 2 · 2 = 4.





��� �����	 
� ����	 �������� ������� ������

������� ����� ���� ����	�
 y = f(x) � 0 ��
 ��� x� ������
����� ������� � a� ��� ����� �� ���� ���� � ���� ����
����	�������� ��� lim

x→a
f(x) � 0 ��� ������������� �

���� �����	 
����������	 ������

lim
x→0

sin x

x
= 1.

�����	
��� 	����	�
� �������	�	 �������� �����	�	���� �
	

0 < x <
π

2
� ���� ĂC �������	 ����� ���
�����	�� ���� x� �����

����	�� � ��������� � 	
�� 	 AB �������	 ����� sin x� !� �

0 < AB < ĂC� 
	 0 < sin x < x� �	 
�	���� 	 ������� ��	�����


	��	" #����� ���� ��� x → 0 sin x �	���� �
����
��$  ���%� 
�

�� lim
x→0

sinx = 0� &	��	 
��� �	� �
�� �
	 lim
x→0

cosx = 1�

lim
x→0

cosx = lim
x→0

(1− 2 sin2
x

2
) = 1− 2 lim

x→0
(sin2

x

2
) = 1− 2 · 0 = 1.

1

cos x BO

tg x

si
n 

x

C

D

A

x

���� ��� ���������	
 � ��������	� lim
x→0

sinx

x

'� ������
 � �����
������	�	 ������ (�)

S�OAB < S��
OAC < S�ODC .

!� �

S�OAB =
OB · BA

2
=

cosx sinx

2
,

S��
 OAC =
1

2
R2x =

1

2
12x =

x

2
,



������ �� 	�
��� �����
�� ���
���� ��
���� ���

S�ODC =
OC · CD

2
=

1 tg x

2
=

tg x

2
,

�� ��������� �	
����� ��� �������� � �
�������� ��������

cosx sin x

2
<

x

2
<

tg x

2
.

�������� ��� ���	 �
������ �
1

2
sinx � �
������ ���
������

cosx <
x

sin x
<

1

cosx
���

1

cosx
>

sin x

x
> cosx.

��� �
������� ��
�������	� ��� �
� x > 0� ��� � �
� x < 0�
��� ������� �	��� �
� x→ 0⇒ lim

x→0
cosx = 1� �
����� � �������

1

cosx
���
��� � �
����� �
���� �������

lim
x→0

1

cosx
=

1

lim
x→0

cosx
=

1

1
= 1.

������ �� ��� �
���� !��"�� �������#� �
������� �
� x → 0
���$� �������	� �
����� 
��	� ����"�� �� ���
��� � �
����� �
�%

��������� !��"�� &����	� ���
��	 � �
�����'( !��"��
sin x

x
����� ��� �� �
���� �
� x→ 0� �� ��

lim
x→0

sin x

x
= 1. &)�*(

+�	� �
���� lim
x→0

sin x

x
= 1 �
���� ��	��� ��
�	� ������%

��� 	� �
�������

������ )�,,� ����� lim
x→0

tg x

x
�

� � � �  � �� -������� � �������� �
��� �
� x→ 0 ����
�%
��� ��
������ � ��$� .��
��� � �
����� �
��� ���� ��
�������
+�� �'������ �
����� �
���
����� ���$ �
�� �

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

(
sin x

x
· 1

cosx

)
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

cosx = 1 · 1 = 1.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

������ ����� ����� lim
x→0

5x

arcsin 3x
�

� � � � � 	 �
 ��	 ���������� x = 0 	���� ���� � �����������

������ �	��
0

0
� �������	� arcsin 3x = y� �� �� sin y = 3x 	 x =

sin y

3
�

��	 x→ 0 	 y → 0� !������������


lim
x→0

5x

arcsin 3x
= lim

y→0

5 · sin y
3

y
=

5

3
lim
y→0

sin y

y
=

5

3
· 1 =

5

3
.

�����	�� ��� �������"# ���	 ����� lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e �������

��	
���� ����
 	���������
 ��������

��������	�
� ������ �� ��
�� ������
�

$���	% ������� �������%�� &'������� �������	����� � ����	���

(����� �)���' ��'���*��'�% ����+��	�� +����� ������� �	����	

��+�,���	% ������� &'��-		� .���������� �	 )��� 	����������

�����������"# �"�� � ���-	%+ ������	����	# �����	��� / ����		

������� �'*��������� ������	� 	���� ������" � ������+� �	�����

�	� �����"+ � ����	����	+ �	��,��	%+ ��������'�� ��+�,���	�

������� ����	��"+ &'��-	#�

0�% ��������	% ��#����� � ������	����� � �����	��� ��������

�	� ������� ��-��� �����	% ����'�*	+ �	������

������ ���� ��	 
��������� ��� 
��������������� ��
��

���� ������� ����� ���� 
����������������

���������-	%� ����� ����	�� ���"+ ������ ����������������	

����+��	�� '������	�� �������������� ��'���	% ��,�� � ����� ��

���������������	 � ���	�	����	 �� ������ ����� ����������������	

1�  �� 12�� �� 3� 4�� � � �

• �� �� 3� 4�� � � � 5���� ����" ����������������	 �������� �

������� ����� ����������������	� �����
 yn = n�

• 1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, · · · . 6	��	���� ����������������	 ����������'��

�����' ����� ����������������	� � ����������� �� ��	�	-'

������� �����
 yn =
n

n+ 1
�



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���

• √2,
√
2
√
2,

√
2
√

2
√
2. ��������� �	�
� ��	�������	�
���

� ���� ��������	�
�� ��
����  �
���
��� �� 2
1
2 , 2

3
4 , 2

7
8 , 2

15
16 .

������
� ��������� ��� �
���
���	� ��������	� ����
� ���
��
���� ��� ������������� �������� � �
���
���	��  !��
�"�" 2n� # ��	���	� 
� ���
��� ��
��� �
���
���	�� �"� 2n−1"

$����� yn = 2
2n−1
2n "

������ %"�� ���������	��
���	
 yn ������ ������� ������ ����

�� ���������	��
���	� yn =
2n+ 1

n+ 3
� ���	� y10, yn−1, yn+1.

& � � � 
 � �� '	� ����	�
�� ���������()��� �	�
� ��	����
����	�
��� 
��*+����� � �����	� �*)��� �	�
� ��	�������	�
���
��������� ���������()�� 
����"

y10 =
2 ∗ 10 + 1

10 + 3
=

21

13
, yn−1 =

2 (n− 1) + 1

(n− 1) + 3
=

2n− 1

n+ 2
,

yn+1 =
2 (n+ 1) + 1

(n+ 1) + 3
=

2n+ 3

n+ 4
.

������ %",� ���	� ������ ���������	��
���	�

0, 2; 0, 23; 0, 233; 0, 2333; . . . .

& � � � 
 � �� $*)�� �	�
 ����

�� ��	�������	�
��� ��-
�
������� � �����

yn = 0, 2 + [0, 03 + 0, 003 + 0, 0003 + . . .] = 0, 2 + S.

.���-�
�� � �������
�+ ��*��+ �*������ *���
��
� �*���(�
)�( ������������( �������( � �
���
���	�� q = 0, 1 � ������
�	�
�� ��	�������	�
��� b1 = 0, 03" /���� �����+ n �0 �	�
�� 1n��

�����
�� ����2 Sn =
b1(1− qn)

1− q
. /���� *���
��
� �*���()�� ����

���������� �������� ��� �����	 Sn � ����	���� �� �����	�

S =
b1

1− q
. �����	 ��	�������	�
��� � ����� 	���� *���� ����


lim
n→+∞

{yn} = lim
n→+∞

[0, 2 + Sn] =

(
0, 2 +

b1
1− q

)
=

=

(
0, 2 +

0, 03

1− 0, 1

)
=

7

30
.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

������ ���� ����� ���	�
 ���
�	����
������

lim
n→+∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ · · ·+ n− 1

n2

)
.

� � � � � � �	 
������� ������ ������� ������������� ����

�������	 0 + 1 + 2 + 3 + . . .+ n− 1. ����� ���� ! n ������ �������
������� ����������

Sn =
a1 + an

2
· n =

0 + (n− 1)

2
· n =

n(n− 1)

2
.

"�#���

lim
n→+∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ . . .+

n− 1

n2

)
= lim

n→+∞
1 + 2 + 3 + . . .+ n− 1

n2
=

= lim
n→+∞

n(n− 1)

2
n2

=
1

2
.

������ ��$� ����� ���	�
 ���
�	����
������

lim
n→+∞

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n

)
.

� � � � � � �	 ������� �
1

2
,
1

4
,
1

8
. . .

1

2n
������� ���������� �� �

���%�� ������������� ����������& n�' �������' ����� ������

����� Sn =
b1(1− qn)

1− q
. ���������(��	

lim
n→+∞

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n

)
= lim

n→+∞
b1(1− qn)

1− q
=

= lim
n→+∞

1

2
(1− (

1

2
)n)

1− 1

2

= 1.

������ ��)� ����� ���	�
 ���
�	����
������

lim
n→+∞

2n+1 + 3n+1

2n + 3n
.



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���

� � � � � � �� ���	�
�� ��
���
� � ���������
� �� �����
����
��������� ��� n→ +∞ −→ 3n+1 :

lim
n→+∞

2n+1 + 3n+1

2n + 3n
= lim

n→+∞

2n+1 + 3n+1

3n+1

2n + 3n

3n+1

=

= lim
n→+∞

2n+1

3n+1
+ 1

2n

3n+1
+

3n

3n+1

= lim
n→+∞

(
2

3

)n+1

+ 1

1

3
·
(
2

3

)n

+
1

3

= lim
n→+∞

0 + 1
1

3
· 0 + 1

3

= 3

��� �� ��������
���� �������  ���������
2

3
��� n→ +∞ �������

� ��
���

������  � � ����� ����	��
����� �
�����

1. lim
x→3−0

5

1

x− 3 ; 2. lim
x→3+0

5

1

x− 3 .

� � � � � � �� !� "
� x→ 3− 0# �� x− 3→ −0 �
1

x− 3
→ −∞

��� ������ �� 	�
���� �$���������% ��
����� �� ��������� ��
��
��������
����# 
�	�����
���

lim
x→3−0

5

1

x− 3 = 5−∞ =
1

5+∞
=

1

+∞ = 0.

&� "
� x→ 3 + 0# �� x− 3→ +0 �
1

x− 3
→ +∞# 
�	�����
���#

lim
x→3+0

5

1

x− 3 = 5+∞ = +∞.

'
� ������������ ����������( ������� ��(��	���� ���	�
��
�������� ����
��� ��������� )�� *��� ��� �������� ������+
	�
,�����% ��	�� ���
������� ��������
���� ���	�
��

lim
x→0

sin x

x
= 1 � lim

x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→0

(1 + y)

1

y = e.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

������ ���� ����� lim
x→0

sin 5x

x
�

� � � � � � �	 
�� ������� ������ ����� ����� � ������
����������� ������� ����� �� ���� ���� �� ��������� ������
������ � ������������ ����� �!��������� �� !����"#�� ����$
�	
%� &������� ��!������ � ��������� ������� � '	

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

x→0

sin 5x · 5
x · 5 = 5 lim

x→0

sin 5x

5x
= 5 · 1 = 5.

(� )*������� 5x = y� +��� x =
y

5
� ,�� x→ 0 � y → 0 :

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

y→0

sin y
y

5

= 5 lim
y→0

sin y

y
= 5.

������ ��-� ����� lim
x→2

sin
3πx

2
x

�

� � � � � � �	 )� �� ����� ������� ������� � ������ ���� �
����� ����� � ������ ����������� ������� )���� !������ �*�$
���� ������� � ���������� ������� �������� .��!� x→ 2�  �� �
*�!�������!��� �� � !���� ! ������ ����������� ��������� ,��
���!������ x = 2 ��� ��� ������ �������	

lim
x→2

sin
3πx

2
x

=
sin

3π · 2
2

2
=

sin 3π

2
=

0

2
= 0.

������ ��%/� ����� lim
x→+∞

sinx

x
�

� � � � � � �	 
!������ ������ � !������� � �������#�� ���$
����� �� �������� � ������� ��� � 0��� ������ �� !� �� ! ����$

������� �������� lim
x→0

sin x

x
= 1� ,�� x → +∞ ��������� �����$

�� �!�� *�!������� *���� ������� 1 lim
x→+∞

x = +∞2�  ��!������

3 ��������� 1| sin x| � 12� � ��������� ����������� �������� �
*�!������� *������ �!�� *�!������� �� �������� 4������������

lim
x→+∞

sin x

x
= 0.





��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

5x

2
= y� ������ x =

2y

5
� 	
������ 
�� �� x→ 0  y → 0 :

lim
x→0

2 sin2
5x

2
x2

= lim
y→0

2 sin2 y(
2y

5

)2 = lim
y→0

2 sin2 y
4

25
y2

=
25

2
lim
y→0

sin2 y

y2
=

=
25

2
lim
y→0

(
sin y

y

)2

=
25

2
· 1 =

25

2
.

������ ����� ����� lim
x→π

1− sin
x

2
π − x

�

� � � � �  �� �� ����������� x = π ��� ���� ������� ����
�

lim
x→π

1− sin
x

2
π − x

=
1− sin

π

2
π − π

=
1− 1

π − π
=

0

0
,

���� ����������������� ��� ����� �� ��������������� �!����
�

x− π = y� " ���
� x = y+ π� �� x→ π� x− π → 0 � ��������������
y → 0�

sin
x

2
= sin

y + π

2
= sin

(y
2
+

π

2

)
= cos

y

2
,

lim
x→π

1− sin
x

2
π − x

= lim
y→0

1− cos
y

2
−y .

#���������������
0

0
��$�������� �� ������ � ���%�� ���������&

������ '������( 1− cos
y

2
= 2 sin2

y

4
�

lim
y→0

1− cos
y

2
−y = lim

y→0

2 sin2 y

4
−y .

	!����
�
y

4
= z� ������ y = 4z� �� y → 0� z → 0 :

lim
y→0

2 sin2
y

4
−y = lim

z→0

2 sin2 z

−4z = −1

2
lim
z→0

sin2 z

z
=

= −1

2
lim
z→0

sin z

z
· lim
z→0

sin z = −1

2
· 1 · 0 = 0.



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���

����������	
�� lim
x→π

1− sin
x

2
π − x

= 0.

������ ���� ����� lim
x→0

(cos(mx)− cos(nx))/x2
�

� � � � 
 � �� ��� ������
���� ��� ��� �
�� ������� ������ !


��������"

���	
1− 1

0
=

0

0
 ���!�
�! ���#$
�!���������� ��%��&

����

cos(mx)− cos(nx) = −2 sin
(
m+ n

2
x

)
· sin

(
m− n

2
x

)
�

lim
x→0

cos(mx)− cos(nx)

x2
= lim

x→0

−2 sin
(
m+ n

2
x

)
· sin

(
m− n

2
x

)
x2

=

= −2 lim
x→0

sin

(
m+ n

2
x

)
x

· lim
x→0

sin

(
m− n

2
x

)
x

=

= −2 lim
x→0

m+ n

2
· sin

(
m+ n

2
x

)
m+ n

2
· x

· lim
x→0

m− n

2
· sin

(
m− n

2
x

)
m− n

2
· x

=

= −2 · m+ n

2
· lim
x→0

sin

(
m+ n

2
x

)
m+ n

2
· x

· m− n

2
· lim
x→0

sin

(
m− n

2
x

)
m− n

2
· x

=

= −2

4
(m2 − n2) · 1 · 1 =

n2 −m2

2
.

������ ��'� ����� lim
x→+∞

(
1 +

3

x

)x

�

� � � � 
 � �� �� �
��
�!� ���� ��

() ���!�� 
���!�
��� ���&

��) ��!������	
() ������ *����! ����!�

�+ t =
3

x
� ���+�� x =

3

t


��� x→ +∞ t =
3

x
→ 0

lim
x→+∞

(
1 +

3

x

)x

= lim
t→0

(1 + t)

3

t =

⎛⎝lim
t→0

(1 + t)

1

t

⎞⎠3

= e3.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

������ ����� ����� lim
x→+∞

(
x− 1

x+ 1

)x

�

� � � � � 	 �
 ����������� ������� ������� �����		 	 �����

�	� ����� 	� !���������"� ����#�������	�$ ������	� %	�	���� 	

����������� �� x


lim
x→+∞

(
x− 1

x+ 1

)x

= lim
x→+∞

⎛⎜⎝x · (1− 1

x
)

x · (1 + 1

x
)

⎞⎟⎠
x

=

lim
x→+∞

(
1 +

−1
x

)x

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x =
e−1

e
= e−2.

������ ����� ����� lim
x→+∞

(
2x+ 3

2x− 1

)x

�

� � � � � 	 �
 &#����%	� 2x−1 = y$ ������ x =
y + 1

2
$ 2x+3 = y+4�

'�	 x→ +∞ 	 y → +∞�

lim
x→+∞

(
2x+ 3

2x− 1

)x

= lim
y→+∞

(
y + 4

y

)y + 1

2
= lim

y→+∞

(
1 +

4

y

)(
y

2
+
1

2
)

=

= lim
y→+∞

(
1 +

4

y

)y
2 · lim

y→+∞

(
1 +

4

y

)1
2
=

(
lim

y→+∞

(
1 +

4

y

)y)1
2 · 1

1

2 =

= (e4)

1

2 · 1 = e2.

������ ���(� ����� lim
x→+∞

(ln(2x+ 1)− ln(x+ 2))�

� � � � � 	 �
 '�	 x→ +∞ 	���� ����  ���������)������ �	��

+∞−∞� ����������� ������� ��*��	��	%���� �����		
ln(2x+1)− ln(x+2) = ln

2x+ 1

x+ 2
. +	�	���� 	 ����������� �"��,��	�

��� ������ ��*��	��� ������	� �� x� -�*��

ln
2x+ 1

x+ 2
= ln

2 +
1

x

1 +
2

x



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���

��������	 
�� �������� � �������� �������

lim
x→+∞

(ln(2x+ 1)− ln(x+ 2)) = lim
x→+∞

⎛⎜⎝ln
2 +

1

x

1 +
2

x

⎞⎟⎠ = ln 2,

��� ��� ��� x→ +∞ 1

x
�

2

x
����� �����

����������	
��� �����

��� ����������� ��� ������������������� �������� ���	���

�� �!� "���� �������������������

������ #�$%� 1,
1

2
,
1

22
,
1

23
, · · · .

������ #�&'� 2,
3

2
,
4

3
,
5

4
,
6

5
, · · · .

������ #�&$� 1, 4, 9, 16, 25, · · · .

������ #�&&�
2

1
,
4

3
,
6

5
,
8

7
, · · · .

������ #�&(� 1,−1

2
,
1

3
,−1

4
, · · · .

������ #�&)� ���������	��
���	
 yn ������ ������� ������

����� ���������	��
���	� {yn} = n

3n
���	� y3, y5, yn+1�

*���� ������� �������������������

������ #�&+�

1, 6; 1, 66; 1, 666; 1, 6666; . . .

������ #�&,�

lim
n→+∞

[
1 + 3 + 5 + 7 + ...+ (2n− 1)

n2

]
.

������ #�&#�

lim
n→+∞

[
1− 1

3
+

1

9
− 1

27
+ · · ·+ (−1)n−1

3n−1

]
.

������ #�&-�

lim
n→+∞

9n + 8n

9n+1 + 8n+1
.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� �������

������ �����
√
2,

√√
2,

√√√
2, . . . .

������ �����

lim
n→+∞

n sinn!

n2 + 1
.

��	
� ����
������� �������

������ ����� lim
n→4−0

2

1

n− 4 .

������ ����� lim
n→4+0

2

1

n− 4 .

��	
� ������ ������	�

������ ����� lim
x→0

sin 4x

x
.

������ ����� lim
x→0

sin 5x

sin 2x
.

������ ����� lim
x→2

sin x

x
.

������ ����� lim
x→0

sin x

tg x
.

������ ����� lim
x→0

sin2 x

3
x2

.

������ ����� lim
x→0

tg x− sin x

x3
.

������ ����� lim

x→
π

2

cosx

π − 2x
.

������ ����� lim
x→a

sinx− sin a

x− a
.

������ ����� lim
x→+∞

(
x

x+ 1

)x

.

������ ����� lim
x→0

(
2 + x

3− x

)x

.

������ ����� lim
x→+∞

(
x2 + 2

2x2 + 1

)x2

.

������ ����� lim
x→0

ln(1− 3x)

x
.

������ ����� lim
x→+∞

x (ln(x+ 1)− ln x) .



������ �� 	
��� 
���
��� ����
������������ ���

������ �� 	
��� 
���
��� ����
������������

��������� ��	
������ ���� ���
���� �
����������	�� ��	
��

����� ���� ���
���� ����� ��	
����� �������������	����

���� �����	�
	 �	���	��� ����� ����
�

����������� �� 	 ������� α(x) � β(x) ���	
���� ���������

���	�� ������ ������� ������ ��� x → a� ��� lim
x→a

α(x)

β(x)
= b 
= 0

� 
= +∞�

����������� ��!	 ������� α(x) ���	
���� ��������� �����

����� 
	����� ������� ������� ��� ������� β(x) ��� x→ a� ���

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 0�

����������� ��"	 ������� α(x) ���	
���� ��������� �����

����� ������� ������� ������� ��� ������� β(x) ��� x→ a� ���

lim
x→a

α(x)

β(x)
= +∞�

����������� ��#	 ������� α(x) � β(x) ���	
���� ����
���

�	�� ��������� ���	�� ��� x → a� ��� lim
x→a

α(x)

β(x)
�� ����
���

� �� ��
�� +∞�


����� �� 	 ���
��� ��������� ���	� �������

y = x2 � y = 3x ��� x→ 0.

$ � % � � � �&

lim
x→0

x2

3x
= lim

x→0

x

3
=

0

3
= 0.

�������������' ���
��� y = x2 ��	
������ ���� ��� x → 0 �����

��	�
�(� �����
� ���	��' �� ���
��� y = 3x�


����� ��!	 ���
��� ��������� ���	� �������

y = x2 + x− 6 � y = 4− x2 ��� x→ 2.

$ � % � � � �&

lim
x→2

x2 + x− 6

4− x2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 3)

−(x− 2)(x+ 2)
= − lim

x→2

x+ 3

x+ 2
= −5

4

= 0.



��� �����	 
� ����� ������	 ����������������

����������	
�� ����

�� ��
��� �������� ����
��
� ������

��
��� ������ ������� ��� x→ 2�

������ ���� �������� 	
���
�� ����
 �������

y =
cosx

x
� y =

1

x
��� x→ +∞.

� �  � 
 � �!

lim
x→+∞

cos x
x
1
x

= lim
x→+∞

cosx.

"� � cosx 
� ����� ������� ��� x → +∞� ����

�� ��
���
�������� 
�����
����� ����
��
� ������ ��� x→ +∞�

���� ������	
������ �
���
�� ��	�� �������

����	�
���� ��#� ������� α(x) � β(x), 	
���
�� ����
 ���
x → a� ���������� �������
������ ��������������� 
��� ��
�
�

�� �� 
��� lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1!

"���� ��� �
���
�$ x� �����%  x = a� ����� ����� ������&'

��

����
���� lim
x→a

α(x)

β(x)
≈ 1� ��� α(x) ≈ β(x)� ���
���	 ������� ��������(

�� � ������&�
��� x  a�)��� α(x) � β(x)*+������
�
�� ����
��
�
����� ��� x→ a� �� �� �� α(x) ∼ β(x)�

������ ��,� "�
�
� �� 
��� ���� 	
���
�� ����� ����#
��$ ���
� ��
�
�� �� 
��� �������
����� �� ������$� �! 
! 
���
α ∼ α1� % β ∼ β1 ��� x→ a� �

lim
x→a

α1(x)

β1(x)
= lim

x→a

α(x)

β(x)
.

-�
�! α ∼ α1� . β ∼ β1 ��� x→ a�
-�������	����!

lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a

α(x)

β(x)
· α1(x)

α1(x)
· β1(x)

β1(x)
=

= lim
x→a

α(x)

α1(x)
· α1(x)

β1(x)
· β1(x)

β(x)
= 1 · α1(x)

β1(x)
· 1 = lim

x→a

α1(x)

β1(x)
.

������ ��/� &�$�� lim
x→ 0

sin 5x

sin 3x
!



������ �� 	
��� 
���
��� ����
������������ ���

� � � � � � �� ��	 	�	 lim
x→0

sin 5x

5x
= 1
 lim

x→0

sin 3x

3x
= 1
 �� sin 5x ∼ 5x


sin 3x ∼ 3x �� x→ 0
 �

lim
x→0

sin 5x

sin 3x
= lim

x→0

5x

3x
=

5

3
.

������� ���� ���������� �	
�� ������ α(x) � β(x) �����	�


������ ��
� �� �	������ [α(x)− β(x)] ���� ���������� �	
	� ����
��� ��
�� �������� ������	 �	
����� ��� α(x) � β(x)�

����� lim
x→a

α(x) = lim
x→a

β(x) = 0 � ���	��� α(x) � β(x) ���	������

����� �� x→ a � γ(x) = α(x)− β(x)�

��	�����
 ��� α(x) ∼ β(x) �� �� lim
x→a

γ(x)

α(x)
= lim

x→a

γ(x)

β(x)
= 0�

��	�����������

lim
x→a

β(x)

ϕ(x)
= lim

x→a

(ϕ(x)− ψ(x))

ϕ(x)
= lim

x→a

(
1− ψ(x)

ϕ(x)

)
=

= 1− lim
x→a

ψ(x)

ϕ(x)
= 1− 1 = 0.

 ��!���������
 γ(x) ���� ���	������ ����" ���	��" ����� ����	�#�
��"!	� �������
 ��� α(x)� $����#���� ��%�� !�	�����
 ���

lim
x→a

γ(x)

β(x)
= 0�

������� ��&� ���	 ��������� ���
	 ���������� �	
�� ����� 

�	�
����� �������� �����	
����	 �
	�	���� ���!��� ������	�

����� lim
x→a

γ(x) = lim
x→a

α(x) = lim
x→a

β(x) = 0 � ���	���

γ(x), α(x), β(x) ���	������ ����� �� x → a� '���� !�" ���!��(�)
����� γ(x) * ���	������ ����" ���	��" �����#� ��"!	� ������� �

��������" � ���������� ���#������
 ���� lim
x→a

α(x)

γ(x)
= lim

x→a

β(x)

γ(x)
= 0.

��	�����
 ��� lim
x→a

γ(x) + α(x) + β(x)

γ(x)
= 1
 ���� ����� ���	������

����+ ���	��, �� x→ a -	���������� � !����� ������ γ(x)�
��	�����������

lim
x→a

γ(x) + α(x) + β(x)

γ(x)
= lim

x→a
1 + lim

x→a

α(x)

γ(x)
+ lim

x→a

β(x)

γ(x)
= 1 + 0 + 0 = 1.



��� ������ 	
 ����� ��������� ����������������

������ ���� ����� lim
x→0

5x+ 6x2

sin 2x
.

� � � � � � �	 
�� ��� �� x→ 0 5x+ 6x2 ∼ 5x �� ������� ���� �

sin 2x ∼ 2x �� ������� ����� �� lim
x→0

5x+ 6x2

sin 2x
= lim

x→0

5x

2x
=

5

2
.

���� �����	 �
���	�� ����������������

��� ������������ �������������� ������� ��� �������� ��� 
���!����"� ��� �#� �������$� %������$ ���&� ����� x → x0� � %
��'��� ������ ������!� �!�%���%����"� ��� ����� (���������" ��
��%�� �'�&�

)'*���%'&� ��'���� ��!�� +�� '���%�" �� %$���"&��"� ,��� 
���� �������$�� ���"*�� % ��������� � (����������� �� x → x0

�����"��" ����%������� � �'�& ��� #������������� - +��� ��'��� !� 

%��"�� ��� ����� ����� ��������.�����/ ����%����%'&*�!� ���	
0

0
���

∞
∞ �

0��� �'��� #��������� #��/��� %������ �� x→ x0 ����!� (����
���/ %������� #��������� #��/��"� �� � ������ ��(����� ����� %��� 
��� (������ ����!� ���(��/ ���/(" 1 ��������.�����/ ��� +∞−∞�

��� '���2���� #��������� ����� %������$ �� x→ x0 �� #���� 
����� #��/�'& �� x→ x0 %�(������ ��������.�����/ ��� 0 · ∞�

��� ������������ 3 !� (��������/��!� ������ �$ ���2� %������

��� lim
x→x0

(1 + α(x))

1

β(x) � !�� α(x) � β(x) #��������� ���$� %������$

�� x → x0� ��2�� #$�/ ��(����$�� %�� (�%���� �� ���������" α(x)
� β(x) � �'�& �� x→ x0� 4�� ��������.�����/ ��� 1+∞�

�����$�/ ��������.�����/ 1 +�� (����� ��������/ �%������
%$��2���"� ��%��"*�!� � ������ ��������.������� � ����� �!� �� 
����

���������� ������/�� �����% �����$��" ��������.������� ��( 
�����!� ����

������ ��5� ����� lim
x→+∞

3x+ 5

2x+ 7
�

� � � � � � �	 - ������ ������ ��������/ � (���������/ 1 #���� 
����� #��/��� %������$� ���� ����� ����� ��������.�����/ ��� ∞

∞ �



������ �� 	
��� 
���
��� ����
������������ ���

����� ���	���
 ��� ������������
� �������� ��������
 � �����
����
 � x� �������

lim
x→+∞

3x+ 5

2x+ 7
= lim

x→+∞
3 + 5/x

2 + 7/x
=

3

2
,

��	 	�	 ��� x→ +∞ 	����� �� ������
5

x
�

7

x
��������� 	 ����

���� ��� ������ �	!�!�������� ���	���� ����" #�	$��
���� !!���� ������ �	!�!�������� ���	���� ���
%�� #�	�
$���

����������� &�'	 ������� N(x) �M(x) ��	�
����
 �
���� ���
x→ a ��������	� ��������������� �	�� ������ �� 
��
�����

lim
x→a

N(x)

M(x)
= 1�

(��!���� ��� �� ���� Pn(x) = bnx
n + bn−1xn−1 + · · · + b0 �	!��

!����� ��� x→ +∞ ���� � ��!��%�� ��	�������� ������ bnx
n�

��	 	�	

lim
x→+∞

Pn(x)

bnxn
= lim

x→+∞
bnx

n + bn−1xn−1 + · · ·+ b0
bnxn

= 1

)����!����
�� ��� ���%��� �� �����! ��� x → +∞ �����
����
 ����� ���!���

lim
x→+∞

Qm(x)

Pn(x)
= lim

x→+∞
amx

m + am−1xm−1 + ...+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + ...+ b0

= *&�+,

= lim
x→+∞

amx
m

bnxn
=

am
bn

lim
x→+∞

xm−n

• ���� ������� 	�������
 ������ ������� ���������
 (m < n)�
�� ������ ����� �����

• ���� ������� 	�������
 ������ ������� ���������
 (m > n)�
�� ������ ����� +∞ ��� −∞�

• ���� ������� 	�������
 � ���������
 ����� (m = n)� ��

������ ����� ����	���� 	����
am
bm

�


����� &�-	 ����� lim
x→+∞

8x3 + 3x− 5

4x3 − 2x2 + 3
�



��� �����	 
� ����� ������	 ����������������

� � � � � � �� ��	
���� ����
� �����

lim
x→+∞

8x3 + 3x− 5

4x3 − 2x2 + 3
= lim

x→+∞
8x3

4x3
= 2.

������ ���� ����� lim
x→−∞

5x5 − 2x2 + 3

2x4 + 3x− 5
�

� � � � � � �� ��	
���� ����
� �����

lim
x→−∞

5x5 − 2x2 + 3

2x4 + 3x− 5
= lim

x→−∞
5x5

2x4
= lim

x→−∞
5x

2
= −∞.

�����
�� ������� ������ ������
��� � �
� ���������
���� ���
�� ���!�

������ ��"� ����� lim
x→+∞

3 3
√
x2 + 5x− 4 +

√
x

6
√
2x4 − 3x+ 2 + 2 3

√
x
�

� � � � � � �� #�$ $�$ �� x→ +∞ 3 3
√
x2 + 5x− 4 ∼ 3

3
√
x2 = 3x2/3�√

x = x1/2 6
√
2x4 − 3x+ 2 ∼ 6

√
2x4 = 6

√
2x2/3� 3

√
x = x1/3� %��������

�&���� x � '��
�&�
� �(��& �
�	��(�� 3 3
√
x2 + 5x− 4 ∼ 3x2/3� )��(��

��&�
� 6
√
2x4 − 3x+ 2 ∼ 6

√
2x2/3� �
�����&�
���

lim
x→+∞

3 3
√
x2 + 5x− 4 +

√
x

6
√
2x4 − 3x+ 2 + 2 3

√
x
= lim

x→+∞
3x2/3

6
√
2x2/3

=
3
6
√
2
.

��� ��'��
���� ����
��� ����� �*�� ���������
���� ���� ��
���� &�$ � '��&� ���
�)�+& �
���+*�� ���(��

• �������� ����! ���(����! �
� �
�'���� �������
���	� ���
�� ����� ��
� ,&� ��)(� ��-

• ������ ���������
����&� �) )��(���&�
� � '��
�&�
� � ���
�����&� �� ,&�( ���
�)�+&�� .��(�
� &� ���&������ ���
����)�����! �
	�����'��$�� ���� ���!�

(
√
x+

√
y) · (√x−√y) = (

√
x)2 − (

√
y)2 = x− y (x � 0, y � 0),

( 3
√
x± 3

√
y) · ( 3

√
x2 ∓ 3

√
x · y + 3

√
y2) = ( 3

√
x)3 ± ( 3

√
y)3 =

= x± y (x � 0, y � 0).

������ ���/� ����� lim
x→+∞

(
√
x2 − 1− x)�





��� �����	 �
 ����� ��������	 ����������������

= lim
x→+∞

x2 + 3x− 1− x2

(
√
x2 + 3x− 1 + x)

= lim
x→+∞

3x− 1

(
√
x2 + 3x− 1 + x)

=

= |�����������
√
x2 + 3x− 1 + x ∼ 2x| = lim

x→+∞
3x− 1

2x
=

3

2
.

	
��
�� �������� ����� �����������
��� � ������ ����
���
����
����
 �
����� ������� N(x) − M(x) �
��
� ���� �
�������
���� �� ������� �������� 
 
��!�� x � N(x) � M(x) �� ������

��
���� � �
����
� ������  �����" �
�� �
 �� � ���� ��� �����
����� 
 
��!��#

$�
�� 
��!����� ��!�� !�
��
�����
�����
�������� � �������
�
 !� �� x → x0 ��������� � ����������� ���"� ��!���� ������

���" %��
��!�����
���
0

0
&� ��!
 ��������� � ����������� !�
�� ����

!����� �� (x− x0) � ������ � ���������" ��!���# '��� �� � 
���
��
 
 ��������� � ����������� �
�
� !�
�� ���"� ��!���� ������
���" �� x → x0� �
 ��!
 �
������� 
��
��
� !������ �� (x − x0)
� �#!#� !
 ��� 
�� 
�� �� ��!�� 
����� 
�
���������� ���������#
( ���
�
��� ������� ��� ��
��!�����
��� �
��
 �� �
 ���������
����
��� ��!���������
 ��������� � ����������� �� �
��
������
� �
������ �� (x− x0)#

������ )#*+� ����� lim
x→3

x2 − 9

x2 − 3x
�

, � � � � � �- 	�� 
!����
��� ��!����
 
 �������� �� ������
x = 3 ��������� � ����������� !�
�� ��������� � ���"# .���� ����


��
��!�����
���
0

0
# ,���
��� ��������� � ��������� � �����������

� �
����!�� �
���/���� �� (x− 3)-

lim
x→3

x2 − 9

x2 − 3x
= lim

x→3

(x− 3)(x+ 3)

x(x− 3)
= lim

x→3

x+ 3

x
= 2.

	�� ������� ��!� �����
� �����

�����
 ��
���
���� 
�����
�����������
��� ����
����
 ����� �������#

������ )#*0� ������� lim
x→0

5x2 + 2 sin 2x+ tg2 x

arctg 3x+ 5x2

, � � � � � �- 1�� ��� �� x→ 0 sin 2x ∼ 2x� tg x ∼ x� arctg 3x ∼ 3x#
.����� ��
 ������ 
��!
� ���
��� 
 x ��������� ����� ��� ���
�
3 sin 2x� ����������� 2 arctg 3x#3��!
�������
� �
 ����
 ��
���� )#+�





��� �����	 
� ����� ������	 ����������������

� � � � � � �� ���	
 lim
x→+∞

x2 + 1

4x2 − 3
= lim

x→+∞

⎛⎜⎝1 +
1

x2

4− 3

x2

⎞⎟⎠ =
1

4
� lim
x→+∞

(x+

3) = +∞� �����

lim
x→+∞

(
x2 + 1

4x2 − 3

)x+3

= (
1

4
)+∞ =

1

4+∞
=

1

+∞ = 0.

������ ����� ����� lim
x→+∞

(
x+ 8

x− 2

)x

�

� � � � � � �� ���	
 lim
x→+∞

x+ 8

x− 2
= lim

x→+∞

1 +
8

x

1− 2

x

= 1, lim
x→+∞

x = +∞�

���� ����� ��	� �����������	�
 1+∞� �������� ��������� ����
������������  ϕ(x) = 1 + α(x)!� ���"��

lim
x→+∞

(
x+ 8

x− 2

)x

= lim
x→+∞

[
1 +

(
x+ 8

x− 2
− 1

)]x
= lim

x→+∞

[
1 +

(
10

x− 2

)]x
=

= lim
x→+∞

⎧⎪⎨⎪⎩
[
1 +

10

x− 2

]x− 2

10

⎫⎪⎬⎪⎭
10

x− 2
·x

= e
lim

x→+∞

10x

x− 2 = e10.

# ����� 	��"��� �� �����$�� � �%��� ������� �&� ��'�� ���(
��� ��%��

lim
x→+∞

(
x+ 8

x− 2

)x

= lim
x→+∞

(
1 +

8

x

)x

(
1− 2

x

)x =

lim
x→+∞

⎡⎢⎣(1 + 8

x

)x
8

⎤⎥⎦
8

lim
x→+∞

⎡⎢⎣(1 + {−2
x

})−x
2

⎤⎥⎦
−2 = e10.

# ���
��'��� ����� �����
� "� lim
x→+∞

(
1 +

k

x

)x

= ek� ��� �

���� �%�� ����





��� �����	
���� �����	� �� ���	� ������� ��������	��

� � � � � � �� ��� x→ +∞ 	�
����� � ���������� �

��������
����� ��������	���� �����
������ ���� 
��	�� �������� 	�� ����� ���

�� �������������
� ���� ∞

∞ � �������� �� x ������������ 	�
�����
� ���������� ������ ����	���

lim
x→+∞

5x− 4

4x+ 2
= lim

x→+∞

5x− 4

x
4x+ 2

x

= lim
x→+∞

5− 4

x

4 +
2

x

=
5

4
,

��  � ��� x→ +∞  �!��� �� ������
4

x
�

2

x

������
�  �����

�� ������� "#�$% lim
x→+∞

3x− 4

4x+ 2
= lim

x→+∞
5x

4x
=

5

4
�

������ #�&� ����� lim
x→+∞

3x2 + 2x+ 1

2x2 + 3
�

� � � � � � �� ��� x→ +∞ �' ����� ���� 
 ���������(���
��
���� ∞∞ � �������� �� x2 ������������ 	�
����� � ���������� ������
����	��

lim
x→+∞

3x2 + 2x+ 1

2x2 + 3
= lim

x→+∞

3x2 + 2x+ 1

x2

2x2 + 3

x2

= lim
x→+∞

3 +
2

x
+

1

x2

2 +
3

x2

=
3

2
,

��  � ��� x→ +∞  �!��� �� ������
2

x
,
1

x2
,
3

x2
→ )�

�� ������� "#�$% lim
x→+∞

3x2 + 2x+ 1

2x2 + 3
= lim

x→+∞
3x2

2x2
=

3

2
.

������ #�*� ����� lim
x→−∞

x2 − 2x

6x+ 7
�

� � � � � � �� ��
 �� � ��� x→ −∞ ���� ����� ���� 
 ���������

�(���
��
∞
∞ � ��� �

��������� ������� ��������� ���+ �����	���

��� ��
�������
� ������!����� �'�� �� ������,���� -������ 
���
��� ��

���������'+ �����	����� ����� .� ������� �������� 	�
�
����� � ���������� ����� �� x2�

lim
x→−∞

x2 − 2x

6x+ 7
= lim

x→−∞

x2 − 2x

x2

6x+ 7

x2

= lim
x→−∞

1− 2

x
6

x
+

7

x2

=
1

−0 = −∞.



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���
�
������� ���

�� ������	 
���

lim
x→−∞

x2 − 2x

6x+ 7
= lim

x→−∞
x2

6x
= lim

x→−∞
6

x
= −∞

������ ���� ����� lim
x→+∞

5x2 − 3x+ 4√
4x4 + 5

�

� � � � � � �� � ������ ��	��� ����� ����������������
∞
∞ � � ���

���������� � ������������� �� ����� ��������� �  ���������� �� xn!
"�� n # ������$ ������� ���"�������� %���&��$! ��� �  ����������
x4 ����� ��� ��������&� ������! ����� ��� �� x2�

lim
x→+∞

5x2 − 3x+ 4√
4x4 + 5

= lim
x→+∞

5x2 − 3x+ 4

x2√
4x4 + 5

x2

= lim
x→+∞

5− 3

x
+

4

x2√
4 +

5

x4

=

=
5− 0 + 0√

4 + 0
=

5

2
.

'�$ ������$ (��"� ������� ��)�� ������� ������$ �������� (����
����������� *��������� *�����+ �������

√
4x4 + 5 ∼ √4x4 = 2x2 �

lim
x→+∞

5x2 − 3x+ 4√
4x4 + 5

= lim
x→+∞

5x2 − 3x+ 4

2x2
= lim

x→+∞
5x2

2x2
=

5

2
.

������ lim
x→a

P (x)

Q(x)
! "�� P (x) � Q(x) ���&� ���"�����& � +��$ *&

���� � ��+ � ����� a 
= 0 ��+�����$ ���������������� ����������
��� � ,	����- ���������"�  ������$ ��"	����� x = a� .��� )�

P (a) = Q(a) = 0 � ����� ����� ����������������
0

0
! �� ���*�

P (x)

Q(x)
��������	���$ ��������� ���� ��� ��������� �� �� �� ����� (x− a)�

������ ��/� ����� lim
x→−1

x3 + 1

x2 + 1
�

� � � � � � �� ��� ����������� x = −1 � ��������� ����� x3+1 =
= −13 + 1 = −1 + 1 = 0� ��� ����������� x = −1 �  ���������� #
x2 + 1 = −12 + 1 = 1 + 1 = 2� 0������������!

lim
x→−1

x3 + 1

x2 + 1
=

0

2
= 0.



��� �����	
���� �����	� �� ���	� ������� ��������	��

������ ���� ����� lim
x→2

x2 − 4

x2 − 3x+ 2
�

� � � � � � �� 	
� ���������� x = 2 ����� ����
����������

���
0

0
� �������� ��������� � ����������� �� ����������� � �
����

���� ���������� ���
������� � 
�� ������ ��� ����

lim
x→2

x2 − 4

x2 − 3x+ 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x− 1)
= lim

x→2

x+ 2

x− 1
= 4.

��
������! ���
����� �

�"�����������! �
������� � 
�"���
������� �� �� ���#�� �� ���� � �$� ������� ����% ��
������%�

������ ��&� ����� lim
x→0

√
1 + x− 1

3
√
1 + x− 1

�

� � � � � � �� 	
� ���������� x = 0 ����� ����
����������

���
0

0
� '�������� 1 + x = y6 �� ��#�! ����� �
� ���������� ����


����#� � � �������#� ��
��% ��� ���� "���� �������� (�������! ���
�
� x→ 0! y → 1! ������

lim
x→0

√
1 + x− 1

3
√
1 + x− 1

= lim
y→1

√
y6 − 1

3
√

y6 − 1
= lim

y→1

y3 − 1

y2 − 1
.

	
��� ��������� �������#� �
���� �����#���� ��� ! ����
�% ��
������������ �
� 
������ �
���
� ���� )�� 
���
���� ����
���$��

�����
0

0
*�
� y = 1+ 
������� �� ��������� ��������� � ��������

����! �
������� ���������� ���
������ � � 
�� ������ ��� ���

lim
y→1

y3 − 1

y2 − 1
= lim

y→1

(y − 1)(y2 + y + 1)

(y − 1)(y + 1)
= lim

y→1

y2 + y + 1

y + 1
=

=
1 + 1 + 1

1 + 1
=

3

2
.

)
 #�� �
����� ��������� �
���� �� �

�"��������#� ��
��
����� �������� ��
��� �

�"����������� �� ��������� � ��������
���� ���! �����
��! �� ����������� � ���������� 	
� ,��� ������� �
-��� .�
� �� ������������ �
���
�������% ��#��
�������� ��
��
����%�

(
√
x+

√
y)(
√
x−√y) = (

√
x)2 − (

√
y)2 = x− y (x � 0, y � 0)



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���
�
������� ���

(
√
x±√y)(

3
√
x2 ∓ 3

√
xy + 3

√
y2) = ( 3

√
x)3 ± ( 3

√
y)3 = x± y (x � 0, y � 0).

������ ����� ����� lim
x→+∞

(
√
x2 − 5x+ 6− x)�

� � � � � 	 �
 ��	 x → +∞ � 	�� ���������������� �	��
+∞ − ∞� ����	 	 ������	 �������	�� ������� ��� ��������
�� �������	�� �� �����������  �� ��� ��!	" �� ���#���"$� %
����� ���&�� �� (

√
x2 − 5x+ 6+ x)� ����� '���������" ����(����)

���	* ����&	


lim
x→+∞

(
√
x2 − 5x+ 6− x) =

= lim
x→+∞

(
√
x2 − 5x+ 6− x)(

√
x2 − 5x+ 6 + x)√

x2 − 5x+ 6 + x
=

= lim
x→+∞

x2 − 5x+ 6− x2

√
x2 − 5x+ 6 + x

= lim
x→+∞

6− 5x√
x2 − 5x+ 6 + x

.

+&��	���� &�� ��	 x → +∞ �������	* ������ ��	���	��� ! ������)
���������	 �	�� ∞

∞ � ������	 &	��	���� 	 ���������� �����������
�� xn� #�� n , ������� ������� ��#�&������ % ����� ���&�� �� x�

lim
x→+∞

6− 5x√
x2 − 5x+ 6 + x

= lim
x→+∞

6− 5x

x√
x2 − 5x+ 6 + x

x

=

= lim
x→+∞

6

x
− 5√

1− 5

x
+

6

x2
+ 1

=

=
0− 5√

1− 0 + 0 + 1
=

−5√
1 + 1

=
−5
1 + 1

= −5

2
.

������ ����� ����� lim
x→+∞

(x− 3
√
x3 + 8x2)�

� � � � � 	 �
 % ����� ��	��� ��	 x → +∞ 	�� ��������)
�������� �	�� +∞ −∞� ����	 	 ������	 �������	�� �������
��� ���!� �������� �� �������* !������ ��� ���#���"� &��(� �
	��#� ����&	�� � &	��	���� -����� �������	 !�(�� ���" &	���


lim
x→+∞

(x− 3
√
x3 + 8x2) =



��� �����	
���� �����	� �� ���	� ������� ��������	��

= lim
x→+∞

(x− 3
√
x3 + 8x2)(x2 + x 3

√
x3 + 8x2 + 3

√
(x3 + 8x2)2)

x2 + x 3
√
x3 + 8x2 + 3

√
(x3 + 8x2)2

=

= lim
x→+∞

x3 − ( 3
√
x3 + 8x2)3

x2 + x 3
√
x3 + 8x2 + 3

√
(x3 + 8x2)2

=

= lim
x→+∞

x3 − (x3 + 8x2)

x2 + x 3
√
x3 + 8x2 + 3

√
(x3 + 8x2)2

=

= lim
x→+∞

−8x2

x2 + x 3
√
x3 + 8x2 + 3

√
(x3 + 8x2)2

=

= −8 lim
x→+∞

x2

x2(1 + 3

√
1 +

8

x
+ 3

√
(1 +

8

x
)2)

=

= −8 lim
x→+∞

1

1 + 3

√
1 +

8

x
+ 3

√
(1 +

8

x
)2

= −8 · 1

1 + 1 + 1
= −8

3
.

������ ����� ����� lim
x→4

3−√5 + x

1−√5− x
�

� � � � � 	 �
 ��	 x = 4 	�� ���� � ����������������� �	�

��
0

0
� ������� ��� ���������������� �������	 ������
  	��	�

���� ���!	 	 ������	 �� �"��!��	�# ����$!�����  	��	����

→ (3 +
√
5 + x)# % ���������� & �� �"��!��	�# ����$!����� ����

������� → (1 +
√
5− x)�



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���
�
������� ���

lim
x→4

3−√5 + x

1−√5− x
= lim

x→4

(3−√5 + x) · 3 +
√
5 + x

3 +
√
5 + x

(1−√5− x) · 1 +
√
5− x

1 +
√
5− x

=

= lim
x→4

(3−√5 + x)(3 +
√
5 + x)(1 +

√
5− x)

(1−√5− x)(1 +
√
5− x)(3 +

√
5 + x)

=

= lim
x→4

(9− (
√
5 + x)2)(1 +

√
5− x)

(1− (
√
5− x)2)(3 +

√
5 + x)

=

= lim
x→4

(9− (5 + x))(1 +
√
5− x)

(1− (5− x))(3 +
√
5 + x)

=

= lim
x→4

(9− 5− x))(1 +
√
5− x)

(1− 5 + x))(3 +
√
5 + x)

= lim
x→4

(4− x))(1 +
√
5− x)

(−4 + x))(3 +
√
5 + x)

=

= −1 · lim
x→4

1 +
√
5− x

3 +
√
5 + x

= −1 · 1 + 1

3 + 3
= −1 · 1

3
= −1

3
.

��� �����	
��� ��
	
�� �� �������� 	�� 	���
�� ���	� ��

�

�
��� �
���
	
�
������ �	� +∞−∞� �
���
�	�
��� ��
	����
����
���
��� 	���� � ���
�� ����
���
���

������ ����� ����� lim
x→3

(
1

x− 3
− 6

x2 − 9

)
�

 
 ! 
 � � 
" ��� x = 3 ��

� 	
�� � �
���
	
�#������� �	�

+∞−∞� $��������
��� �
���
�	�%�
� � ���
	
� 	���� � ���
��
����
���
��� ����
 &�
�
�����'� ��
���������� ����(��"

lim
x→3

(
1

x− 3
− 6

x2 − 9

)
= lim

x→3

x+ 3− 6

(x− 3)(x+ 3)
=

= lim
x→3

x− 3

(x− 3)(x+ 3)
= lim

x→3

1

x+ 3
=

1

3 + 3
=

1

6
.

 ��������� 
�# ��� �
�����'
 ����
�' ��
	'	��
�� ������(
)

����� ������� � ��������
� 	�� �� �
!
��� ������
 &����
�������

�
����
(�� ���'� 
��(�� � �
��
�� ����

������ *��� ����� lim
x→0

sin 5x

x
�



��� �����	
���� �����	� �� ���	� ������� ��������	��

� � � � � � �� ��	 	�	 sin 5x ∼ 5x 
�� x→ 0

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

x→0

5x

x
= 5

������ ���� ����� lim
x→0

x

tg 5x
�

� � � � � � �� ��	 	�	 tg 5x ∼ 5x 
�� x→ 0

lim
x→0

x

tg 5x
= lim

x→0

x

5x
=

1

5

������ ���� ����� lim
x→0

1− cos 5x

x2
�

� � � � � � ��

1− cos 5x = 2 sin2 5x

2
∼ 2

(
5x

2

)2

= 2 · 25x
2

4
=

25x2

2


�� x→ 0

lim
x→0

1− cos 5x

x2
= lim

x→0

25

2
x2

x2
=

25

2
.

����������	
��� �����

�������� 	
���
�� ����
 �
�������

������ ����� α = t2 tg t � β = t2 sin2 t ��� t→ 0.

������ ����� α = 5t2 + 2t5 � β = 3t2 + 2t3 ��� t→ 0.

����� ��
�
�� ��������

������ ����� lim
x→−1

x3 + 1

x2 + 1
.

������ ��� � lim
x→1

x2 + 2x+ 5

x2 + 1
.

������ ����� lim
x→+∞

4x3 − 2x2

3x3 − 5
.

������ ���!� lim
x→+∞

x2 + x− 1

2x+ 5
.



��������	�
� ������ �� ��
�� ������
� ���
�
������� ���

������ ����� lim
x→1

x3 − 1

x− 1
.

������ ����� lim
x→2

x2 + 3x− 10

3x2 − 5x− 2
.

������ ����� lim
x→+∞

3x2 − 2x− 1

x3 + 4
.

������ ����� lim
x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 9
.

������ ����� lim
x→2

x2 − 7x+ 10

x2 − 8x+ 12
.

������ ����� lim
x→1

3
√
x− 1

4
√
x− 1

.

������ ���	� lim
x→0

5
√

(1 + x)3 − 1

x
.

������ ���
� lim
x→0

√
1 + x− 1

x
.

������ ����� lim
x→4

√
2x+ 1− 3√
x− 2−√2

.

������ ����� lim
x→0

x
3
√
1 + x− 1

.

������ ����� lim
x→0

√
1 + x−√1− x

x
.

������ ����� lim
x→+∞

(
3
√
x+ 1− 3

√
x
)
.

������ ����� lim
x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
.

���� ������ �� ��������� ������������ ��� �� 
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���!
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� ������������ �������

������ �� 	�
��������� �������

����������� �	�
��� �������� ��� ������������ �	�
���
��� ���
� ������� � �� 
�������
���� �������� �	�
���
����������� �� ���������

���� �������	
�� ��
���

����������� ���	 ������� y = f(x) ��	
����� ������
���� �
���� x0� �����

• ������� ���������� � ���� x0 � � �������� �� ��������
��� ���������� �� �����

• ������� ���� ������ ��� x→ x0�
• ������ ������� ��� x→ x0 ����� 	������ ������� � ����
x0�

lim
x→x0

f(x) = f(x0). ���� 

!��� � ���
� x0 �	�
��� ���������� �� ���
� x0 ���������� ����

�� ������������� �	�
����


����� ���	 !��������" �� ������
����" ������ y = ex �
���� x = 1#

" � # � � � �$ %��&� ��
����' ��� �	�
��� y = ex ����������
� ���
� x = 1, ���&������ ��������' ���������� ��(� ����	)*��
	������ ������������ ������������� $

• �	�
��� y = ex ���������� � ���
� x = 1⇒ f(1) = e+
• �	*����	�� lim

x→1
f(x) = lim

x→1
ex = e+

• ,��� ������ ����� �������) �	�
��� � ���
� x = 1 :

lim
x→1

f(x) = f(1) = e.

-�
�� �&����� ��
����� ��� �	�
��� y = ex ���������� � ���
�
x = 1�

������� ���	 ������� $%#&' ����� 	�����" � ����

lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x), ���. 

�� ��� lim
x→x0

x = x0# (� 	����� �� ��� ��)������� �������

������
���� ������� ����� ����)���" � ������� ��� 	����� �����
���#



������ �� 	�
��������� ������� ���

������ ���	
�� ����������
� ������� � 
���� x0 ������ � ������
���� �����
���
 lim

x→x0−0
f(x) = f(x0)� 
� ������	 ������
�	 ������

����� � 
���� x0 ������ ���������� �������	�
�	 ����������
�
������� �������

 �� ��� Δx = x− x0� � Δy = f(x)− f(x0)� 
� ������� !"�#$ ������
������ �����%����&

lim
x→x0

f(x) = f(x0)⇒ lim
x−x0→0

[f(x)− f(x0)] = 0⇒ lim
Δx→0

Δy = 0.

����������� "�'	 ������� y = f(x) ��	
����� ������
���� �
���� x0� ���� ���������� ������ ���������� �������� ������
���� ���������� ����� ���������� �������

lim
Δx→0

Δy = 0. !"�($


����� "�'	 ����	��� �� ������� y = x3 ������
��� ��� ���
���� 	������� �������� x 

) � * � � � �& +����� ���������� ������� Δy�

Δy = (x+Δx)3 − x3 = x3 + 3x2Δx+ 3xΔx2 +Δx3 − x3 =

= 3x2Δx+ 3xΔx2 +Δx3.

,�������	 
����� � ������� ���� � �����������	 �������� �����
���

lim
Δx→0

Δy = lim
Δx→0

(3x2Δx+ 3xΔx2 +Δx3) = 0.

-������
������ ������	 y = x3 ��������� ��� −∞ < x < +∞�

���� �����	
� �� �������	���
 �����
��


������ "�#	 !"�����
����� ����
� ����	������� � �������
������
��
# ������� $ %��� ������� ϕ(x) � ψ(x) ������
��
 � ���
�� x0� � �# ����� � ����	������� ��&� ������
��
 � ���� x0 
%���� ����� ���� 	��������� � �������������� ���� �� �����
����� � ������ ������
��
# ������� ��� ������� ������
���� 

.���/�� ����������
� �����������	�

.���& ����������
� ������� � 
���� x0&

lim
x→x0

ϕ(x) = ϕ(x0) � lim
x→x0

ψ(x) = ψ(x0).

.�����
�� �
� f(x) = ϕ(x)·ψ(x) ��
� ������	 ���������	 � 
����
x0� 
� �� lim

x→x0

f(x) = f(x0)�



��� �����	 
� ������������ �������

���������	
���

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

[ϕ(x) · ψ(x)] = lim
x→x0

ϕ(x) · lim
x→x0

ψ(x) =

= ϕ(x0) · ψ(x0) = f(x0).

���� 
����� �������	� ��� �
� �
������ ������������ �������

���������� ��� �
�� ��������� x� ��� ������� ��� �����������

��������� 
�������� y = xn� ���������	��� y = ax� ���������� 

����
��� y = sinx � y = cosx ������� ���������� �� �
�! ��
����!

�
� (x ∈ R)� �����������
��� ������� y = loga x ���������� ���

x > 0� � ��������������
��� y = tg x ���������� � ����� �� ����� 

����� (−π

2
+kπ;

π

2
+kπ) � ������ ������ "" ���� � ������ xk = (2k+1)

π

2
(k = 0;±1;±2; ...)�

������� #�$� ����������	
�� 
	��	� ��������� �
� �������
u = ϕ(x) ���������� � �	��� x0� � ������� y = f(u) ���������� �
�	��� u0 = ϕ(x0)� �	 
	���� ������� y = f [ϕ(x)] ���������� �
�	��� x0�

%�� ���������	
����

&�
'�� 
������� ��� ����������	� 
����� ������	��	 �� ����

������� � �����	� ��� ���������	� �� �������������� ��� ����������

��� �� ������	������ ����������	� 
������ ���������� ��������

���� ��������� 
����� ���� � ����������� ������ � ������� ���

�������������

( ����'����� ����� ������� ��

������ ��� �������� ������� ���

������)��
� � ���	��!*���

��	��� #�+� ����
��� lim
x→0

loga(1 + x)

x
�

, � * � � � �- .������� ��� ��� x → 0 ��
�����	 � ����������	

������������ 
������
� � ���'� ���� ����� ��
�� �������������
�	

����
0

0
� (������� ����)���������

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0

[
1

x
loga(1 + x)

]
= lim

x→0
loga

(
1 + x

) 1
x
.

/�� ��� ������ �����������
��� ������� ���������� � ����
��� 


�� ����� x = 0� �� ���� ����!�� � ������� ��� ������ �������



������ �� 	�
��������� ������� ���

( lim
x→xo

f(x) = f( lim
x→xo

x))�

lim
x→0

loga

(
1 + x

) 1
x
= loga

[
lim
x→0

(
1 + x

) 1
x

]
,

�� lim
x→0

(
1 + x

) 1
x
= e � ������ 	
��
������� �������

������
�������

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e. �����

� 
�������� ��� a = e

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= ln e = 1. �����

�
��� ���
	��� y = ln(1 + x) � y = x �  ����
������� ���������
�
��� !"��#�� ��� x → 0� ����� ����$�� �
	��
�� ������� 	
��
%
������� ���������

������ ���� ����� lim
x→0

ax − 1

x
�

& � ' � � � �( )���� �� ����� ���� � ���������*������+ ���

0

0
�

,�$ �
-�.����$ ������
 ����
�� 	
���" ����������� ����.�� ax −
1 = t� ��/�
 x = loga(t+ 1)� 0�� x→ 0 �
�.� � t→ 0�

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t

loga(t+ 1)
= lim

t→0

1

loga(t+ 1)

t

=
1

lim
t→0

loga(t+ 1)

t

.

�
� �
� �
 �����
��� ��	"���
�
� ���"����/� � ������"1�� �����%

��� lim
t→0

loga(1 + t)

t
= loga e� ��

lim
x→0

ax − 1

x
=

1

loga e
= ln a. ���2�

� 
�������� ���� a = e� �����

lim
x→0

ex − 1

x
= ln e = 1,

���� y = ex − 1 � y = x �  ����
������� ��������� �
��� !"��#��
��� x→ 0�



��� �����	 
� ������������ �������

���� ����� 	
�	�
 ������� � �� ��
������
���

������� �����	
���� ������ � �������
��� � �
���
���
������
��

����������� ���	 ����� x0 ����	�
�� ������ �����	� �������

y = f(x)� 
��� ��� �������
��� ������� ���
�
�
�� ������� ���


� ������
 � �
 	�
�� ������ �
��
��	������

���� �������� ������ y =
1

(1− x)2
����� ��� ������ ������ ���

x = 1�  �� ������ � 
���	���� � �
!�� x = 1, � � ��"�������
���	��� ������ � #�
$ �
!���

y

x0 1

1

���� ��� ������ ����	�� y =
1

(1− x)2

����������� ��%	 ����� �����	� x0 ������� y = f(x) ����	��

�� ������ ����������� �����	�� 
��� ���
��	� � ��� ��������

�����! ��
�
�� 	 ����
 x0 � ��� ��	��� �� 
�

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = A�


����� ��&	 "���
��	��# �� �
��
��	����# ������ y =
sin x

x

' � ( �  � �) *�����
sin x

x
� 
���	���� � �
!�� x = 0� �
!��

x = 0 �������� �
!�
$ �������
�
 �������� ��� ��� ��� x → 0
��"�����+� ���	��� ������ � ����� � 
� ����)

lim
x→0+0

sin x

x
= 1, lim

x→0−0
sinx

x
= 1.



������ �� 	�
��������� ������� ���

���� �����	�	��
� ������
sin x

x
� 
���	 x = 0� ������� f(0) = 1� 
�

������ �	 �	��	����� ������� ���	�	����� 
���

f(x) =
sinx

x
, 	��� x 
= 0; f(0) = 1.

�����	�	��� ������ � 
���	 x = 0� �� �
������ �������
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���� ��� ������ ����	��
sinx

x

�����������  �!	 ���� � ���	
 x0 �����������
 �
�
�� ��
��

� ����� ���
������� �� �
 ����� ���	� x0 ������
��� ���	��

����� � ����


�����  �"	 ����
������ �� �
�
������� ���	��� y =
sin x

|x|
# 	 $ 	 � � 	� % 
���	 x = 0 ������ 
	���
 ������ &'�� ����� 
��

��� �����
������	 ��	�	�� �(	�
��
 � )
�* 
���	� �� �	 ������
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-1

-0.5
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1

���� ��� ������ ����	��
sinx

|x|

������ ����� lim
x→−0

sin x

|x| = lim
x→−0

sin x

−x = −1	

������ ������ lim
x→+0

sin x

|x| = lim
x→+0

sin x

x
= 1


����������� �
�	 ����� ����	
�� � �
������� ������� ����

�	
� � ����� ���	
����� ������� ����	
� �� �����

 ������ ������� �� ���� �� ���������� ���� �� ���� �� ��������

������ ��������
 ������� y =
1

(1− x)2
	 �������������� �� ���
 ��	

�� � ��� �� ����!�	 �� �����!� �������!� ������� � ����� x = 1
 "���
�������#��	 ��� �����$ %������ x = 1 �������� �����$ ������� ��
����



����� �
&	 ������
��� �� ����	
����� ������� y = sin
1

x
�

' � ( � � � �) ������� y = sin
1

x
���������� ��� ���� �������$

x	 ��� � x = 0
  *��$ ����� ��� � ��� ������
 +���� x = 0 ���#
����� ������� �� ����	 ��� ��� ��� x → 0 ��� ������	 ��� � �����	

%������ sin
1

x
	 ��������#  �,�� −1 � 1	 �� ������,����� �� � ���� �

������� � �������-
 .��%�� �/ �������� �� ���
 �0
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��������� ������� ���

1

1 2 3 4 5 6 71234567− − − − − − −

���� ��� ������ ����	�� y = sin 1
x 
 y = 0 � �����

x = ± 1

kπ

 k ∈ N

���� �����	�
 ������� ��������� 
 �����	�

����������� ���	 ������� y = f(x) ��	
�
��� � ��������
[a, b]� ���� �� ��	
�
��� �� ���� ����
����� ����� ����� �������
��  � ����� ������� �� ����� a � b� ��	
�
��� ��������
������� �	
� � �����


����� ���	 ���� ������� y = f(x) ��	
�
��� � ��������
[a, b]� �� �� �������� � ���� �������� ������ ����� !��� ������
����� !��� "�������

xx = a = x x = b2

y = f (x)

Λ

y

x

���� ��� ������������� ��������	�� ������ ������ ���



��� �����	 
� ������������ �������

������� ��	
�
�������� ���� ������� ������� �����������	
�

�����
��� ���	��� y = f(x) �
 �����	� ��� ���������
� �
 ��� 

����� [a, b] ���	��� ������
�� �
�����!��� ������ ��
����� � ���	�

x = x1 = a" 
 �
�#��!��� ��
����� � ���	� x2�

$�������� %�� ���	��� y = f(x) ���������
 �
 �������� [a, b]"
�� ��
 ���
�����
 �
 ���� ���������

&�����������" ��� �� ������� ��' ���	��� ������
�� �
 ��������

�
�#��!��� M � �
�����!��� m ��
�����" �� ����� ����� ���
��� 

���� m � f(x) � M �� ���( ��
����� ���	��� �
 �
���
����
����

��������� )� �� |f(x)| � M �" �����
�����" ���	��� y = f(x) ���
 

�����
 �
 �������� [a, b]�

������� ��*� ���� ����	�
 y = f(x) �������� �� ��������
[a, b] � �� �� ���	�� �������� �������
 ����� ������� �� �����
����� �������� �������
� �� ������ ���� ���� ����� C� � ������
����	�
 ���� �����

+����������	�� ���� ������� �
	��
���� � �����,��- ���

���	� ��
��	
 ���	��� y = f(x)" ������������,�� 	���
� �������


[a, b]" �.
� �� �
���� ������� �� ��� OX" �� ���� ��
��	 (��� #� �

����� ���	� �������
 ������	
�� ��� OX� �
 �
���� �����	� �' ���

��� ���	� x1, x2, x3�

a
x1

x2

x3

b

y

���� ��� ����������	
�� ��	������ �	���� ������� ���

������� ��/� � ����!������� �������
� ����	���" ���� ����#
	�
 y = f(x) �������� �� �������� [a, b] � f(a) = A � f(b) = B� ��
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	�� ������� ���

��� ������ �	
�� C, ����������� ����� A 	 B� ������
� �����	

����� 
������� ���� ���� c� ��� f(c) = C�

�� ������� 	� ��
�	�� � ���	�� ��� 	�������	�� ��	����� ���

������ �� ��	��� �	���	�� � �������� ���������	� �������� ����� �
�

����������	�� �	���	�� 

x

f (b)

f (a)

a c b

y = f (b)

y = C

y

���� ��� ����������	
�� ��	������ �	���� ������� ���

������� ���� �� ���������	
�� 	����	� ��������� �
�� �����
��� y = f(x) ���������� �� 
������� [a, b] � �	���
���� ��������
�� ��	� 
�������� �	 	������ ������� x = f−1(y) �� 
		�����

���� �� 
������� 	
� OY 
� �
����� � ������
� ���!� ������
����	� �	���
��� �� ������ ��� ���������

��� ���	�
� 
� �	�
��
 ��� ���������������

��������	�
� ������ �� ���������
	�� �������

������ ���� "

��#	���$ �� ���������	
�$ �������

y =
1 + x3

1 + x
.

� � � � �  �� � ����� x = −1 ����� �� ��	�������! ��� ���!

������� �����������! �������
 ����	�����������
0

0
� � �	�"# ���$

��# �	��� 
�%�� ���	���� �� (1 + x)! ��� ��� � �# 1 + x 
= 0� &�"��





��������	�
� ������ �� ���������
	�� ������� ���

� � � � � � �� ��	 
��� ���������� ��������� ��� � ����� x = 2
������	���	 ��� ��� ������	 ������������� ��������

 ! ������	 y = 4x2 ���������� � ����� x = 2⇒ f(2) = 16"
#! ��$������� lim

x→2
f(x) = lim

x→2
4x2 = 16"

%! 
��� ������ ����� �������& ������� � ����� x = 2

lim
x→2

f(x) = f(2) = 16.

������ '()� ��������� 	�� 
����� y = sin x ���������� ���

������ ���	���� ��������� x�

� � � � � � �� *�+��� �����$���� ������� Δy� ��������	 ���,
���� ����������������� ��-�����

Δy = sin(x+Δx)− sinx = 2 sin
Δx

2
cos

(
x+

Δx

2

)
=

= 2 sin
Δx

2
cos

(
x+

Δx

2

)
· Δx

Δx
=

sin
Δx

2
Δx

2

· cos
(
x+

Δx

2

)
·Δx.

.�� ��� lim
Δx→0

sin
Δx

2
Δx

2

= 1� �

∣∣∣∣cos(x+
Δx

2

)∣∣∣∣ � 1� �� ��� �&��� x

�����

lim
Δx→0

Δy = lim
Δx→0

⎛⎜⎝sin
Δx

2
Δx

2

cos

(
x+

Δx

2

)
·Δx

⎞⎟⎠ =

= lim
Δx→0

sin
Δx

2
Δx

2

· lim
Δx→0

cos

(
x +

Δx

2

)
· lim
Δx→0

Δx = 1 · cosx · 0 = 0.

/������������� ������	 y = sin x ���������� ���
−∞ < x < +∞(

������ '(0� ����������� �� ������������� 
�����

f(x) =

{
x− 1, ���� 0 � x � 3,

3− x, ���� 3 < x � 4.



��� �����	
���� �����	� �� ������������ �����		

� � � � � � �� ��	 
����� ����� ��� ���������	 �� ���� ����	�
�������	 � !"# � �$ %�	����� ��� x = 3 ⇒ y = 2� &����� ������
�	%�'�! �	� �	� ��	 �� ����� ������	 ��� x→ 3 :

lim
x→3−0

f(x) = 2, lim
x→3+0

f(x) = 0.

(�����	���)��! ����	 x = 3 * ����	 �	%�'�	 ������� ���	� +�� ,���
� ��	����'� ����	� ������������ �������	 [0, 4] 
����� f(x) �����-
�'��	 ���	�	 (x = 0) � ������'��	 ����	 (x = 4)�

x

y

0
1

4

2

-1

3

���� ��� ������ ����	�� 
������ ��

������ ���� ���������	
 �� ���������	
 ������� y =
x2 − 25

x− 5
�

� � � � � � �� . ����� x = 5 
����� �� ���������	! ����! �'������
�����	�����! �����	�� ���������������) ���	 0/0� /���� ���	%	�)!
���

lim
x→5−0

y = lim
x→5+0

y = 10.

(�����	���)��! ����	 x = 5 * ����	 ����	������ �	%�'�	�

������ ��0� ���������	
 �� ���������	
 ������� y =
1

x2
�

� � � � � � �� . ����� x = 0 
����� ����� �0� ������ �	%�'�! �	�
�	� ��	 �� ���������	 � ,��1 ������ +�����' 
����� ����	 � ���	�	
�� ����� x = 0 �	��' +∞� (�����	���)��! ����	 x = 0 ��� �	���1

����� �������� �����1 �	%�'�	 ������� ���	�





��� �����	 �
� ������� �	��� ����������	 � ������

������ ��	 
������ ����	

����������� � �������

�������� ��	�
������ �	�������� �������� �������� 	
���
������
���� �	����� ���
������ 	
��

����� ������	
 ���

�
���

����������� ����	 �������� 	
��� �������
 ���� ������

����������� �������� ������������������

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . =
+∞∑
n=1

un. ������

����� u1, u2, u3, . . . , un, . . . ��������� ������� 	
��  
 �����!
��� ��
������ ���� �������� ��"�� ���� 	
� un ��� #$��%� �&�
����	� n' un = f(n)�

(	���
�� ������)�� �	���	�� 	
��'

��
1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . . � un =

1

n
*

+� 2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1 + . . . � un = 2 · 3n−1*
,� 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n−1 + . . . � un = (−1)n−1*
-� cos

π

1
+ cos

π

2
+ cos

π

3
+ · · ·+ cos

π

n
+ . . . � un = cos

π

n
�

����������� ���+	 ���� Sn ��	��� n ������ 	
� �������


n�� �������� ������ 	
��

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un =
n∑

k=1

uk. ����+�

.��&
�� �����
$ �������$� �$��$ 	
�� ��/�� �
����) ����
 �
��	����	� ����
��� ����&� 	
��


����� ����	 ���������� �������� ����� 	
��

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
+ . . . .

 � � � � � �' 0������� �����
������)����) ��������� �$�� Sn

1��&� 	
�� 2� 1��&� �	�/
� ���&� �������� ��� ��"�� ���� 	
�
��/�� �������) ���
$�"�� ��	����'

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.



������ ��	 
������ ����	 ����������� � ������� ���

�������

S1 =
1

1 · 2 =
1

2
= 1− 1

2
;

S2 =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 =
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
= 1− 1

3
;

S3 =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 =
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
= 1− 1

4
.

�����	
� �� ������ 	������ ���

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

(n− 1)n
+

1

n(n+ 1)
=

=
1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · · + 1

n− 1
− 1

n
+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

������ �������� ��� ����� �������������	���� ������	
� ���� ����

�� ��� ���	 ���	��� 

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1− lim

n→+∞
1

n+ 1
= 1.

������ !"#$� ���������	
 ���	���� ����� �����

2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1 + . . . .

% � & � 	 � � '����� �������������	���� ��� ������	
� ���� 

S1 = 2, S2 = 2 + 6 = 8,

S3 = 2 + 6 + 18 = 26, . . . ,

Sn = 2 + 6 + 18 + · · ·+ 2 · 3n−1.
(�� ������	
� ����
 ���	� ��������� ������)�� ������ 

S1 = 2 = 3− 1, S2 = 8 = 32 − 1, S3 = 26 = 33 − 1, . . . , Sn = 3n − 1.

������ �������� ���

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(3n − 1) = +∞.

������ !"#*� ���������	
 ���	���� ����� �����

1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n−1 + . . . .





������ ��	 
������ ����	 ����������� � ������� ���

����� ����	��
 ��� |q| < 1 ����������� ��������� �������

���������� �����
 ����� �������� S =
b1

1− q
�

�� ���� |q| > 1
 �� qn → +∞ ��� n→ +∞ �

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

b1 − b1q
n

1− q
= +∞.

�����������
 � ���� ����� ��� �����������
 � ���� q = 1
 �� ��� !"#�$� �������� ���

b1 + b1 + b1 + · · ·+ b1 + . . . .

%�� ��� Sn = nb1 � ��� b1 
= 0 lim
n→+∞

Sn = +∞
 ��� ��� �����������

&� ���� q = −1
 �� ��� !"#�$� �������� ���

b1 − b1 + b1 − b1 + . . . .

' ���� ����� Sn = 0 ��� n �(���� � Sn = b1 ��� n ��(����� ����)
�������
 ��� b1 
= 0 lim

n→+∞
Sn � �������� � ��� ����������� *���


����������� ��������� ������� ���������� ����� ��� |q| < 1 �
������������ ��� |q| � 1�

����� ����	
��
 �����	�� ������� �����

+��������� �������� ���,��� ������-� �����
 �����- ��� ��)
��������� � �����,.��

������� "#�"� ���� ���

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . !"#�/�

��	��
�� � ����
 ��� S� 
	 ���

au1 + au2 + au3 + · · ·+ aun + . . . , !"#�0�

��� a � ������	� ����	� 
���� ��	��
�� � ��	 ���� ����� aS�

%���	��������� 1���� Sn ��� n)� ��������� ����� ���� !"#�/�
 �
σn ��� n)� ��������� ����� ���� !"#�0�� �����

σn = au1 + au2 + au3 + · · ·+ aun = a(u1 + u2 + u3 + · · ·+ un) = aSn.

2��3��
lim

n→+∞
σn = lim

n→+∞
aSn = a lim

n→+∞
Sn = aS.

����� ����	��
 ��� !"#�0� �������� � ��� ����� aS�



��� �����	 �
� ������� �	��� ����������	 � ������

������� ����� ���� ����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , ������

v1 + v2 + v3 + · · · + vn + . . . ������

�	
����� � ���� �

��������
 ����� S � S̄� �
 ���

(u1 + v1) + (u2 + v2) + (u3 + v3) + · · ·+ (un + vn) + . . . , �������

�
���������� �
������ ��
���� �����	 ���
�� ���� �	
����
�� � ��� ����� S + S̄�

	
����������
� ��
����� n�� ��������� ����� ���
� ������ 
������ � ������� �

����������
 ���� Sn S̄n � σn� !����"

σn = (u1 + v1) + (u2 + v2) + (u3 + v3) + · · ·+ (un + vn) = Sn + S̄n.

#���$
�� � %������ %
������

lim
n→+∞

σn = lim
n→+∞

(Sn + S̄n) = lim
n→+∞

Sn + lim
n→+∞

S̄n = S + S̄.

!��� ��� ������� �$
������ &�� ������� ��������� ����
' ���
� ������
� �������

����	�
�� ����� ����
����
 �
��
 �
������� ��
 �	
�����
���

(u1 − v1) + (u2 − v2) + (u3 − v3) + · · ·+ (un − vn) + . . . �������

� �
 ����� ����� S − S̄�  �� !"#�""$ ��������� ����
���� ���
�
!"#�%$ � !"#�&$�

&����
���� ��� ����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk−1 + uk + uk+1 + · · ·+ un−1 + un + . . . �������

�
uk+1 + · · ·+ un−1 + un + . . . . �����(�

������� ���(� ���� �	
����� ������ ��� !"#�"'$� �
 �	
�����
� ��� !"#�"($� �
������� �� ���� !"#�"'$ 
�)��������� �
���
�

����� k �
 ����	 ���
�� *)����
� ��� �	
����� ��� !"#�"($� �

�	
����� � ������ ��� !"#�"'$�

	
����������
� ��
����� ���� Sn ����� n %����$ ����
� ����
������� ���� Sk ) ����� k 
���
*����$ ����
� (k < n) � ���� σn−k
) ����� n− k %����$ ����
� ���� �����(�"

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk + uk+1 + · · ·+ un,



������ ��	 
������ ����	 ����������� � ������� ���

Sk = u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk, σn−k = uk+1 + uk+2 + · · ·+ un.

����������	
��

Sn = Sk + σn−k, �����

������ Sk � 
�������� ������ 
� ��������� �� n�
� ����	 ��� ��� � �!������ � ����� ����� S� ���� lim

n→+∞
Sn = S�

"�#�� �� ����
���� ����� �������$

lim
n→+∞

σn−k = lim
n→+∞

(Sn − Sk) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sk = S − Sk.

%���� ������
&� ����& σn−k ���� ���'� ��� n→ +∞ ���(� �������
���� ��� ���'� �!�������

 � ����	 ��� ���'� �!������ � ����� ����� σ� ���� lim
n→+∞

σn−k = σ�

%� � ���� �������$

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(Sk + σn−k) = Sk + lim
n→+∞

σn−k = Sk + σ,

���� ��� ��� � �!�������
"������ ��' ��)
� �*�����������	 ���)� �����(��� �+������
�� ��������	
 ���� � �����	 �	��������� ������ �������

����� ��� ������ ������

����� ����	�
��� ������� �	�
������ ��
�

�������� 
��+!������ ������� �!�������� �����

������� ���� ���� ��� u1+u2+u3+· · ·+un+. . . �����	��� 	� ���
����� ��� un �	����	�� � ��� ��� ���������� ������	���

����� n�

,��������	����� ����	 ��
 �!�����-�� ���

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . ,

���(��- ����� S� .��������� �#� ������
&� ����&

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un−1 + un

�

Sn−1 = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un−1.

/��(�� un = Sn − Sn−1� ����������	
��

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→+∞

Sn − lim
n→+∞

Sn−1.



��� �����	 ��
 ������� �	��
 ���������	 � ��������

lim
n→+∞

Sn = S � lim
n→+∞

Sn−1 = S� ��� ��� ��� n → +∞ � n − 1 → +∞�

	
��
� lim
n→+∞

un = S − S = 0� �����

lim
n→+∞

un = 0. �������

������� ����� ����������	
 ������ ���������� ������ ���
���
 ���� ���� �� �������� � ���� �� ������������� �������
��� ��� ������ n� �� ��� ����������

������������
� ���� �� ��� � 
������ �
 �
 ������!�� ��
����
�"
 
�!�� #��� 
��$�� ��� �� ���������� � ��%� #�
 ��
���
��#��
��
��%�

��	��� ���&�  ���������! �� ��������! ����

1

2
+

2

3
+

3

4
+ · · ·+ n

n+ 1
+ . . .

' � ( � � � �) '�� ��� 
������ ��� ��� �"
 
�!�� #��� un =
n

n+ 1
�� ��������� � ��% ��� n→ +∞)

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

n

n+ 1
= lim

n→+∞
1

1 + 1/n
= 1.

*��
��� lim
n→+∞

un = 0 �������� ��
� 
����� ��� � 
���
��� �����

�
 �� �
����
#���� +�
 
$��#���� #�
 �!����%� ��� 
��!���� �����
��� �
�
�� lim

n→+∞
un = 0�

	�����
� �
,�� ��,��� ���

1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
+ . . . . �����-�

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

1√
n
= 0� .����
 ��"�
 �
��$���� #�
 ��� ��� 
������

��� ��
"
 �����
���� #����#�% ��� ����

Sn =
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
.

/�� ���
1√
1
>

1√
n
�

1√
2
>

1√
n
�

1√
3
>

1√
n
, . . . � �
 
#�����
� #�


Sn >
1√
n
+

1√
n
+

1√
n
+ · · ·+ 1√

n
,



��������	�
� ������ ��� ��	�
��� ���� �	�
���� �
��� ���

Sn > n · 1√
n
� ���� Sn >

√
n� �����	 
����������

� �������� ���

lim
n→+∞

Sn = +∞� �� ������	����
�� �� 	���������

��������	�
� ������ ��� ��	�
��� ����
�	�
���� �
���

�������� ��� �������� ��
�� �� �	�
����� 	������ �	���
�	��������� 	
	���	�  �����	� � �	���������� �����
�� �����
����� ����� ������� ������� ��
���� �����!����� � 	�����!����
�� ��������� ��	� 	 �	��� ������ � �����
�� ���
	��� "�������#
���������� ����� $������ ��
��	�� � �	����
� ����
��� 
��%�
������� � ����	���
�� ������� ����������� &	��
���� lim

n→+∞
un = 0�

��� un ' �%!�� ���
 ��	� �������� ���� 
��%������� �������� ���
���������� ��	� (��� )�� ������� 
� �����
������ �� �����������
�� 	��������� 	 ���� )�� ������� �����
������ �� ���
�	����
� ���
������ 
	 ����� � ���������� ��������� ��	 ���
� ������ �����
��������	
�� ��� � ����!�� ��
��� �� ����	���
�� ���
	��� ������
������

������ *+�*� ��� ����� 	
�� ��� un =
2n−1

n!
� �������� ������

	����� 	
��� ����

& � � � 
 � �, - ��������� �	���	
 �%!�� ���
 �������������
��������� �
	��
	���� ������ ./0� - �
	��
	���� �� ����� ����
� 1	����	��� 23 ��������
��� 4����� ����	 2�+� ������ ������
������ 1����	��, +3/*� *3/*� 03/*·0� 53/*·0·5� 23/*·0·5·...·2� $�����
�	����
�� �� ���
� �	���	�� � ����,

1

1!
+

2

2!
+

4

3!
+

8

4!
+ · · ·+ 2n−1

n!
+ · · · .

������ *+�0� ����� ����� 	
�� ���

1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · .

& � � � 
 � �, 6	� � � ����	� � �%!�� ���
�� ��������	�����

����� ����� 
��%������ ���	
����� �	��
���
���� ����
�
�� �	��
���� ���
	 ��	 �� ��� 
���	 2� - �	

�� ����	� ����
����� �����
�� �
	��
	����� ������ �%	���� 	�1���������� �������� *� 5�
7� 8�. . . 9�����
�� ��� 2�� ���
 	�1���������� �������� ���
�



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� ����� ������� ����	�

����� �� ��	
�� an = a1 + d(n − 1)� ���� a1 = 1, d = 2� ������

� an = 1 + 2(n − 1) = 2n − 1� ������������ ����� ��� 	���

un =
1

2n− 1
�

������ ����� ����� ����� 	
�� ���

1 +
1 · 4
1 · 4 +

1 · 4 · 9
1 · 4 · 7 +

1 · 4 · 9 · 16
1 · 4 · 7 · 10 + · · · .

�    � � ! " ������� ��
��#���� ��	�$�%� ������������
����� � ����
 ����
 n2� " $��
���� &�#�'� ��� 	��� �	������
��� ����� �	��$���� ��&���&�( �	�'( ����� �	��
����&��
�	�)	���� *a1 = 1, d = 3+� " ����������� � ��	
���� ���)� ����
�	��
����&�� �	�)	���� *�
� �	�'����� �	�
	+ an = 3n − 2�

������������ ����� ��� 	��� un =
1 · 4 · 9 · 16 · · · ·n2

1 · 4 · 7 · 10 · · · · (3n− 2)
�

������ ���,� ����� ����� ���

1

1 · 12 +
1

12 · 23 +
1

23 · 34 + · · ·+ 1

(11n− 10) · (11n+ 1)
+ . . . .

�    � � ! ��$��#�
 ����� ��� 	��� �� ��

� ���( �	���
�� 
���� ���	��-��'( &�����.�����!

1

(11n− 10) · (11n+ 1)
=

A\11n+1

11n− 10
+

B\11n−10

11n+ 1
=

=
A(11n+ 1) + B(11n− 10)

(11n− 10) · (11n+ 1)
.

/� �	��� 	���'� ��� 	���' �( �������� � $��
������ �������
�����!

1 = A(11n+ 1) +B(11n− 10).

0���)�� 12�� �


0���)�� 12�� �



{
A− 10B = 1.
12A+B = 1.

� �� ��������% ����
� �	������ ����������� ��$����'(

3 � "� ����
 A =
1

11
, B = − 1

11
� 4���� ��� 	��� 
�#�� �	������

� ���!

un =
1

(11n− 10) · (11n+ 1)
=

1

11

(
1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
.



��������	�
� ������ ��� ��	�
��� ���� �	�
���� �
��� ���

������� ��	
��
� ������ ������ �����

u1 =
1

11

(
1− 1

12

)
, u2 =

1

11

(
1

12
− 1

23

)
, u3 =

1

11

(
1

23
− 1

34

)
, . . . .

�������������

Sn =
1

11

(
1− 1

12

)
+

1

11

(
1

12
− 1

23

)
+

1

11

(
1

23
− 1

34

)
+ · · ·

+
1

11

(
1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
=

1

11

(
1− 1

12
+

1

12
− 1

23
+

1

23
− 1

34
+ · · ·+ 1

11n− 10
− 1

11n+ 1

)
=

=
1

11

(
1− 1

11n+ 1

)
.

����� S = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

1

11

(
1− 1

11n+ 1

)
=

1

11
�

���	�
 S =
1

11
�

������ ���� ���������	
 �������	
 ���� � �������	
 ���

����� ���� �� �����	���

2

3
+

1

3
+

1

6
+

1

12
+

1

24
+ · · · .

� 	 � 	 � � 	
 ��� �������	� �� ��	��� �	����	��� �������	�

�	� 	�!��	���� "!��!	���� b1 =
2

3
, q =

1

2
, � "�#�� � �$������� %���	 

��  � !���


S =
b1

1− q
=

2

3

1− 1

2

=
4

3
.

������ ���&� ���������	
 �������	
 �����

+∞∑
n=1

5n+ 1

4n− 1
.



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� ����� ������� ����	�

� � � � � � �� ��	
���� ��	�	����� ������� �	���	����

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

5n+ 1

4n− 1
=

5

4

= 0.

��
��� ������ ��� ���	������ ���� �� 
��	������� ��	�	�����

������� �	���	����

����������	
��� �����

������ ����� ����� ����� 	
�� ���

1− 1

4
+

1

9
− 1

16
+ · · · .

������ ��� � ����� ����� 	
�� ���

2

3
+

(
3

7

)2

+

(
4

11

)3

+

(
5

15

)4

+ · · · .

������ ���!� ����� ����� ���

1

1 · 3 +
1

3 · 5 +
1

5 · 7 + · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
+ · · · .

������ ������ ����� ����� ���

1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 +
1

3 · 4 · 5 + · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)
+ · · · .

������ ������ ���
������� ���������� ��� � ��	��
��� ����

�� ���� ��
� �� ��������

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · .

������ ����"� ���
������� ���������� ���

+∞∑
n=1

n

3n− 1
.



������ ��� 	
��������

�� ���� ���

������ ��� 	
��������

�� ����

����������	 
������ ���������� ����
������	����� �����

��� �� ��	 ��	�� ������ ���� �����	��� 
�	�	� 
���	�����

�	������� 	�� ��������� ����� S = lim
n→+∞

Sn� ������ ������	��	

 ���� 
�	�	�� �� ������ ������� ������ � !���"��� ������������

# ����� ������� ����� ���� ������� 
��!���$���� ��	��� 	$ ���

������� ������ Sn � ���������� !���"�� ���	��� n� %� ���  ����

���� !��� ��	�	����� ��� ������ ��� ��������� &��������� ��� ����

��������� ���� �� ������ ������� ���$��� ���������� � 
���'�( ���

�����	��� ����������� 
�������� #  ��� 
����	 �� ����������

����������	 
������ ���������� � ������������ ��� ����� � 
����

���	������ ��	����� )���	 ���� �����(��� ����
������	�����

���

��������� **�*� ��� ������		
� 	��� 
��
 ����� ���������

 � ��� ���� � ����������	
�� ���	���� ���� ��� �	����������
����	
� �����

+�	��	 ��	�� ��	��� ��	��('		� )�� ��� � ����
������	�����

���	 ��	 ��	�� 
������	������� 	�� ��������	 ����� S1 = u1�

S2 = u1+u2� S3 = u1+u2+u3� . . . � Sn = u1+u2+u3+· · ·+un �������(� �

��	���	��	� ���	�� ����� n� )���� �!����� ��������	 ����� ����

�!���(� �������('�( �������( 
���	�����	�������

S1 < S2 < S3 < · · · < Sn < . . . .

,�	�� ������� ��� �������

*� +���	�����	������� ��������� ���� �	�������	���� #  ��� ����

��	 lim
n→+∞

Sn = +∞ �� ��	�����	����� ��� �����������

-� +���	�����	������� ��������� ���� �������	��� ��	� Sn < C

�� �(!�� n� #  ��� �����	 
���	�����	������� ��������� ���� ��	�

	� 
�	�	� �� ��	�����	����� ��� ���������

)���� �!����� 
�� ������	�����	 ����� ��� ��� ��� ���� �����


������	����� ��� ��������� ���������� ���������� ������ �������

�	������ 
���	�����	������� 	�� ��������� �����

	�
���� **�*� ����
� ����	�� ���	�	��� !�	
 �� �	������
��������	
� ����"

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (U)



��� �����	 ��
 ���������	���� �	��

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . . (V )

����� ���	
 ������ ���� 	� ���������� ������������� ���	�
������ �����

u1 � v1, u2 � v2, u3 � v3, . . . , un � vn, . . . , ������

� ����� ��� ��������� � ����� ������ ���
� ��� ����� ���������
� ��� ����� 	� ���������� ����
 ������ ���� � ������	�� �����!
�
 ��������  ����� ���� 	������
� ���	
 ���� �U" ��	
 	���"�

����	�
���
��� ���	����� ����	 Sn � σn ���
��
�
����� n�� ���
�
����� ����� ������� � �
����� ������

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un, σn = v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn.

 	 ��������
� ������ ������
! �
� Sn � σn� "�� ��� ��� �V � �#���
��!

� ��$��
���
 lim

n→+∞
σn = σ� %�� &
��! �������� ����� ���� �����

'�
����! ��������! �
� σn < σ! � �������
����! � Sn < σ� "����
����	��! ���
����� ����� ���� �U� ���������� �! �������
����!
��� �U� �#���
��! ������ ��� ����� �� ������#���
 ����� ���� �V �!
��� &
� ������
 �	 ��������
�� Sn < σ�

������� ���(� ������� ��� 	�� ���	�	���" #�	
 ��  	�����!
��������	
� ����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . , (U)

v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn + . . . . (V )

����� ���	
 ������ ���� 	� ��	�$� ������������� ���	� ��!
���� ����

u1 � v1, u2 � v2, u3 � v3, . . . , un � vn, . . . , ����(�

� ����� ��� ����������� � ����� ������ ���
� ��� ����� �����!
������

����	�
���
��� ���	����� ����� ����	 Sn � σn ���
��
�
�����
���
����� ����� ������� � �
����� ������

Sn = u1 + u2 + u3 + · · ·+ un, σn = v1 + v2 + v3 + · · ·+ vn.

 	 ��������
� ����(� ������
! �
� Sn � σn� "�� ��� ��� �V � ���#���
��
� ��� ���
����� ����� ��	���
�)
! 
� lim

n→+∞
σn = +∞� * 
���� ������

� lim
n→+∞

Sn = +∞ �! �������
����! ��� �U� ���#���
���



������ ��� 	
��������

�� ���� ���

��� �������	
��� ����	 ��������� ����� ��� ��
	����� �����
������������ ������� �����	���� ��	������ �������� ��� ��� �
����
������

������������
� ���������� ������
	���� ���� ���� ����������
��� |q| < 1 � �
���������� ��� |q| � 1�

�� 	����� �������� 	 �
����� ������
����� ���������� ���� ���
�
�
��� ��� ���

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
+ . . .  !!�"#

�������� ��� p > 1 � �
�������� ��� p � 1� ��� p = 1 �����
���� ���

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ . . . ,  !!�$#

������� �
��	
���� �
������������ %��  !!�"# �
��	
���� ������
��� �
����������� ������

������������
� ����������� �
����������� � �������� �
����
�������� ���� ����� �
��� ��������&��� ��� �������	
��� ����	 �
������& �����
��	 ��
	����� 	 �
����	� '�
������ ����	�

������ !!�!� ���������	
 �� �������	
 ���

1

22
+

1

33
+

1

44
+ · · ·+ 1

(n+ 1)n+1
+ . . . .  !!�(#

% � ) � � � �* %
�������� 	������
������� ���

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · ·+ 1

2n+1
+ . . . .  !!�+#

%�� (11.6) ������
	���� ���� �������������& ���������& �� ��
���
�
����� q = 1/2 < 1 �� �����	
������� ��������� ,
� �
� ����� ���

(11.5) �� ���	������� ����	����	�&��� �����	 ���
 (11.6)� �� �� ����
	��� �����
�� ��
	����� ��� (11.5) �
�-� ���������

������ !!�.� ���������	
 �� �������	
 ���

1√
ln 2

+
1√
ln 3

+
1√
ln 4

+ · · ·+ 1√
ln(n+ 1)

+ . . . .  !!�/#

% � ) � � � �* %
�������� 	������
������� ���

1√
2
+

1√
3
+

1√
4
+ · · ·+ 1√

n+ 1
+ . . . ,  !!�0#



��� ������ ��	 
����������� ����

������� ���	�
���� ��� ��� ���
�� ���� ��
� (11.7) ������ �����
������������ ����� ��
� (11.8)�

lnn < n,
√
lnn <

√
n,

1√
lnn

>
1√
n
,

�� � ���� ������� �������� ��������� ��
 (11.7) ����� ���	�
����
 � !����	 ���!���	 ����������� "������������! ������������

��# �
�� ������� ���������

������� $$%� �������� 	
������ ������ ���� ���������� ���

������ � �������� �� ���� 
����� lim
n→+∞

Un

Vn

= k� �� �� ���������

��� ���� ������������ �������� ��� ������������ ����������� � � 
����� ��� 
�� n→ +∞ 
������ ������ !���� ���� ������� 	
��
������� 

��	��� $$%� "���������# �� ���������# ���$

+∞∑
n=1

un = 1 +
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1
+ . . . . &$$'(

) � � � � � �� )���!����! ����!���������� ��
 � n��! �����!

vn =
1

n
* � ������! ��������* ��� �� ���	�
����

lim
n→+∞

un

vn
= lim

n→+∞

1

2n− 1
1

n

=
1

2

= 0.

+� ��������� �������� ,��
����- ��� ��
� ��
�� ���� �
������� �*
���
���������* � 
����! ������ ���	�
����* �� ��
 &$$'( ���	�
����
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���#��'� ����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . . &$$$1(

��� �������	
��������� � �	��������� ����������
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��������

�� ���� ���

���������� ���	�
 �������� ���
�	������ �
��� � ���	�	�����

��� �������������� ����������� ������ �
��� n� ����

lim
n→+∞

un+1

un

= ρ, �������

�� ��� ρ < 1 ��	 ���	����� � ��� ρ > 1 ��	 �����	�����

����	�
���
��� �� ���
 ρ < 1� �������� �
� ��� �����
��� ����

�
��
����� 
�� ��� lim
n→+∞

un+1

un

= ρ� 
� �� ��������� ����������� ����

���� ���������
�����
� ��� �� �!� ε > 0 ����� ���� ��
 
����
��
������� ����� N � 	�����"�� �
 ε� �
� ��� ���� ������ ����� ���

��� ��
��#� n � N � �#������
�� ��������
��
∣∣∣un+1

un

− ρ
∣∣∣ < ε� $
����

������
� �
�

−ε < un+1

un

− ρ < +ε, ��� ρ− ε <
un+1

un

< ρ+ ε.

����!�� ρ + ε = q� �������
un+1

un

< q� %�� ��� ρ �� �������������

���&� �����'#� � ε ����	����� ����� 
� ε ����� �# ��
 ���
����
���#�� �
� # q = ρ+ ε < 1� %���� � ��	��� ��� n � N �����(

uN+1

uN

< q,
uN+2

uN+1

< q,
uN+3

uN+2

< q, . . . ,


���

uN+1 < uNq, uN+2 < uN+1q < uNq
2, uN+3 < uN+2q < uNq

3, . . . .

)�����
��� ��� ����(

uN + uN+1 + uN+2 + uN+3 + . . . , �����*�

uN + uNq + uNq
2 + uNq

3 + . . . . �����+�

)�� �����+� �����
�� ��� !����
�������� ���!������ �� 	������
����
|q| < 1� %�� ��� ����# ���� �����*� �� ����������
 ���
��
�
���"��
������ ���� � ����+�� 
� �� ��������� �����!� ���	���� ��������� ���
�����*� 
���� �����
���

,� ��� �����*� �������
�� �	 �����!� ���� �����-� �
 ���#������
�������!� ����� ������ u1 + u2 + u3 + · · · + uN−1� .������
����� ��

������ + ��� �����-� 
���� �����
���

 � ���
 
���� ρ > 1� �������� �
� ��� �������
��� ����
���


����� � /
�� ������ lim
n→+∞

un+1

un

= ρ > 1� $
���� ������
� �
� �����

��� � ���
�
����  ��&�� 	������� n � N �#������
�� ��������
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 ���������	���� �	��

un+1

un

> 1� ��� un+1 > un� ����� 	
���	�� ���� ���� �	��������

� ���������� �	���� ���� n� �	��	�� lim
n→+∞

un 
= 0� ���� ���	����

�	����	��� ������� ����	���	��� ���� �� ����	�������	� ��� ����

�	������

��������� ��� � ���� lim
n→+∞

un+1

un

= +∞� �� �	
 ���� ������

���	� ��� ��� � � ���� ������

un+1

un

> 1 
�	 
��������� �������

n �� ���
���������� lim
n→+∞

un 
= 0�

��������� ���!� ��
������� ��� ���� ���� ���� �����
������

�	
� ����������� � ������ �������� !��������� �� ����" ����

�	
� �� ��������	 � ��� �

��������� ���"� ��� ρ = 1 ������� !�������� �� ������ � ����
���
���	 ��� �����
���	 �	
� ������ �� 
���� #�� �����$�� � ����

���$� � ���� ������ ���� ����� ����� ��� ���
������� ��� �

�����
�������

#����	���� ������� ������	����� ���	� �� ��	���	��� � �	�	�

$�� �������� %����
����

	
���
 ���"� %����
����� �� ���
������ �	


1

3
+

3

32
+

5

33
+

7

34
+ · · ·+ 2n− 1

3n
+ . . . .

# � & � � � �' (��	���

ρ = lim
n→+∞

un+1

un

= lim
n→+∞

[2(n+ 1)− 1

3n+1
:
2n− 1

3n

]
= lim

n−to+∞
3n(2n+ 1)

3n+1(2n− 1)
=

=
1

3
lim

n→+∞
2n+ 1

2n− 1
=

1

3
lim

n→+∞
2 + 1/n

2− 1/n
=

1

3
.

)���� ρ = 1/3 < 1 �� ����	�������	� ������ ��� ��	������

	
���
 ���*� %����
����� �� ���
������ �	


2

1
+

4

16
+

8

81
+ · · · + 2n

n4
+ . . . .

# � & � � � �' (��	���

ρ = lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

[ 2n+1

(n+ 1)4
:
2n

n4

]
= lim

n−to+∞
2n+1n4

(n+ 1)4 · 2n =



������ ��� 	
��������

�� ���� ���

= 2 lim
n→+∞

n4

(n+ 1)4
= 2 lim

n→+∞
1

(1 + 1/n)4
= 2.

��� ��� ρ = 2 > 1� �� ����	
 ��� ���������

������ ����� ���������	
 �� �������	
 ��� � ���� ������

���� un =
an

nk
(a > 1, k > 1)�

� � � � � � �� �������� ������� ����������

lim
n→+∞

un+1

un

= lim
n→+∞

[
an+1

(n+ 1)k
:
an

nk

]
= lim

n→+∞
an+1 · nk

an · (n+ 1)k
= a.

��� ��� �� ����� a > 1� ��!�� �����" �	��� � ���� #�� ���

un =
an

nk
��������� ���� ���������"��� $���%�� ��������� �	����

�������
  ����� ��&�������
�������� �����" ��� ������� ������ ��� �����	� ρ = 1� � ��'

��!��� #�� ���� �� (��� ����� ������� � ���&�
 ���������

������ ���)� ���������	
 �� �������	
 ���

1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
+ . . . .

� � � � � � �� *������ �� �������� ���������

ρ = lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

( 1√
n+ 1

:
1√
n

)
=

= lim
n→+∞

√
n√

n+ 1
= 1.

*� �������� �������� ��������� �����" ���� #���� � ��������
��� ���������� ���� �	 �� ��!��� +������ ��� �	�� ������� ������

����,���	
 &������#���
 ��� ��� ρ =
1

2
< 1 �������� -���./�

0 �������	� ��#��� ����� � �������� ��� ���������� ��'
�� ��!�� ��������"  ����," ��� ���	�����&� 1�������"��&�2
�������� ���������

������	 ���3� �������
��� ������ ��� ��� ��� ��� ����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + . . .

���������	
���
	� � ����������� ����������



��� �����	
���� �����	� ��� ������������ ����

���������� lim
n→+∞

n
√
un = q� �� 	��� 
�� ������� �
� q < 1 � 
���

������ �
� q > 1� � ������� ����� q = 1� ���
�� � ��������� 
���

�������� ���
�����

������ ����� ����������� �� ��������� 
��

+∞∑
n=1

un =

+∞∑
n=1

1

2n
·
(
1 +

1

n

)n

.

� � � � � � �	 
������� ������ �����

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√
1

2n
·
(
1 +

1

n

)n

= lim
n→+∞

[
1

2
·
(
1 +

1

n

)]
=

1

2
< 1.

�������������� � ������� ���� ������ ��� ���������
������� ���������  �� ��� ������������ ���������� ��������!

"�������� ����� ��#������� �#$ ���� ������� ��� ������ �����!
����� % ����&������� ������ ����� '����� � �&� �����������(
�� ���"�� �������� ������ ���� ��� ���� ����&������

��������	�
� ������ ��� ����
�
	�
���� ���

������ ����� ����������� ��������� 
���

+∞∑
n=2

un =
ln 2

2
+

ln 3

3
+ · · ·+ lnn

n
+ · · · .

� � � � � � �	 ) �� ����� ������� ��&� ������� ���������� ��!
������� ������ ���������� *�� ��������� ��������� &������ �!

���� ��� � vn =
1

n
� ��"���  ��� ���� un +����� �����������(#�&�

 ���� ���� vn ,
lnn

n
>

1

n
-� 
�� n → +∞ ���

+∞∑
n=1

1

n
����������� �����!

��������� ���������� � �������� ����

������ ���.� ����������� ��������� 
���

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

1

4 · 2n − 3
.



��������	�
� ������ ��� ����
�
	�
���� ��� ���

� � � � � � �� ��	
��� �� ��� � �����
+∞∑
n=0

vn =
+∞∑
n=0

1

2n
� ������

�������� �	� �����������	� ���������� � q =
1

2
� ��������� �����	�

 ����!��" ����
�

lim
n→+∞

un

vn
= lim

n→+∞

1

4 · 2n − 3
1

2n

= lim
n→+∞

2n

4 · 2n − 3
= lim

n→+∞
1

4− 3

2n

=
1

4
.

#	� �	� ������ ������� � ������ � ���� � ���
+∞∑
n=0

1

2n
$ ���

�����������	� �����%	��� �������
	������� � q =
1

2
� � � ���

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

1

4 · 2n − 3
	�&� ��������

������ ''�(� ���������	
 �������	
 ����

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=1

1

2n2 − 3n
.

� � � � � � �� ��	
��� �� ��� � �����
+∞∑
n=1

vn =
+∞∑
n=1

1

n2
� �������

����	��� )''�(*� �������� ��������� �����	�  ����!��"� !���� ����

lim
n→+∞

un

vn
= lim

n→+∞

1

2n2 − 3n
1

n2

=
1

2

= 0.

#	� �	� ������ ������� � ������ � ����� 	 ���
+∞∑
n=1

vn =
+∞∑
n=1

1

n2
���+

����� � ������� � ���
+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

1

2n2 − 3n
�

������ ''�,� ���������	
 �������	
 ����

+∞∑
n=1

um =
+∞∑
n=1

sin
1

n
.
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� � � � � � �� ��	 
������	 ������� ��
���	���
	 �	�
+∞∑
n=1

vn =

=
+∞∑
n=1

1

n
� ��	�� �
�������� ������� �������	��

lim
n→+∞

un

vn
= lim

n→+∞

sin
1

n
1

n

= lim
m→ 0

sinm

m
= 1 
= 0.

 �����������! ������ �	�
+∞∑
n=1

un =
+∞∑
n=1

sin
1

n
��
�����
	�

������ ""�#� ���������	
 �������	
 ����

+∞∑
n=1

2 · 5 · 8 . . . (3n− 1)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3)
.

� � � � � � �� ��	 �

�������	 
������
�� �
�������� �������

���������� $������ n+ 1 %��� �	��

un+1 =
2 · 5 · 8 . . . (3n− 1)(3(n+ 1)− 1)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3)(4(n+ 1)− 3)
=

2 · 5 · 8 . . . (3n− 1) · (3n+ 2)

1 · 5 · 9 . . . (4n− 3) · (4n+ 1)
= un

3n+ 2

4n+ 1
.

&�%�
��� lim
n→+∞

un+1

un

= lim
n→+∞

3n

4n+ 1
=

3

4
< 1�  �����������! ��

�������� ��������� ������ �	� 
�����
	�

������ ""�'� ���������	
 �������	
 ����

+∞∑
n=1

n!

en
.

� � � � � � �� (

������ �	� �� �������� ���������

lim
n→+∞

un+1

un

= lim
n→+∞

(n+ 1)!/en+1

n!/en
= lim

n→+∞
(n+ 1)! · en
n! · en+1

=

= lim
n→+∞

n+ 1

e
= +∞ > 1.

 �����������! �� �
������ �������� ��������� ������ �	� ��
��)

���
	�



������ ��	 
������������� ���� ���

������ ����� ���������	
 �������	
 ����

+∞∑
n=1

(
n+ 1

2n− 1

)n

.

� � � � � � �	 
��� ������ �������� ������� �����

lim
n→+∞

n
√
un = lim

n→+∞
n

√(
n+ 1

2n− 1

)n

= lim
n→+∞

n+ 1

2n− 1
=

1

2
< 1.

������������� �� �������� ���� ������ ��� � �������

����������	
��� �����

���������	
 �������	
 �����

������ �����
+∞∑
n=2

1

lnn
.

������ �����
+∞∑
n=0

2n

5n + 1
.

������ ������
+∞∑
n=2

1

n2 lnn
.

������ ������
+∞∑
n=1

tg
1

n
.

������ ������
+∞∑
n=1

10n

n!
.

������ ������
+∞∑
n=1

n

3n/2
.

������ ������
+∞∑
n=1

(
2n

3n+ 1

)n

.
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��� ��� � �������"%
�� �"�
�� (���� ���� 
����

!�#��� �
��������

����

+ ������!� ������� �
��������

& ���� ���!���� ���

1

12
− 1

22
− 1

32
+

1

42
+

1

52
− 1

62
− 1

72
+

1

82
+

1

92
− · · ·+(−1)n(n−1)/2 1

n2
+ . . . .
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��� ������� � �
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"#
������ ����� u1, u2, . . . , un, . . . �#�
������ �������� ����
�
���� � ������� ��
 �����! ���� �
�
�������� ����$� ���	
�����
�����!�� ��� �������� 
#���
%

u1 − u2 + u3 − u4 + · · ·+ (−1)n−1un + . . . . &'(�')

*�� ���	
������������ ���
� ���� ���
 �
����
���! ������	
��
��
��� +�!#�� ���

����� �����	
 ������	

������� '(�'� ���� � ���	
����������� ��� ������ ���
����
��� �������� ����
� ��������

u1 > u2 > u3 > · · · > un > . . .

� 
���� ���� ��� �������� 	 ����� lim
n→+∞

un = 0� �
 �� � 
������

!��"� �#
 ����� !
�
$����%�� � �� !��
� 
��� !��
#
 �����
����

*
	����������
� ,���
��� ��������� ��� ����
�
 ����� ����
�
� ����

S2m = u1 − u2 + u3 − u4 + · · ·+ u2m−1 − u2m.

-��������� ����� �
����
%

S2m = (u1 − u2) + (u3 − u4) + · · ·+ (u2m−1 − u2m).
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u1 − [(u2 − u3) + (u4 − u5) + · · ·+ (u2m−2 − u2m−1) + u2m].
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|u1|+ |u2|+ |u3|+ · · ·+ |un|+ . . . , ������
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����� ��� ����
� �� �	�� �	���
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������
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u1 + |u1|
2

+
u2 + |u2|

2
+ · · ·+ un + |un|

2
+ . . . .

 ���

��� un > 0 : |un| = un �
un + |un|

2
=
|un|+ |un|

2
= |un|;

��� un < 0 : |un| = −un �
un + |un|

2
=

un + (−un)

2
= 0.
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1

2
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|u1|
2

+
|u2|
2

+ · · ·+ |un|
2

+ . . . .

�
�������� ���� ���� ����,&���� �
������, #��% ������(
u1 + |u1|

2
− |u1|

2

)
+

(
u2 + |u2|

2
− |u2|

2

)
+· · ·+

(
un + |un|

2
− |un|

2

)
+. . . .
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.� ��� ������ ���)�
��� �� �������� ���
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2 ·
[
un + |un|

2
− |un|

2

]
= 2 · un

2
= un.
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1

12
− 1

22
− 1

32
+

1

42
+

1

52
− 1

62
− . . . . ����0�
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12
+
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+
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32
+

1
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+ . . . .
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1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 · 1

n
+ . . . , %&'�()

�
�
���� 
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� ��
���� �
 �������# *�����+�� ,�-�# ��	� ��

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
+ . . . ,

�
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�����

0 ���� � 1��	 �����	 ����#���� 
����������

����������� &'�&	 ���������	���
� �� u1+u2+u3+· · ·+un+. . .
���
������ ��������� ������	��� ���� ������� �� |u1|+ |u2|+
+ |u3| + · · · + |un| + . . . � ����������
� �� ��������
� ������� ���

�������
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�
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 ��
����� �� ����� ��
���	��

����������� &'�'	 ���������	���
� �� u1+u2+u3+· · ·+un+. . .
���
������ ������� ������	��� ���� �� �������� � �� |u1|+ |u2|+
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+ |u3| + · · · + |un| + . . . � ��������		
� � �������	
� ������	 ���

���	��� �����������
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 � ��		�������� ���� ��������� ����� 	����
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�� ��� ������ �����	� ��	�� �� 	!������	�� � ��� ����"� # $	�����
	!������	��

%���� ��������������! ����� ��	�� �� 	!������	� ���� ����&
��  �	���� ��	�� '� ��(�	���	� ��� �� �� ���� ���� ������	�&
	� �	������ 	��)	�� �������! 	$��� *	���� �������� ���� 	��)	��
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��	�� ������ ������  ��
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	� �����
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����� �������	� ����������� ���� 	� ��	����� �� ����� ���

�����	���� ��� ���	��� ,�	�� �� 	!������	� ���� ����� �������&
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�

-������� � ����	�� �� 	!������	� ���� ���
�� ����	����

������ �� ��� � 	�$��� �! ����	������ ���� ������
	� 	$���
���� � ���� ���$��
	� ��	!�����)	� ����

.����� � ����	������ ������� �� ������$������� �� ������ ��&
	��� ��	�������� �����	�� ������� �� ���� ����	����� ���� ���
����� ��� � ��� �������� ��	�� ������� ��� ��������� �� �������
	$��� �����

/�		����� � ����	�� ������� $	����� 	!�����)	� ��� ����"�

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− . . . ,

	$��$ �����0� ��������� ����� S�
1���	���� ����� 2�0� ����� ����	�� ��	�� �����0� ������&

��
��0� ����� ��� ���3���
��!� 1��$��� ���

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+

1

7
− . . . . ����4�

*�������� ��	����� 	$��� ���� ����"� ����� Sn� � ���� ����4� 5
����� σn� 6�0��

S2 = 1− 1

2
=

1

2
, S4 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
=

7

12
,

S6 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
=

37

60
, . . . ;

σ3 = 1− 1

2
− 1

4
=

1

4
, σ6 = 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
=

7

24
,
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σ9 =
7

24
+

1

5
− 1

10
− 1

12
=

37

120
, . . . .

����������	
�� σ3 = 0, 5S2, σ6 = 0, 5S4, σ9 = 0, 5S6, . . . � ������ ���
���
� �������	� σ3m = 0, 5S2m� ��� ��� lim

m→+∞
S2m = S� �� lim

m→+∞
σ3m =

= 0, 5 lim
m→+∞

S2m = 0, 5S� ����� ������� ������������	
���	 �������


�� ���� ���� �� �!" � 
�������� ����
��� ����� ����� ����� ����
����� 0, 5S�

#����� 
������

lim
m→+∞

σ3m+1 = lim
m→+∞

(
σ3m +

1

2m+ 1

)
= 0, 5S

�

lim
m→+∞

σ3m+2 = lim
m→+∞

(
σ3m +

1

2m+ 1
− 1

4m+ 2

)
= 0, 5S.

$���� �� ��������� ��� lim
n→+∞

σn ���������� ��� �%�� ����
�

�������
�� n � ����
��
����� &�� � ��
������ ��� ��� �� �!" ����
������ '�� (��� �)� ����� ���������� ������
� ����� ���� �� �*"�
�� ������)� �
 ������
 �������
����+ ���
���

����� �����	
 ��� � ��	 	���
�

,��������� �������+�� ���

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un + un+1 + un+2 + . . . . �� �-"

.�� ������
�� �)� ����� S �������� �������� ������������	
���� ���
����
�� ���� Sn = u1+u2+u3+· · ·+un ��� n→ +∞� ���� S = lim

n→+∞
Sn�

'�(���� ��� ��������
� ��	/�� n ����� ������0

�� ����
����

S ≈ Sn, �� �1"

���
���	 ������)� ���������� � �������
��� n� #�� �2�
�� ���
����
������0

�)� ����
���� �� �1" ������ ��
���� ������� �������)���
�����

����������� � �3	 �������� 	
�� �		�� ���� S � 
�� n��
��������� �		�� Sn ������
��� n�	 �������	 ������
���� ����
�������
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����� �����	
��� ������� ��� n��� ��
�
�� �� ���������
 n���
��
�
�� ����� ���
�������� �� �����	
��� ������ ����� �������

�����

���������	
���� �
�	 ��������������� ��� ������� 
�����
� ���

�� ���� !�� ���"��# "�� 
�����
� � ���

|u1|+ |u2|+ |u3|+ · · ·+ |un|+ . . . �����$�

%�

������ n�� �
����� ����� ������� � �����$�&

rn = un+1 + un+2 + un+3 + . . . ; r′n = |un+1|+ |un+2|+ |un+3| . . . .
�� � ��� p �����&

|un+1 + un+2 + · · ·+ un+p| � |un+1|+ |un+2|+ · · ·+ |un+p|.
������� � '��� �������
��� � ������� ��� p→ +∞# ����"��
lim

p→+∞
|un+1 + un+2 + · · ·+ un+p| � lim

p→+∞
|un+1|+ |un+2|+ · · ·+ |un+p|,

��� |rn| � r′n|# "�� � ���������
	 �������	�
������ ���(� �����
� 
��
�� ��
�
�� r3 ����

sin 1

2
+

sin 2

22
+

sin 3

23
+ · · ·+ sinn

2n
+ . . . .

% � ) � � � �& ������ ��� * ���������������# ��� ���# ��������#

sin 1 > 0, sin 2 > 0, sin 3 > 0, sin 4 < 0, sin 5 < 0, sin 6 < 0, sin 7 > 0, . . . .

%�

������ ���∣∣∣∣sin 12
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣sin 222

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣sin 323

∣∣∣∣+ · · ·+ ∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣+ . . . .

+�� ���

∣∣∣∣sinn2n

∣∣∣∣ � 1

2n
# �� �,� "���� �� �����
����� 
������
��� �

-�� "����� ,�������"�
��� ���,��

��

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
+ . . . .

�'���� ������ ��� 
�����
� ��
�� ����
.�����"�� �
����� �����,� ����# 
�
��������,� �� ��
�� ����

����"��# � ,�������"�
��� ���,��

�� 
������
������ "���� r3, r
′
3, r

′′
3 #
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��� |r3| < r′3 < r′′3 � ����	 
���
	� ���
��	 
����� �������
 
������

����
�
 �����

|r3| < r′′3 =
1

24
+

1

25
+

1

26
+ · · ·+ 1

2n
+ · · · = 1/24

1− 1/2
=

1

8
.
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�� ����� ��
�����
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��������
��"�� ��� ��
�����  
  ��	���� !�"������ �
 ��
 
����
�  
 ���
�
����
" �������� ��  ���
��
��� �
����  ���
�
 �	 
���
%����
����
� �����

������ ����� &������' � �
��
��'� �
 (�(� ����� ����

1

1!
− 1

3!
+

1

5!
− · · ·+ (−1)n−1 1

(2n− 1)!
+ . . . .

� � � � � � �� ������ ��� ��
�����  
  ������ !��������  
"�
	�

ΔS = |S − Sn| = |rn| � un+1.

��� ��� ��		� ���� �
#$�� ���� %�&��#��� � �
&�
���' �
 (�(�� �


�
����
&�
� &�
�� %� 
#��#
�� ����%����%
 |rn| � un+1 � 0, 01� �#�

1

(2n+ 1)!
� 0, 01.

)�
 ����%����%
 %� 
#������� ��&���� � *+�� ����	 
���
	�

S ≈ S2 =
1

1!
− 1

3!
≈ 1− 0, 17 = 0, 83.

��������	�
� ������ ��� ����
���������� ���

������ ����� )�����
���' ��
���
��' 	���
 �������
�
 ����

1− 1

2
− 1

22
+

1

23
− 1

24
− 1

25
+ · · · .

� � � � � � �� ,
���%�	 ��� � ���
#'���� %�#�&�� &#��
% ����
�


����

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+

1

25
+ · · · .

-
#�&����� ��� . ����
��&�
 ���%�'/�� ��
	����&�����  �
0

������� � 
��
%����	 q =
1

2
< 1 �� �#��
%���#��
� ��� ��
������ -
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��	
��� ���
 ���	����� ���
%� ��#� ��
����� ��� �



��� �����	
���� �����	� ��� �������������� ����

������� ���	�
 ��		��� ���� �� �������� � ��� �	��������		��
��� ����� �������� �������	��

������ ����� ���������	
 �������	
 ������������������ ����
+∞∑
n=1

(−1)n+1

5n+ 6
.

� � � � 	 � � !	���������"���� ��� ����������� 	� �����#
����$ �� ���	��� %���	�&�� ������ ��� ���������� ��� ������

����	�	�� �
�� ����
�� 

• �' lim
n→+∞

|un| = 0 ��� ��		��� ��� lim
n→+∞

1

5n+ 6
= 0,

• �' |un| � |un+1| ��� ��		��� ���
1

11
>

1

16
>

1

21
> · · · .

(����
����$	�� ����
�� ���	��� %���	�&� 
����	����� � ��
��������� ( ������� ����� ��� ��� �����
��		�� �� ������� ���	�


�����	��� �	���������"����� ��� un =
1

5n+ 6
� ���������� �	���#

������"���� �� un =
(−1)n+1

5n+ 6
�������� ����
	��

������ ���)� ���������	
 �������	
 ������������������ ����
+∞∑
n=1

(−1)n−1 · n
10n+ 9

.

� � � � 	 � � *�� ��		��� ��� 	� 
����	����� ��
�� ����
��

���	��� %���	�&� lim
n→+∞

|un| = 0� *����
����$	�� lim
n→+∞

n

10n+ 9
=

=
1

10

= 0� (����
����$	�� �� ����������

������ ���+� ���������	
 �������	
 ������������������ ����
+∞∑
n=1

(−1)n+13 · 5 · 7...(2n+ 1)

2 · 5 · 8...(3n− 1)
.

� � � � 	 � � ,�������� �� ���	��� *������� ��� �����
��		��
�� ������� ���	�
 ��		��� �	���������"����� ����

lim
n→+∞

|un+1|
|un| = lim

n→+∞

3 · 5 · 7...(2n+ 1) · (2n+ 3)

2 · 5 · 8...(3n− 1) · (3n+ 2)

3 · 5 · 7...(2n+ 1)

2 · 5 · 8...(3n− 1)

= lim
n→+∞

2n+ 3

3n+ 2
=

2

3
< 1.



��������	�
� ������ ��� ����
���������� ��� ���

�� ������	
 �������� ��� �� ��
��� ��������� ������� ��������

��������� ������ ���	������
������ ����

������ ����� ���������	
 �������	
 ��������������� ����

+∞∑
n=1

sinnα

(ln 10)n
.

 � ! � � � �" ��� ����� ��������� # $
�	%�� sinnα & $
�	%��
�'���������� | sinnα| � 1� ��(��
 ����� �����'� ���� �
�
� ��)*

!� ����+����+
���� �����+ ���� vn =
1

(ln 10)n
� 	������ �������� ��

������	
 ,�!�"

lim
n→+∞

n
√
vn = lim

n→+∞
n

√
1

(ln 10)n
= lim

n→+∞
1

ln 10
=

1

ln 10
< 1.

-����+����)��� �� ������	
 ��������� ���	���������� ����+ ���*

����� ������
��� ���� ����� �������� ����������

������ ���.� ����
�� ������ ����
+∞∑
n=1

(−1)n−1
n

��������� ���	
�

�	��� �������	
 ��� ��� � 	�����	
� �� ������

 � ! � � � �" �� ������	
 /�����%� ������ ���	������
����*

�� ��� ��������� ��(��
 �� ������ �� �%��	� �����	� �������'���

���	������
���'��� ����" �S = |S − Sn| = |rn| � |un+1| � 0, 001 ���

|un+1| = 1

n+ 1
� 0, 001 =

1

1000
⇒ n+ 1 � 1000⇒ n � 999.

0�+��" #1222�

����������	
��� �����

���������	
 �������	
 �������������� �����

������ ���3� 1− 1

24
− 1

34
+

1

44
− 1

54
− 1

64
+ · · · �

������ ���4�
+∞∑
n=1

(−1)n+1

ln(n+ 1)
.

������ ���2�
+∞∑
n=1

(−1)n+1 · (n+ 1)

(n3 + 1)
.



��� �����	
���� �����	� ��� �������������� ����

������ ������

+∞∑
n=1

(−1)n
(
3n+ 1

2n+ 1

)n

.

������ ������

+∞∑
n=1

(−1)n 1 · 4 · 7...(3n− 2)

7 · 9 · 11...(2n+ 5)
.

������ ������

+∞∑
n=1

(−1)n+1

(
1 +

1

10n

)
.

������ ������

+∞∑
n=1

(−1)nn2−n.

������ ������ ������� �����	 
��
+∞∑
n=1

n

(2n+ 1) · 5n ����� 	�����

����� 	�������� ��� ����� � ��������� �� �����

������ ������

+∞∑
n=1

cos 5n

5n + 1
.



������ ��	 
��������� �������	 ����������� ���

����� ��

�����������	
��� ����	����
������� ����� ����������

������ ��	 
��������� �������	 �����������

��	�
�� ����	���� � ������ ������	���� ���	������
������	���� �������	��� ��������� � ������ !��"��������
#$��%���

����� ������	 
�������� � 
����� 
�������

������  ����������� �$ �& #$��%�� y = f(x) ���	����� �
��������� � ��
�� M0(x0, y0) � � ��������� ���� ��� �� !��� ��
���
'��($�� � ���� �� � ��
�� M0(x0, y0) �� ����&�$� � )��#��$ #$��*
%�� � ��	���+����� 
�� �� ����&���  $�� ��$��� ������� �� ����&*
��� ���$������ ������� �	���� 	�  �� ��  �, ���	������" "�
�� � ���
��� &� �� �$�"  ��	$���" �(����"� ���&"," �� )��#���
#$��%�� -�� � ./0 ��, �	�$ ��
�$ M(x, y) � ����	�" 
���� ��
�� M0

� M  ��$�$�� 1 ���"�" ����" ��
�$ M � ��
�� M0� �� � �& ���+�"�

�� x−x0 = Δx→ 0. '�� ��� ��
�� M0 ���	��+��� ��  ��$��� ($	��
�����
����& � ����$) ��
�� M0 � � ��	��� ���"�� ���+���� 23�

����������� 45�4	 ���������	
 � ������ ������� ������ �
�	��� M0(x0, y0) ���������	 
�������� 
������� ������� M0M

�� ������� ��� ����� M(x, y) ��������	 � M0(x0, y0)�

��������	 �
� ������ ����������
 ������� M0M k =
MP

M0P
=

= tgϕ � ������ �
���
 ������ ������� ����������
� ����
������

kT = tgα = lim
Δx→0

Δy

Δx
. ������

 ��! �
�
 ������ ����������
 � 
���� M0(x0, y0)	 ��"�� ������
�
����
����#� $�������� ����
����� � ������� ������� y = f(x) �

���� M0(x0, y0) �� ������ � ����� �%�

������ � ������	
� &��
� �� ��!��� ���� � ����� ����������
���"�
�! ��
�������! 
���� �� '����� s = s(t). (� ������� t 
����



��� �����	 �
� ���������	 �������� ����������

M(x,y)

T

ϕ α

y

x
O xx

P(x 00 ;y )0

0

M

N

���� ��� � ������ � ��	�
�����

������� ���	 s(t)
 � �� ������ t+Δt � ���	 s(t+Δt). ���������	��

�� ���� Δt ����� ������� ���	 Δs = s(t+Δt)− s(t).

������� �������	 �������������� ������� v�� �� ����������
������ Δt ������������ ����������

v�� =
Δs

Δt
���� !

����������� ���� �� �������
"��� ������	 �����	�#� ������ ������ t $���������#�
 � ���%

������� Δt � ��������#�
 �� ������� �������	 &���� ���������� �%
�������
 �����'�� �� Δt.

����������� ��� 	 ��������� v 	 
���� ������ 	������ t
���	����� ���
�� ���
��� �������� v�� ��� Δt→ 0� ����

v = lim
Δt→0

Δs

Δt
. �����!

(����������#� ������
 �������� �� �) ������ $��������� �����%
�����
 ������ ��� � ��)������* ������� ������ � ���� �� ��� �
������� ��������� �����'���� $���+�� � �����'���* ���������
��� ������
 ��� ��������� ��������� � ���*� , ��)������* ����)
������� ������� ������ ������  ����#) �&�����) ����� � ��)��%
��� -�.���� ���������� .��� ��������
 ��������	 �� $���������
��'����� �������



������ ��	 
��������� �������	 ����������� ���

����� ����	�
���� �����	��

����� ���� �	
�	�����  ���	���	 (a; b) ������� y = f(x).
���������	� ����	��� ����	��	 �����	��� x ∈ (a; b). ��� �����

	����	� ����	��	 ������� y = f(x). �	
	�� ���	��� �����	�� x
�� 	������ Δx ������ 	�� 
�����	��	 Δx� ����� 	������ y 
��
����� 
�����	��	 Δy. !������� �
�	�	�	��" �	
�	����# �������

Δy → 0 
�� Δx → 0. ����� �$�����% ����&	��	
Δy

Δx

�� Δx → 0

���	��� �	�
�	�	�'������" ��
�
0

0
.

����� lim
Δx→0

Δy

Δx
���	���	��

����������� ()�)	 ����������	 
����� y = f(x) � ����� x
���������� ������ ��������� ���������� 
����� Δy � ���	 ����

�� � ���������� ��� ���������� ��������� Δx ��� �������� ���

Δx→ 0.
����������� 
����� y = f(x) � �����	 ����� x ������������

�������� f ′(x).

*���%

f ′(x) = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

f(x+Δx)− f(x)

Δx
. �()�+ 

,����� � �$�����	��	� f ′(x) ��
�����"��� � �����	 �$�����	���-

y′, y′(x),
dy

dx
,

df(x)

dx
.

!���	���	���%  �����������# ����	 x0 
��������� �$�������
	���-

y′|x=x0 = y′(x0) = f ′(x0) =
dy

dx
|x=x0 =

df(x0)

dx
. �()�. 

*����� ������	��� �	�	���$������ �������� 
	�	�	���"% 
�
������# $	�	��� 
���������  ��	 ���	���� ,�
���	�% ��� �������
y = y(x) 
��������� y′(x) �$������	��� y′x% � ��� ������� x = x(y)

��������� x′(y) �$������	��� x′y�

/��������� � ��������	���� ���		 �������% ��0	� ���	����
�	��	����	���# � �����	���# ����� 
��������#-

(� 1����# ��2�����	�� �����	����# � ������� �������  ����	
� �$������# x0 ��	� ����	��" 
��������# 2��# �������  �����#
����	 x0 �()�( �



��� ������ �	
 ��������� �������
 �����������

�� �������	 
������������ �������� �������	��� ����� � ���
���� ������� t ���	 �������� 
���������� � ���� ����� �� 
��� s 
�
������� t ��������

������ ����� ����� ����	
���� y = x2.

 � ! � � � �" #�$���� 
����%���� &���'�� Δy"

Δy = (x+Δx)2 − x2 = 2xΔx+Δx2.

 ������ 
����%���� �� Δx � 
���$��� � 
����� 
�� Δx → 0,
������

f ′(x) = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

2xΔx+Δx2

Δx
= 2x.

( �)%�� ����� 
���������� ������� &���'���* � ���������� ��
����� ��� ����� ����� +��* 
���������� &���'�� y = x2 � �����
x = 0, 5 ����� �����'��

( �
�������� ���� 
������������	* ��� lim
Δx→0

Δy

Δx
��%������� � ��

������� �� �
���)� ��������� Δx � ��, �* � ���������* � &�������
������ ����� x0 
����������

f ′(x0) = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

y − y0
x− x0

.

-����� ����� 
��$����	 � ����� x0 ���� �� �
����� +���� �
��
��). ��������� � x0 �)������,��� �������������� x → x0 − 0 �
x→ x0 + 0 ���'�� /��

����	�
���� ���0� ���
���������� ����	
����� �����	
�����
����
�� ������ y = f(x) 
 ����� x0 ��	�
����� 
�������

f ′(x0 + 0) = lim
x→x0+0

Δy

Δx
.

��
���������� ����	
����� �����	
����� ���
�� ������ y = f(x) 

����� x0 ��	�
����� 
�������

f ′(x0 − 0) = lim
x→x0−0

Δy

Δx
.

( ������������ � �
��������� ���� 
���������� f ′(x) ��%�������
� ����� x0* ��� ������������ � 
������������� 
��������.� ��%��
����,� � ���� ����� � ����.* ����"

lim
x→x0−0

Δy

Δx
= lim

x→x0+0

Δy

Δx
.



������ ��	 
��������� �������	 ����������� ���

���� ���� 	
 ���� � ���� �������� �� ���������� ��� �	� ���

����������� �� �� ����
� ���������� f ′(x) � ����� x0 ������ ���
�

������� ��� ������� �����

���� ������
 ����
 +∞ ��� −∞�������� ��������� ��� �����
��� � ����� x0 � ��� 	���������� ����������� ���� ���������������

���������� ����� +∞ ��� −∞�
����������� !"�#	 ���� ����	�
 y = f(x) ���� � ��������

���� ������������ � ��� ��������
 ��������	������� � ���

�����

����������� !"�$	 ����	�
 y = f(x) ��������
 ��������	��
������ � �������� (a; b)� ���� ��� ��������	������ � ������ ���
�� ���� ��������� ���� �� ����� ������������ �����������

f ′(a + 0) � f ′(b − 0)� � ����	�� ������� ��������	������� ��

������ [a; b]�

%������� ������ ����  �&�� ������������� ����� � ������

�
������� ��������


����� !"�!	 ���� ����	�
 y = f(x) ��������	������ � �����
���� ����� � ��� � ��� ���� �����������

'������������( )���� � ����� x ���������� Δx 
= 0. *���� ����
������� ������� � ���+ �����  �&�� ����������� � ����

Δy =
Δy

Δx
Δx.

)������� � �������� ������ 

lim
Δx→0

Δy = lim
Δx→0

Δy

Δx
lim

Δx→0
Δx = f ′(x) · 0 = 0,

������ ������� ������
������ ��������

,	������ ����� � �������( ���������� ������
��
� ��������

�����
� � �������
� ������ ��������������� 
� *��� �	��� �

������
������ ������� �������� ���	���� 
 � �� �� ���������
 

������� �- ������������� �����

!� .�����
���� �� (−∞; +∞) ������� y = |x| �� � ��� �����
�����+ � ����� x = 0, ��� ��� ���� � ���+ ����� ������������� �

�������������� ��������
� ����������� �� ��� �� ����
(

f ′(−0) = −1, f ′(+0) = 1.



��� �����	 �
� ���������	 �������� ����������

�� ��������	
� 	
 (−∞; +∞) �	���� y = 3
√
x 	� ����� ������

���	�� � ����� x = 0, �
� �
� � ���� ����� ��������	
� y′ =
1

3
3
√
x2

����� ���
�
	� � �
��	������ ���
 
��!� � ��!��	��	�!�� ��� �"�
��� !������	�� Δx � 	�"� #����� 	� ! �!���� ��������	�� 	�
!��
�
$ 	� !���
�

����� �����	�
�� �������� ����	��� ����������

�������

�����	�
��� ���������� y = C� %
� �
� �	���� y = C !��
&�
	��� ��!���		�� �	
��	�� 	
 �!�� ��!����� �!�$ �� � �"��� �����
����
 �	�� �	���� �
�	� 	�"� #�����

(C)′ = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

0

Δx
= 0. �'(�)�

�����	�
��� ������� ������� y = xn� *���� ��!�� ����
��
$ ����� ������� ���� �
	 � ������ '+�

(xn)′ = n · xn−1. �'(�,�

-�����	���!� ����� �� �� ������ �'(�,� �
���	��� ��
 �
!��
�!����
" �&!� �
!�	�& !��
�.

n =
1

2
: (

√
x)′ = (x1/2)′ = 1/2 · x−1/2 = 1

2
√
x
, �'(�/�

n = −1 :

(
1

x

)′
= (x−1)′ = −x−2 = − 1

x2
. �'(�0�

�����	�
��� ������������ ������� y = ax� �
���� ����
�
 �	�� �	����

Δy = ax+Δx − ax = ax(aΔx − 1).

%�1�
 	
 �!	��
	�� �
!!�����		�1� � ������ 0 ������


lim
x→0

ax − 1

x
= ln a,

������

(ax)′ = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

ax(aΔx − 1)

Δx
= ax ln a. �'(�'2�

3 �
!�	�!��$ ��� a = e ������

(ex)′ = ex. �'(�''�



������ ��	 
��������� �������	 ����������� ���

���������	
 ���	���������� ������ y = loga x
������ ��	��
��	� ����		

Δy = loga(x+Δx)− loga x = loga
x+Δx

x
= loga

(
1 +

Δx

x

)
.

��������������

(loga x)
′ = lim

Δx→0

loga

(
1 +

Δx

x

)
Δx

.

������� �����
�� ������������� ������������	��

loga

(
1 +

Δx

x

)
Δx

=
1

x

loga

(
1 +

Δx

x

)
Δx

x

=
1

x
loga

(
1 +

Δx

x

) x

Δx .

������	� Δx → 0, �� �������		 �������������� � ����		 � ��� 
����

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e =

1

ln a
,

������

(loga x)
′ =

1

x lna
. !"#$"%&

' (�������	� ��	 a = e ���(	�

(lnx)′ =
1

x
. !"#$"#&

���������	
 ������ y = sin x 	 y = cosx
������ ��	��
��	� ����		

Δy = sin(x+Δx)− sinx = 2 sin
Δx

2
· cos

(
x+

Δx

2

)
.

��������������

(sin x)′ = lim
Δx→0

2 sin
Δx

2
· cos

(
x+

Δx

2

)
Δx

.

)��	��� *��� ������ � �	��

lim
Δx→0

sin
Δx

2
Δx

2

lim
Δx→0

cos

(
x+

Δx

2

)
,



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

�������

(sinx)′ = cosx, �	
�	�

��� ��� ������ ����������� �� ��������� ������� � ������ �������
������� ������� ����� ��������

���������� ����� �������� ���

(cosx)′ = − sin x. �	
�	!

��������	�
� ������ ���
�
���
���� ���
�� �
 ���������� ������ ����

"��������� ���� �� ��������# ��������� ����������� ��$����
����� ���	�
� ������ � ���
�	�����
�������

%����� 	
�	 lim
x→0

2x sin 2x

1− cos2 x
.

%����� 	
�& lim
x→0

√
x+ 9− 3

x
.

%����� 	
�
 lim
x→+∞

(
x

1 + x

)x

.

%����� 	
�� lim
n→+∞

(
1 +

1

4
+

1

16
+ ...+

1

4n−1

)
.

���
�	����� ���	������ ��	��

%����� 	
�!
+∞∑
n=1

n√
n(n+ 1)

.

%����� 	
�'
+∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 3)!

.

%����� 	
�( )��� ����������� ������������� *�������

������� �������� �������� ������
���� ������

������ 	
�	� ����� ���	�
 ������

lim
x→0

2x sin 2x

1− cos2 x

" � + � � � �,

lim
x→0

2x sin 2x

1− cos2x
= lim

x→0

4x sinx cosx

sin2 x
= 4 lim

x→0

x

sin x
lim
x→0

cosx = 4 · 1 · 1 = 4.



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

������ ����� ����� ���	�
 ������

lim
x→0

√
x+ 9− 3

x
.

� � � � � 	 �


lim
x→0

√
x+ 9− 3

x
= lim

x→0

[√
x+ 9− 3

x
·
√
x+ 9 + 3√
x+ 9 + 3

]
=

= lim
x→0

(
√
x+ 9)2 − 32

x(
√
x + 9 + 3)

= lim
x→0

x+ 9− 9

x(
√
x+ 9 + 3)

= lim
x→0

1√
x+ 9 + 3

=
1

6
.

������ ����� ����� ���	�
 ������

lim
x→+∞

(
x

1 + x

)x

.

� � � � � 	 �


lim
x→+∞

(
x

1 + x

)x

= lim
x→+∞

(
1 + x

x

)−x
=

= lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)−x
= lim

x→+∞

[(
1 +

1

x

)x]−1
= e−1 =

1

e
.

������ ����� ����� ���	�
 ���
�	�����
�����

lim
n→+∞

(
1 +

1

4
+

1

16
+ ...+

1

4n−1

)
.

� � � � � 	 �
 �������� 1�
1

4
�
1

16
�������� ���������� ���������

��������	� ���������! ������" q =
1

4
� ����� ��	 n → +∞ ����"

��������		 ����� S =
b1

1− q
 ��#�����!��


lim
n→+∞

(
1 +

1

4
+

1

16
+ ...+

1

4n−1

)
=

b1
1− q

=
1

1− 1

4

=
4

3
.



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

������ ����� ���������	
 �������	
 ����
+∞∑
n=1

n√
n(n+ 1)

.

� � � � � 	 �


lim
x→+∞

Un = lim
x→+∞

n√
n(n+ 1)

= lim
x→+∞

1√
1 +

1

n

= 1 
= 0,

������������ �� �����	���� ���� �� ����������� ������	��� ��	�
���� ���	����	 �����

������ ����� ���������	
 �������	
 ����
+∞∑
n=1

(−1)n
(n+ 3)!

.

� � � � � 	 �
  ����� �����!���"#$	��� �� ���	��� �� ��	�
����" %����	&�


lim
n→+∞

|Un| = lim
n→+∞

1

(n+ 3)!
= 0 	 |Un| > |Un+1|.

'�� ��� ���������(	������� ��
+∞∑
n=1

1

(n+ 3)!
���(� ���	��� �� ��	�

����"  ��������

lim
n→+∞

Un+1

Un

= lim
n→+∞

1/(n+ 4)!

1/(n+ 3)!
= lim

n→+∞
1

n+ 4
= 0 < 1,

�� 	����"���� �����!���"#$	��� �� ���	��� �����#����

������ ���)� ��	
 ����������� �����������	� �������

� � � � � 	 �
 *"��&	� y = f(x) ���������� ����������� � ��!��
x0� ���	

�+ ,"��&	� y = f(x) ��������� � ��!�� x0 	 � ��������� �������

����	 -��� ��!�	.
/+ ,"��&	� 	���� ����� ��	 x→ x0.
�+ lim

x→x0

f(x) = f(x0)�

����������	
��� �����

����� ���	�
� ������ � ���
�	�����
�������

������ ���0� lim
x→0

ctg2
x

8
· tg2 5x

4
.



������ ��	 
����� ��������� ���������� ���

������ ����� lim
z→a

z2 − a2

a4 − z4
.

������ ������ lim
x→+∞

(
1 +

1

x− 1

)x+a

.

������ ������ lim
n→+∞

(
1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · ·+ (−1)n−1

2n−1

)
.

���������	
 �������	
 �����

������ ������
+∞∑
n=1

n√
5n− 1

.

������ ������
+∞∑
n=1

(−1)n
3
√
2n+ 9

.

������ ������ ������������	 
��� ������� ��������

������ ��	 
����� ��������� ����������

�	
��
� ������� �������
������
�� � ��������
� 	���
�� ���������
��� ��	�
� �� !�������
�� 	��"
�# � �$����

�# ��
%���� &�$���� ��������
'� !�������
�� (����
����

�# ��
%����

�������� ������� ������������������)�'����* ���������

� ���+� 
� �	'��� �� ��������
�� ����� � 
� �	
���
�� 
�%����'
������� % ��		�����
�, %����' � ����'�����

����� ����������� ���

������	 ����� ���� ������� u(x) � v(x) ������������ � ����


���� 
���� 
� � �
�� 
��� ����������	 �� ����� ����
��


� ����� ���� ����������� ���������

(u+ v)′ = u′ + v′. -����.

/�%������*	���� /���� �� ���
�� x ��
%��� y(x) = u(x) + v(x)
�����+�
�� Δx� &� ��

Δy = (u(x+Δx)− u(x)) + (v(x+Δx)− v(x)) = Δu+Δv.

0���������*
��

y′ = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

Δu+Δv

Δx
= lim

Δx→0

Δu

Δx
+ lim

Δx→0

Δv

Δx
= u′ + v′.



��� ������ 	
� ������ ���������� ����������

������� ����	�
�� � ����� �������� ��� ������ ��
��
��� �����
����������

����� ����	
���� ����	
������

������� ����� ���� ����	�� u(x) � v(x) 
�������	����� � �����

����� ������ �� � ���� ����� �������
��� �� �������
���� �����

������ � ����
���� �� ������

(u · v)′ = u′ · v + v′ · u. ������

 ���	�������!��  ���� ���"��
�" x #"
�$�� y(x) = u(x) · v(x)
%������
�� Δx. �����

Δy = (u+Δu) · (v +Δv)− u · v.
&����! ������ � %��!��� %����
�� ���
�' %��"���

Δy = v ·Δu+ u ·Δv +Δu ·Δv.

(����!�����
�'

(u · v)′ = lim
Δx→0

v ·Δu+ u ·Δv +Δu ·Δv

Δx
.

)�	����! ��������� 
� 	
���
�����' %������!�� %�����
�* %�����
! !��� �"��� ��� ���������+

lim
Δx→0

(
Δu

Δx
· v
)

= u′ · v,

lim
Δx→0

(
Δv

Δx
· u
)

= v′ · u,

lim
Δx→0

(
Δu

Δx
·Δv

)
= u′ · 0 = 0.

, ������� ���������

lim
Δx→0

Δv = 0,

��� ��� �	 ��##���
$��"������ #"
�$�� v ����"�� � 
�%����!
�����
(��-�! ��� ���������' %��"��� �����"� #���"�" ������� �������

����	�
��

�	�
����� ����� ���������� �������� ���� �������� ��

����� �������
��� 



������ ��	 
����� ��������� ���������� ���

����������	
�� � ������� ������ � �������� ������� �����

(c · u(x))′ = c′u(x) + c · u′(x) = c · u′(x). ������

�� 	
�	��� ��	�	 
���
����

(u− v)′ = u′ − v′, ��� ��� (−v)′ = −v′.
��	���� 	 ��	��	��	� ��	������� 	�	�����
� �� �	�� �� ��	

�	��!�	�� !
�	 
	��	"�����# ��������

(u · v · w)′ = u′ · v · w + u · v′ · w + u · v · w′.

����� ����	
���� �������

������� ����� ���� ����	�� u(x) � v(x) 
�������	����� � �����

����� ����� x� ����� v(x) 
= 0, �� � ���� ����� �������
��� ��

�������� ���������� � ����
���� �� ������(u
v

)′
=

u′v − v′u
v2

. ������

$	��������
��	� $��� ���%����% x &%��' y(x) =
u(x)

v(x)
����(

���� Δx. �	���

Δy =
u(x+Δx)

v(x+Δx)
− u(x)

v(x)
.

)!����	#

u(x+Δx) = u+Δu; v(x+Δx) = v +Δv;

*	��	�%

Δy =
u+Δu

v +Δv
− u

v
=

vΔu− uΔv

v(v +Δv)
.

+������ 	�� !�
� ��	�	 �����
��� �� Δx,  %!�,���# !�	 ��
Δx→ 0

lim
Δx→0

Δu

Δx
= u′, lim

Δx→0

Δv

Δx
= v′

 lim
Δx→0

Δv = 0 �� �&&����'�%��	
� &%��' v 
���%�� �- �����(

�,��	
���# �	�%!� 
�	�%. &	��%�% ������� ��	���� �	�������
/!�,���# !�	 �	
�	���,� ��	"���� �	"�	 �,�	
�� �� 
��	�

��	��	��	�# 	����� ��� !�
��,0 
�%!���(
C

v

)′
= −Cv′

v2
,
( u
C

)′
=

u′

C
.



��� ������ �	
 ����� ���������� �����������

���������	
 ������ y = tg x � y = ctg x�
��������	
�
���� �������� �����
����� ������ �������� �����

���� ������� � ��� ��!� ������� �������

(tg x)′ =
(
sin x

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sin x
cos2 x

=
1

cos2 x
. ������

"����!���� ��#�� ������ �� � �

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
. ����$�

%��!��� ��� � �&������ 
 �&�'�� �� ���(�� �(�����&��& ���'��
y = y(x)� � � �� � ��������&� ��� ������ &��� 
& ��&��)*�� �
��
 &��&��

����� ���������	
 ���	���� ������

+��&�&�&��& �(�� ��, ���'�� � ����
�- &. ��*&� 
�
���- ����

 �&�'�� �� /�� � ���'�- x = x(y) ���� ���� 
 �&�� ���� �� &�
��&
(a; b) � ��&& 
 �&�� ���,  ���& y 0 �!� �� &�
��� �����
����) x′(y),
�& ��
��) ���)� /���#&�� � � 
 ��� 
& � 
�)*&,  ���& x �(�� ��-
���'�- y = y(x) ��&& �����
����) y′(x)� ����.�

y′(x) =
1

x′(y)
��� y′x =

1

x′y
. ����1�

2�� ��� ���'�- x = x(y) ���� ���� � ��&�&�'���&�� �� ��&�
��
� &����� � �&��&��
����  � ���'�- y = y(x) ��*&� 
�& � �����
 ���� � �&��&��
��� 3���� ��!��&� � x �����*&��& Δx 
= 0. 2�!��
���'�- y = y(x) ������ �����*&��& Δy 
= 0. ���&�� 
�& #& �&��&�
��
��� � lim

Δx→0
Δy = 0.

2�!��

y′(x) = lim
Δx→0

Δy

Δx
=

1

lim
Δy→0

Δx

Δy

=
1

x′(y)
.

����������� ������ arcsinx � arctg x
4���'�- x = sin y (y ∈ [−π/2; π/2]) �(�� �� ���'�� y = arcsinx.

+�� ���� ���� 
 �� &�
��& (−π/2; π/2). 5. �����
����-

x′ = cos y 
= 0 �� 0 �� �� &�
��&.



������ ��	 
����� ��������� ���������� ���

����������	
�� �� ������

y′x =
1

x′y
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

.

�� ��� ��� sin y = x, ��

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
. �����

�
������
� 
�������� ��������
��  !
�"�� arctg x

y′x =
1

x′y
= 1 :

1

cos2 y
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
. ���#�

���������	
 ������ arccosx � arcctg x
$�����
%  ��&!�%� ����%��'(�� � �)(�* �)����� ��������
��

�)���
%� �����
�&����������  !
�"��

arcsinx + arccosx =
π

2
, arctg x+ arcctg x =

π

2
.

+�  ���
"��!� ,�� ����
���� � !�-��& ����� ��� (π/2)′ = 0� 
�*.
��&

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, ����/�

(arcctgx)′ = − 1

1 + x2
. ������

����� ����������� ������� ������

0!��	 y = y(u) � u = u(x). 1���� y ���	 ���2
��  !
�"�� ����&�
.

�* x, � ����&�

�� u 3 ���&�2!���
%* ���!&�
�� y = y(u) = y(u(x)).
4�� 
�*�� �- ��������
!'5 6���� 
� ,��� ������ ��-� ����!'(��

�����&��

������� ����� ���� ����	�
 u = u(x) ���� ����������� u′x �

���� x� � ����	�
 y = y(u) ���� ����������� y′u � ���������

���� ���� u� � ������
 ����	�
 y = y(u(x)) � ������ ���� x
���� ����������� y′x� �����
 �������
 �� �������

y′x = y′u · u′x. ����7�



��� ������ 	�
 ����� ���������� �����������

���������	
���� ���� x ���������� Δx� ���� u � y �������

������
������ ���������� Δu � Δy. ����������� ��� ��� Δx→ 0
���������� Δu �� ��������� ��������� ������ �����
����

Δy

Δx
=

Δy

Δu
· Δu

Δx
.

��� ���  ���!�� u = u(x) �  ����!������� � 
��������	��� �
����������� �� ��� Δx→ 0 ����� � Δu→ 0.
��"����

lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δu→0

Δy

Δu
· lim
Δx→0

Δu

Δx
,

����� 
����� �
�����  ������ #$%�$&'� ������� ��������
(���� ������	 
���������
�	  ������ #$%�$&' � � 
������ ����

���������� Δu ��� Δx→ 0 ��������� ��������� ������ �����

������ $%�$� �����������	��
��� �
�	�� y = sin3 x.

) � * � � � �+

y = u3, u = sinx, y′ = (u3)′u · (sinx)′x = 3u2 · cosx = 3 sin2 x · cosx.

������ $%�&� �����������	��
��� �
�	�� y = sinx3.

) � * � � � �+

y = sinu, u = x3, y′ = (sinu)′u · (x3)′x = cosu · 3x2 = 3x2 cosx3.

��
����� ��  ���!�� , �����	��� 
��������!�� #�-.�������'
���  ���!��� / �-��� 
����� 
������  ���!�� ����� -��	 
�0

������� �� �� ���  ���!�� #����	��'� � �� -��	*��� �� ��
��� ����
���������  ���!�� y = sin5√x 
�
���� �� ��1�  ���!��� ��� �����0
���� y �� ������ �������� x ���-����� 
����*��	 ��� ��
����+

• ����� ��������� �����	 �� x2
• ����� �������� sin√x2
• �������� �������� sin√x �����
�� � ����� 
�����	�

/ ����������� 
������ ���-����� �� ��������� �� ������� ���0
������
� ��
����� ��
����� ������	 �� ������������� ��������
u� / ����� ������� , "�� ��������� � ����� 
�����	� ��"����
u = sin

√
x � y = u5. 3� ���������� ��  ������ #$%�$&'+

y′x = (u5)′u · (sin
√
x)′x = 5 sin4

√
x · (sin√x)′x .



������ ��	 
����� ��������� ���������� ���

�� ������	 sin
√
x 
��� 	��	
�	 ������� � ������ ���
��

� �� � �������� ������ ������
� x� �����		 ��	
� �������
������ ��	 ������� y = sin u, u =

√
x! �����

(sin
√
x)′x = cosu · 1

2
√
x
= cos

√
x · 1

2
√
x
.

"���#�
���� ����#��

(sin5
√
x)′x = 5 sin4

√
x · cos√x · 1

2
√
x
.

��� ���
�
�#��� ���$� %���� u ��	 ������
�#���� ������
�
������
�	� &�
 ��� �����	
�	 ����'����$ �������! ������
���$�
�$(

(sin3 x)′ = 3 sin2 x(sinx)′ = 3 sin2 x cosx ,

(sinx3)′ = cosx3 · (x3)′ = 3x2 cosx3.

&�
 �(��	 )* ��������� ������� �%' 
����
���$� ���%��+
'������ ,

(arcsin 5x)′ =
1√

1− (5x)2
· 5,

(
√
arcctg 3x)′ =

1

2
√
arctg 3x

· −1
1 + (3x)2

· 3,(
cos

1

x

)′
= − sin

1

x
· −1
x2

,(
2tg lnx

)′
= 2tg lnx · ln 2 · 1

cos2 ln x

1

x
,

(ctg3
√
2x− x2)′ =

3ctg2
√
2x− x2 · −1

sin2
√
2x− x2

· 1

2
√
2x− x2

· (2− 2x).

��� ����#�� )* %���(�� ���$��� � ��������������� ����+
��
�#�$ �$������ ������-
�	�



��� ������ 	
� ������ ���������� ����������

����� ����	
� ��	������

������ �����	 �
� ���������� ������ ��������������� �
�
������ ������������ ������ � �������� � ��� ��� �����
�� �����
��� �������� ������ �������������� ������ u = u(x).

1. (C)′ = 0,

2. (un)′ = nun−1u′, (
√
u)′ =

1

2
√
u
u′,

(
1

u

)′
= − u′

u2
,

3. (au)′ = au ln a · u′, (eu)′ = eu · u′,
4. (loga u)

′ =
u′

u ln a
, (lnu)′ =

u′

u
,

5. (sinu)′ = cosu · u′,
6. (cosu)′ = − sinu · u′,
7. (tg u)′ =

u′

cos2 u
,

8. (ctg u)′ = − u′

sin2 u
,

9. (arcsinu)′ =
u′√

1− u2
,

10. (arccosu)′ = − u′√
1− u2

,

11. (arctg u)′ =
u′

1 + u2
,

12.(arcctgu)′ = − u′

1 + u2
�

����� ��	������ ����������� ����
		

 �������! "�� ������������ ��#�����
� ������ y = f(x)! �����
��$ ����� #����	 ����� �������"�
��� ����������! 
�
���������
�# �
������ ������������ ������ 
 �����	$ "����%� ��������
"�
��� ���
���� &
�������! ��"������! ��������� � �������' � ����
����� �#���� ������ �� ������ &
������ ������'! ��
�������
���	�� ������%���� ����"��� "�
�� ��#�
�� ��������� �����	 
����� ����������� �������� ������
���

��� ������ � ������ ���������������	 ����� ��	
� ���������

��� �
 ����� ������
����� ������� ����� �� ������� ��� �� ���

���  �
� ����������	 
���� ����
 ������
����� ��������



��������	�
� ������ ��� ��
���
��� ������� ���

������ ����� ����� ����	
���� ������

y = 2sin
2 x3 · arctg√x+

tg 3
√
x

ln2(x+ 3)
.

� � � � � 	 �


y′ = 2sin
2 x3

ln 2 · 2 sinx3 · cosx3 · 3x2 · arctg√x+ 2sin
2 x3 1

1 + x

1

2
√
x
+

+

ln2(x+ 3)
1

cos2 3
√
x

1

3
3
√
x2
− 2

ln(x+ 3)

x+ 3
tg 3
√
x

ln4(x+ 3)
=

= 2sin
2 x3

(
3x2 ln 2 · sin 2x3 · arctg√x+

1

2
√
x(1 + x)

)
+

+
1

ln3(x+ 3)

(
ln(x+ 3)

3
3
√
x2 · cos2 3

√
x
− 2 tg 3

√
x

x+ 3

)
.

��������	�
� ������ ��� ��
���
��� �������

�����	�� ��������	� ��	������� �����

������ 	� ����� ������ ��	������� ���� ��� !	�


������ ����� y = x3�

� � � � � 	 �


• f(x+Δx) = (x+Δx)3,
• Δy = f(x+Δx)−f(x) = (x+Δx)3−x3 = 3x2Δx+3xΔx2+Δx3,

• Δy

Δx
= 3x2 + 3xΔx+Δx2,

• y′ = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0
(3x2 + 3xΔx+Δx2) = 3x2.

������ ���"� y =
√
x.

� � � � � 	 �


• f(x+Δx) =
√
x+Δx,

• Δy = f(x+Δx)− f(x) =
√
x+Δx−√x,

• Δy

Δx
=

√
x+Δx−√x

Δx
=

√
x+Δx−√x

Δx
·
√
x+Δx+

√
x√

x+Δx+
√
x
=

=
1√

x +Δx+
√
x
,



��� ������	
���
 �����
 ��� ���������� �������

• y′ = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

1√
x+Δx+

√
x
=

1

2
√
x
.

�������� ��	 
��������� � ����� � ������� ������� 
�� 
��	�
�����	�� ���������������� ����� 
��������� ���������! 
����
�������  ��	�� �� "�#�� ��	 ���	���	� 
������ �� ����� ����
���� $%&�'( ��������������� ���
����

������ %)�&� y = x5.

" � # � � � �* y′ = (x5)′ = 5x5−1 = 5x4.

������ %)�)� y =
7
√
x3.

" � # � � � �* y′ = (
7
√
x3)′ = (x3/7)′ = 3/7x3/7−1 =

3

7
7
√
x4

.

������ %)�+� y =
1

x2
.

" � # � � � �* y′ =
(

1

x2

)′
= (x−2)′ = −2x−3 = − 2

x3
.

������ %)�,� y =
x− 2

√
x

x2
.

" � # � � � �* y′ =
(
x− 2

√
x

x2

)′
= (x−1−2x−3/2)′ = −x−2+3x−5/2 =

= − 1

x2
+

3

x2
√
x
.

������ %)�'� y = ax−5.

" � # � � � �* y′ = (ax−5)′ = a(x−5)′ = −5ax−6 = 5a

x6
.

������ %)�-� y = n
√
x.

" � # � � � �* y′ = ( n
√
x)′ = (x1/n)′ = 1/nx1/n−1 =

1

n
n
√
xn−1 .

������ %)�.� y =
√

3
√
x.

" � # � � � �* y′ = (
√

3
√
x)′ = (x1/6)′ = 1/6x−5/6 =

1

6
6
√
x5

.

������ %)�%/� y = x3 5
√
x.



��������	�
� ������ ��� ��
���
��� ������� ���

� � � � � � �� y′ = (x3 5
√
x)′ = (x16/5)′ = 16/5x11/5 =

16x2 5
√
x

5
.

� ��	�
� 	
�����
����
��� �������� ���
����� �
���������

������� � ��
����� �
��������
������� ��������

������ ������ y = sinx + cosx.

� � � � � � �� y′ = (sinx+cosx)′ = (sinx)′+ (cosx)′ = cosx− sinx.

������ ���� � y =
tg x

x
.

� � � � � � ��

y′ =
(
tg x

x

)′
=

(tg x)′x− x′ tg x
x2

=

x

cos2 x
− tg x

x2
=

x− sinx · cosx
x cos2 x

.

������ ����!� y = ctg x · arccosx.
� � � � � � ��

y′ = (ctg x · arccosx)′ = (ctg x)′ arccosx+ (arccosx)′ ctg x =

= −arccosx

sin2 x
− ctg x√

1− x2
.

"�#�� 	
��$%���� ������#� ���
����& 	���$���'���� � '��
��
���������� ��������

������ ������ y = log2 x · 2x.

� � � � � � �� y′ = (log2 x)
′2x + (2x)′ log2 x =

2x

x ln 2
+ 2x · ln 2 · log2 x.

������ ����(� y =
ex

lnx
.

� � � � � � �� y′ = (
(ex)′ ln x− (lnx)′ex

ln2 x
=

ex(x lnx− 1)

x ln2 x
.

)�	�
� %�	����� 	
�%�'� ����
����
�%���* �'����# �������
+���� ,�

- 	�
%�& %�& 	
���
�& 	�
������ ��� ������� $�	���� 	
�����
����
����
�%���* �'����# ��������

������ ����.� y = cos3 x.

� � � � � � �� y′ = 3 cos2 x︸ ︷︷ ︸
	
��$%���*
�� ���	���

· (− sinx)︸ ︷︷ ︸
	
��$%���* �� ��������

=

= −3 sinx cos2 x.



��� �����	
���� �����	� ��� ��	������ �����		

������ ������ y =
√
tg x.

� � � � � 	 �
 y′ =
1

2
√
tg x︸ ︷︷ ︸

��	������
� ����

· 1

cos2 x︸ ︷︷ ︸
��	������
� ��������

=
1

2 cos2 x
√
tg x

.

������ ������ y = 3
√
arctgx− (arcsinx)3.

� � � � � 	 �
 y′ =
1

3 3
√
arctg2 x

1

1 + x2
− 3(arcsinx)2 · 1√

1− x2
.

������ ������ y = lg sin x.

� � � � � 	 �
 y′ =
1

ln 10 · sin x · cosx.
������ ������ y = arcctg(lnx) + ln(arctg x).

� � � � � 	 �
 y′ = − 1

1 + ln2 x

1

x
+

1

arctgx

1

1 + x2
.

������ ������ y = (e5x − ctg 4x)5.

� � � � � 	 �
 y′ = 5(e5x − ctg 4x)4 ·
(
5e5x +

4

sin2 4x

)
.

������ ������ y = cos e3x.

� � � � � 	 �
 y′ = − sin e3x · e3x · 3 = −3e3x sin e3x.
������ ������ y = arctg

√−x.

� � � � � 	 �
 y′ =
1

1− x
· 1

2
√−x · (−1) = −

1

2(1− x)
√−x.

������ ������ y = ln
(x− 2)5

(x+ 1)3
.

� � � � � 	 �


y′ = (ln
(x− 2)5

(x+ 1)3
)′ = (5 ln(x− 2)− 3 ln(x+ 1))′ =

5

x− 2
− 3

x+ 1
.

������ ������ y = 2arcsin 3x + (1− arccos 3x)2.

� � � � � 	 �
 y′ = (2arcsin 3x + (1− arccos 3x)2)′ =

= 2arcsin 3x ln 2
1√

1− 9x2
· 3 + 2(1− arccos 3x)

1√
1− 9x2

· 3.



��������	�
� ������ ��� ��
���
��� ������� ���

����������	
��� �����

������� �	
���
���� ���
�� �� 
�	������� �����

������ ������ y =
1

x
.

������ ������ y = cosx.

������� �	
���
��� ������ � �
�
��� �
	��� ������
�


�����	���	
�����

������ ������ y = 3
√
x.

������ ������ y = x(1− x2).

������ ������ y = sinx + 3 cosx.

������ ������ y = x arctgx.

������ ������ y =
sin x

log3 x
.

������ ������ y =
x

2 + ex
.

������ ������ y = arcsinx+ arccosx.

������ ������ y = arcctg x+ x lnx− tg x

x
.

������ ������ y = x5 − 4x3 + 2x− 3.

������ ������ y = x2 3
√
x2.

������ ������ y =
2x+ 3

x2 − 5x+ 5
.

������ ������ y =
ax6 + b√
a2 + b2

.

������ ������ y = x ctg x.

������ ������ y =
(1 + x2) arctgx− x

2
.

������ ������ y = x3 lnx− x3

3
.

������ ������ y = (x2 − 2x+ 2)ex.

������ ������ y = ln(ex − 5 sinx− 4 arcsinx).



��� ������ 	
� ��������� ���������� �������

������ ������ y = − 1

20
cos(5x2)− 1

4
cosx2.

������ ������ y = arctg lnx.

������ ������ y = ln arcsinx+
1

2
ln2 x+ arcsin ln x.

������ ��	 
�������� �������� �������

��	
��������
� ���������
�� ���������
� ������� �
�
��
��� �
�
����������� ���������
� ������� �������  ��������
������ ���!�"���� ������������ #�
������ �
�
��!$��� � ����
�
!� � 	�
��� ������� #	�! ��"�� ����� ����%��� ����
!�"���� ������� ����������� � �
�
�
� ������

& '��� !����� �% ���"�� ���	� �
�������� �������%� ����!���
��� � �����������
��( ������� 
 �
��� ���!�"���� �������
����������� � 	������������� � ��������� �
�
�
��

����� �����	
�	����� ���	�������

����$ �
�
 �������
� ������������
� ������ y = f(x)� ����
!�	
�������� �)� �
��� '��	� �%�
"����*

ln y = ln f(x).

+ �����$ ��������������� �	� �� x, ������ ��� y = f(x)*

(ln y)′x = (ln f(x))′x =⇒
1

y
· y′ = (ln f(x))′x, �����


y′ = y(ln f(x))′ = f(x)(lnf(x))′. ,����-

����	�
���� ����� ��������	 
�
����� � ��
�������������
���������� � �����
��� y = f(x) 
������ ����������������	 � ���
��� �����������������	 ��������
� �����������
��� �����������
��������	 � �����������	 ������������ �� ������� ����� ! ��������
����
��" ����������"�

. ����/$( !�	
���������	� �����������
��� �% !�	�� ���
"�� �%����� ����!� ,�0��-� �����
� �
��� )%!
 �
�
 )�� �%���
*

y = xn =⇒ ln y = n ln x =⇒ 1

y
y′ =

n

x
=⇒ y′ = (xn)′ = nxn−1.



������ ��	 
�������� �������� ������� ���

���������	
 ���	�	�������������� ��������

����� u = u(x) � v = v(x) � ��		
�
����
��
 	������ ���

��� 	����� y = u(x)v(x) ������
��� �������
�������
�
����� �� ����

�������� ���
�  ��� ����
�� ����
 � ����!�" ������	��#
�����

��		
�
���������$

y = u(x)v(x) =⇒ ln y = v lnu =⇒
=⇒ 1

y
y′ = v′ lnu+

v

u
u′ =⇒ y′ = (uv)′ = uv

(
v′ lnu+

v

u
u′
)
.

������ %&�%� ����� ����	
���� ������ y = (sinx)cosx.

' 
 ( 
 � � 
$

y′ = (sin xcosx)′ = sinxcosx

(
cos2 x

sin x
− sin x ln sin x

)
.

)�����	��#
���
 ��		
�
��������
 ����
 ��� �� ������������*

����� 	����� �������� � ���
 ������
�
��� � #������� �
�������+

��
�
���+ �����
����

������ %&�,� ����� ����	
���� ������ y =
sinxcos x 3

√
ln x2

2tg x
4
√
arcsinx3

.

' 
 ( 
 � � 
$

ln y = ln
sin xcosx 3

√
ln x2

2tg x
4
√
arcsinx3

= ln sin xcosx+

+ ln
3
√
2 lnx− ln 2tg x − ln

4
√
arcsinx3 =

= cosx ln sinx+
1

3
ln 2 +

1

3
ln ln x− tg x ln 2− 1

4
ln arcsinx3 =⇒

1

y
y′ =

cos2 x

sinx
− sin x ln sinx+

1

3x lnx
− ln 2

cos2 x
− 3x2

4 arcsinx3
√
1− x6

=⇒

y′ =
sin xcosx 3

√
ln x2

2tg x
4
√
arcsinx3

·

·
(
cos2 x

sin x
− sin x ln sin x+

1

3x lnx
− ln 2

cos2 x
− 3x2

4 arcsinx3
√
1− x6

)
.

-�#������ ����������" �������� 	�����* �
����
����
��� ���

#�������* ���������  � ���#��
���� �����

�
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����� ����	
���� �������� 	����� ������������

�����������	
�� ������ ���
��� � ������� ��
��� ������ ����
�����	� ���� � ��
��� �� ��������� ��� ���
��� �����	� ��������
����	
�� �	�� ��� ���������	� ����� �������� t �� ��
����{

y = y(t),

x = x(t).

 ��� 	������ x = x(t) � y = y(t) ���������������� ���
����
�� ��������� t �� 	������������ ������������� !�	"� 	������ ���
�	�� Δx→ 0, �� � Δt→ 0.

��#��

y′x = lim
Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δt→0

Δy/Δt

Δx/Δt
= lim

Δx→0

Δy

Δt

/
lim
Δt→0

Δx

Δt
=

y′t
x′t
.

$�
�� �%������ ���������� ���
���� ������# �����������	
��
���������	� �������#�

y′x =
y′t
x′t

=
y′(t)
x′(t)

. &'(�)*

������ '(��� ����� ����	
���� ������{
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),

������ ������� ��	�
����� ��������� ����� ����

+ � , � � � �� �� ������� &'(�)*�

y′x =
a(1− cos t)′

a(t− sin t)′
=

sin t

1− cos t
=

2 sin
t

2
cos

t

2

2 sin2
t

2

= ctg
t

2
.

����� ����	
���� ���
��� �������

!��������� ������# ���
��� %��� ��� � ��
��� ��
��������� ��� ���
��� ��������	� ������#� �������������#� �	�

�� ��� ���������	� ����-����� F (x, y) = 0. � ������ ����	
����



������ ��	 
�������� �������� ������� ���

������� �	
���	����	
��� ���
� ��	������ �
 x� ������ y ����
���� x� �
����� ������
� �	������� ��� �	
���
��
� y′ = y′x, ��
�
�
	
�
 �� � 
�	�������

������ ����� ����� ����	
���� y′ ������� 	������� ���
��

x sin y − y2 ln x = 0.

 � ! � � � �"

(x sin y − y2 lnx)′x = sin y + x cos y · y′ − 2yy′ lnx− y2

x
= 0.

#� �
������
�
 �	������� ��$
���"

y′ =
y2 − x sin y

x(x cos y − 2y lnx)
.

����� �����	
������ �
�������� �
���������

%�
���	������� �	����������� �	
���
��
� 
��
���� �� �� ��
�
���	�����
� ������� �����
�����&� ���� � ������ �'�

(
����� �� 
��
����� )�
�
 �	������� �������*�
� T � �	��
�
y = f(x) � �
��� M0(x0; y0) +	��� ,-.�

/	������� �01
� �	��
� L� �	
$
��2�� ��	�� �����0 �
���
M0(x0; y0)� � �������� �
)������
� k �
�����
 � ������ '"
y − y0 = k(x − x0). 3�� �������*�
� � �	���� ������ y = f(x)
� �
��� M0(x0; y0), ��� �� �����
���� � ������ �'� ���
�
� �
)��
����� kT = y′(x0) = f ′(x0). 4
��� y−f(x0) = f ′(x0)(x−x0) � �	�������
���
�
� �������*�
� T 1����"

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0). +���'.

5�� �������
� ���� �	���� L1 � L2 ��	���������	��� �
 �$ ���
�
��� �
)������� ������� �

��
!����� k1 · k2 = −1. 4
��� ����
���
�
� �
)������ �
	���� N � �
���M0(x0; y0) � �	���� ����

��� y = f(x) 
1
������* kN � �
 
� 1���� 	���� kN = − 1

kT
= − 1

f ′(x0)
�

����
�����*�
� �	������� �
	���� N � �
��� M0(x0; y0) � �	����
������ y = f(x) �	���� ���"

y = f(x0)− 1

f ′(x0)
(x− x0). +����.



��� �����	 
�� ��������	 ����������� �������

��������� 	����
 ��� θ ����� ����� ������� λ1 � λ2 � 	���
�� ����������� ����� ���� �������� �	 �		 ��� ����� ���� �����
����	��
���� T1 � T2 � ������ λ1 � λ2, ���������� � 	��� ��
����������� M0(x0; y0).

M ( xo ; yo )o

T

T

α α21
O

2

2

1

12

2

x

y

θ

���� ��� ���� ����	 �
	�� ��
���

�������� �	 θ = α2 − α1. �	����

tg θ = tg(α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα2 · tgα1

=
y′2 − y′1

1 + y′1 · y′2

∣∣∣∣
M0

.

������	��
��

θ = arctg
y′2 − y′1

1 + y′1 · y′2

∣∣∣∣
x=x0

. � !�!�

������  !�!� ����� ����	
	�� ����
��	�� � 	������ � �����

���
 y = x2 � ����
 M0(2; 4).

" � # � � � �$ x0 = 2, y0 = f(x0) = 4. % � !�&� � � !�'� �����
��������� ����( ����	��
�( T $

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) =⇒ y = 4x− 4

� ������ N $

y = f(x0)− 1

f ′(x0)
(x− x0) =⇒ y = −x

4
+

9

2
.

������  !�)� ����� ���� θ� ��� ������� �
�

����� ��������

λ1 : y = (x− 2)2 � λ2 : y = −4 + 6x− x2.





��� �����	
���� �����	� ��� ��	������ �����		 ��������	��

� � � � � � �� ��	� s =
√
t, 
� �����
� v =

ds

dt
=

1

2
√
t
� ��
��

������ ��������
��� �
� �������
� �
� �������� �����	�����

������ ����� ����������	 
�������� ������� ���������� �

������
�� ��
���� �� ����� ��������� ��������

Q = a(1 + be−kt). �������	 �
�����	 ��
����

� � � � � � �� �����
� ��� ��
dQ

dt
= −abke−kt. !���� �
�

�����
� �"���
� ���� Q� #�$�
��
�	���� �� %���	" Q = a(1 +

+be−kt) ����� abe−kt = Q− a. �	�����
�	����
dQ

dt
= k(a−Q).

��������	�
� ������ ��� ��
���
��� �������
���
�
�������

����� ��� &���� �� 	�'��%�������� ��%%��� �������� (��

'����	��� � 	�� �� ��� �
�
 &���  �	����)���� &�����
� &�

��*������� &�������"* &�����
�	���+�
�&���"* %��� �$� � 
����

%��� �$� ������,�* ���
�
���� )�	���� ���	� �������
�	�$�

������ ����� y = (sinx)arctg x.

� � � � � � �� ln y = ln(sinx)arctg x =⇒ ln y = arctg x · ln sin x.
#�%%��� ���� �)� ���
� &��	����'� �����
���
1

y
· y′ = ln sinx

1 + x2
+ arctg x · ctg x.

-
�.��� ������� �)� ���
� &��	����'� �����
�� �� y = (sin x)arctgx,
��$����

y′ = (sinx)arctgx
(
ln sin x

1 + x2
+ arctgx · ctg x

)
.

������ ���/� y =
x2(x− 1)3

√
2x+ 3

(3x− 4)2 4
√
3x+ 2

.

� � � � � � ��

ln y = 2 lnx + 3 ln(x− 1) +
1

2
ln(2x+ 3)− 2 ln(3x− 4)− 1

4
ln(3x+ 2)⇒

(ln y)′x =
1

y
y′ =

2

x
+

3

x− 1
+

2

2(2x+ 3)
− 2 · 3

3x− 4
− 3

4(3x+ 2)
⇒

y′ =
x2(x− 1)3

√
2x+ 3

(3x− 4)2 4
√
3x+ 2

(
2

x
+

3

x− 1
+

1

2x+ 3
− 6

3x− 4
− 3

4(3x+ 2)

)
.



��������	�
� ������ ��� ��
���
��� ������� ���
�
������� ���

� ������ ���	
��
 ��� ���������������� ������� ��������
�����	 ������ ������

������ ����� y2 cosx = a2 sin 3x.

� � � � � � � !������������
 	"� #���� �#���� y �������$ x 

2y · y′ cosx− y2 sin x = 3a2 cos 3x⇒ y′ =
3a2 cos 3x+ y2 sin x

2y cosx
.

������ ���%� x3 + y3 − 3axy = 0.

� � � � � � � !������������
 	"� #���� �#���� y �������$ x 

3x2 + 3y2y′ − 3a(y + xy′) = 0⇒ y′ =
x2 − ay

ax− y2
.

&�$��
 ��	���	���� ������� ������	$ ����
����#�����

������ ����� {
x = cos2 t,

y = sin2 t.

� � � � � � � '	(����
�� �	�
�(	$ ����)� 

y′x =
(sin2 t)′t
(cos2 t)′t

= −1.

� ������ ����
 ����	(��	 ����# �� *�	
����#����� � ����#�����
���(	+���� ��	���	��	$�

������ ���,� ��������� 	
������ ����������� � ��
���� �

�
���� f(x) = y = x3 − 2x2 + 3 � ����� � ��������� x0 = 1.

� � � � � � � - �	#�� x0 = 1 ��.	��
 ���#���� ������� � �/
��	���	��	$ 

f(x0) = y0 = f(1) = 2,
f ′(x) = 3x2 − 4x, y′(x0) = y′0 = f ′(1) = −1.





��������	�
� ������ ��� ��
���
��� ������� ���
�
������� ���

������ ����� ��� ����� 	��
��� �� �	��� ����� s �� �����
��� s1 = 100+5t � s2 = t2/2. � ����� ��������� ��� ��	�� �	�����
� 	��� �� 	���� � ������ �������� ����������� ������� � ����
� �����	� � ����� 

� � � � � 	 �
 � ����� ������	


s1 = s2 ⇒ 100 + 5t = t2/2⇒ t2 − 10t− 200 = 0.

��������� �������	� 	���� �	� ���	������� ����� t = 20. ���
 �	� �����	 ���� � ����� ������	


v1(t) =
ds1
dt

= 5 �!�, v2(t) =
ds2
dt

= t⇒ v2(20) = 20 �!�.

"����������# ������ ��� ����	$ v2 − v1 = 15 �!�.

������ ����%� !��������� "������������ #� ������$%& ��������
�'�� ����� �����	���& ����	����� ������� Q = 2t2+3t+1. (��	���
���� ���� � ���)� * �����	� 

� � � � � 	 �
 "	�� ��� J =
dQ

dt
= 4t + 3. &�	 t = 3 J = 15

��!�'��(�

����������	
��� �����

������ ������ (���� �������	��� +���)��, y = xsinx.

������ ����)� (���� �������	��� +���)��, y =
x3 · sin x

ln x · arctgx.

������ ����*� (��	��� y′x �� �������� x3 + ln y − x2ey = 0.

������ ����+� (��	��� y′x �� �������� x2 + y2 = 1.

������ ������ (��	��� y′x +���)��⎧⎪⎨⎪⎩
x =

3at

1 + t3
,

y =
3at2

1 + t3
.

������ ����,� ��������� �������� ����������� T � �������
N � ������ x2 + 2xy2 + 3y4 = 6 � ����� M(1;−1).

������ ����-� - ����� ����� ���������� � ������ y =
x3

3
−x2

2
−

− 4x ����� ������� ��"++�)����& ������ .�



��� ������ 	
� ���������� ������

������ ������ ������� �	
� ���� ������� y = x2 � x+ y = 2
� ������ �� ������������

������ ������ ����� ������� �� ������ ���� ��� �� �������

���� s �� ����
���	� ������ ����� t � ����� s =
1

4
t4 − 4t3 + 16t2,

������
���� � ����� ����� t = t0 ����� � � ��� ������� ����� ���
��
���� ����� � ��� ����� t = tk �� �������� ����� ��
!"

������ ������ ��
� ������ #	 ������� �����
������ �� ������
s = 1+t+t2, 	�� s $ ���������� ���� � ��� t $ ����� � �� ������
���
�����������! %���	�! mv2/2 ��
� ����� & � ���
� ����
� ��������

������ ��	 
���������� ������

�	

����	�� 
���		� �������	����	� ����� 	 ��������
�	

����	���� ����	������ 
���� ����� � �	

����	!
���� "�	��#�	� �	

����	��� � ��	$�	#%�� ���	���	!
&�� "������� �	

����	����	�

����� �������	
��� �	�
��

"���� 
���	& y = f(x) �	

����	����� � �������� 	�������
(a; b)' ���� 	���� � ��#��� ����� (�� � 	������� ���	)����*

f ′(x) = lim
Δx→0

Δy

Δx
.

+� �� � �����		 ������� � ��&)	 ��#�� 
���	��' �% ��������
	 $������� ����� 
���	��

Δy

Δx
= f ′(x) + α(Δx),

 �� α(Δx) , $������� ����& ���	�	� ��	 Δx→ 0. "�(���� ��	��!
-�	� 
���		

Δy = f ′(x)Δx+ α(Δx)Δx .�/��0

��#�� $��� ����������� � �	�� ����� ���1 ��� ����1' ������ 	)
������1 �������	����� ��	��-�	* �� ����� Δx � ��(

	�	�!
��� �������	�������	' ����� f ′(x) 	 )��	�&-	�' ������������'
�� x' � ������ &��&���& $������� ����� $���� ������ � ���&���' ���
Δx.





��� ������ 	
� ���������� ������

��� ��� �� ���	
��
� ����
�� �	
��
�� ���

Δx = dx, ������

�� �����	� �	� ����
�
����	� ������� ���������� ��� 

dy = y′ · dx = f ′(x)dx. ����!�

" ������������# ����
 x0 ����
�
����	 ������� y = f(x) ��$
�
� 

dy = f ′(x0)dx. ������

����������� ���%	 �����������	 �
����� y = f(x) � ���� x
����� ������������ ����������� �� �����������	 ����������� �����

�������


����� ���&	 ���� �����������	 �
����� y =
√
sin x ��� x =

π

4
�

' 
 ( 
 � � 
 

dy = d
√
sinx = (

√
sin x)′dx =

cosx

2
√
sin x

· dx.

)�� x = π/4 ����
�
����	 dy =
1

2 4
√
2
dx.

*� �����	� ����!� �	
��
�� ���

y′ =
dy

dx
, ����+�

��
� ��� ����������� ������� y = f(x) � ����
 x ����� ����(
���
����
�
����	� ������� � ,��# ����
 � ����
�
����	� �
������$
��# �
�
�
���#� )����� ����- �����	� ����+� �� ��
	� ���

 ���
�����	��
���
 �.�����
��
 ����������#�

����� �����	
������ ��� �����
�������

)���- x / �.������ ����� M �� �����
 �
������# ������� y = f(x)
����� �0��� 1���� x �����2
��
 Δx. ����
 � �.������# x + Δx ����$
�
�����
� ����� N � )���
�
� �
�
� ����� M �����
	-��� MP. 3�
$
������ ��� Δx = dx = MK� Δy = NK, y′ = tg∠PMK. ���� ��
��
��	-���� MPK ��

� 

MK · tg∠PMK = y′dx = PK = dy.



������ ��	 
���������� ������ ���

����������� ����	 �����������	 �
����� � ����� ����� ���

��� ���������� ������� ������	���� � ������
 �
������ ������

����� � ����� ����� ��� ������� �� ����� � ��������� x � �����

� ��������� x +Δx.

x+Δx x

P
M K

N

MK=
PK=dy
NK=

Δ

Δ

O x

x

y

y

���� ���� ����������	
�� 	��	 ������������

����� ����	
�� �����������

����	
�� ����������� ��
����
 � ��� ����������  	���	
�

�����������

1.dC = 0;

2.d(u+ v) = du+ dv;

3.d(uv) = v · du+ u · dv;

4.d(cu) = cdu;

5.d
(u
v

)
=

v · du− u · dv
v2

.

�����������
	�� �
� u  v � ��������� �!�� � ��� x�
"���#�!� ����!��� � 	���	
���

d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = v · u′dx+ u · v′dx = v · du+ u · dv.

����� �������
��	
� ����� ������� �����������


����� ���$	 ����
	� 	 ����������	� dy = y′dx ������ ��

�� ��� � �	
���� ���� x  �	 ��� ��!�������� ����������� ��� � �

�	
���� ���� x !������ ��� �� ���� ����������� ��������� u"



��� �����	 
�� ���������� ������

���������	
���� 
�� x � ������
���� ����������� ��

dy = y′dx. ������

��
�	 �����	 �����
� 
������ �������

y = y(x), x = x(u). ���� �

! "����������� �����

dy = y′u · du = y′x · (x′u · du) = y′x · dx. �����#�

$����
��� 
�����%���& (16.8) � (16.10) � "����'���� ��������
(�� 
��&
��� "������������ ���'����
� �����������
�	) �����*

�����
�	)��

����� ������	� 
���		 ��� ���� �	

����	���

+� �
������� 
��&
��� �����������
�� ����' �����,� "�������*
����� �,� �'-�
����� "�� 
�����& ������� y = f(u(v(x))) 
��"��
�
� 
��"�).�& ��
��"������	��
�� "�&
���&/

dy = f ′(u)du = f ′(u)u′(v)dv = f ′(u)u′(v)v′(x)dx. �������

������ ���0� ����� �����	�
���� ��
���� ex
2
� arcsin2 x3 �

sin x

x
.

$ � % � � � �/ dex
2
= ex

2
dx2 = ex

2
2xdx = 2xex

2
dx�

d arcsin2 x3 = 2 arcsinx3d arcsinx3 = 2 arcsinx3 dx√
1− x6

dx3 =

=
2 arcsinx3

√
1− x6

3x2dx =
6x2 arcsinx3

√
1− x6

dx�

d

(
sin x

x

)
=

(
sin x

x

)′
dx =

x cosx− sin x

x2
dx�

1�� ��� �������"��� �)2�& 3����������& ������� �
�	 3�����*
������ �������� ��"�2�'� ��� ��� � ������� ���0� �2����� �'-�
��*
��
� � �! "������������


�� � ������� ���0 
-����	 ��"���'� �'������� 
������ �� ����

����	
 ���������� � ������ ���������������� ��	���
 �����

�����	 ��������� ������� �� ���� ��������������

������ ����� ������� ��	 
��� 	���������� ������� 2xex
2
�

6x2 arcsinx3

√
1− x6

�
x cosx− sinx

x2
�



������ ��	 
���������� ������ ���

� � � � � � �� 2xex
2
dx = ex

2
2x dx = ex

2
dex2 = dex

2
�

6x2 arcsinx3

√
1− x6

dx =
2 arcsinx3

√
1− x6

3x2 dx = 2 arcsinx3 dx3

√
1− x6

=

= 2 arcsinx3d arcsinx3 = d arcsin2 x3 =
x cosx− sinx

x2
dx =

=

(
sin x

x

)′
dx = d

(
sin x

x

)
�
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�� ���� ������������ ����� ����� �����
��� ��� 
�� �������� ������������� ����������� � ������ ����� ��� 
�� ������ ��!���!� ��� "�� �
����� ��!���� ������� ��������� 
�������� ��� ���� #��� � ��$������� �����!�� ��� �%��� ��
���&����
������ !���� �&�� ������� 
�� ���� ������������� ������ �� 
$��� !����� ������� ����� ������ �� ��$������� � �����������%$��
������ 
�� �����! ������������ !���� �&�� �� "��!���������

������ '(�(� ����� �� ���	
� ��� ��� ������������� �����

���� ex
2
�

sinx

x
�

� � � � � � �� )����� ex
2

* ��
���&��� 
�� x ∈ (−∞; +∞)� �

������
sin x

x
��
���&��� 
�� x ∈ (−∞; 0)∪ (0; +∞) �� ����������� 

��� � �����������%$�# ���������# ��
���&������ ������ F (x) �

Φ(x)� ��� �����&# dF (x) = ex
2
dx ��� dΦ(x) =

sin x

x
dx ��$�����%�� ��

����%���� ������� "��!������&!�� � ����# ������# 
����� ��������

��� ������ ex
2

�
sinx

x
+�� �������� 
�� ���� ������������,� ��

��!���� 
�� "��!� ��� +��������, �� !���� �&�� ������� � "��!�� 
����&# ������#�

����� �����	
��
 ��
�
������ � ������	
����

������
����

-� �
��������� 
����$���� � ������������ ������ ��������
��� ��� ������%��� ���� �� ����� �� ��������� ����%$�%�� ����� 
����� !���� ����� �&������ 
������� ��! Δx.

.�"��!� 
�� !��&# Δx �!��� !���� 
������/���� ���!���

Δy ≈ dy. 0'(�'12

3 �� ��������� ���!��& 0'(�42 !���� ��
������

f(x+Δx) ≈ dy + f(x) ≈ f(x) + y′dx. 0'(�'52



��� �����	 
�� ����������� �������

������� �	
�	� ����� ����������� � ������������ ����������
�� ��������  ���!�� � �����"# ������" � ���# � ������" ��� ���
���������

������ 	
�$� ��������� 	�
����� ������� ����� sin 29◦.

% � & � � � �' (�)�� ������������� sin 29◦ ��� ������� ��������
 ���!�� y = f(x) = sinx. *� ��������� �������� ��+������# ��� �����
��� ��������  ���!�� �������� ��� �����! � �������������# ������
x = 30◦ = π/6. *� �������� x +Δx ������ 29◦, ���������� � ��)���
��"� ,��)���������#

x+Δx =
29π

180
⇒ Δx = − π

180
≈ −0, 01745.

������� �	
�	� � ��&�� ������ ������ ��)'

sin(x+Δx) ≈ sin x+ (sinx)′Δx, ��� sin(x+Δx) ≈ sin x+Δx cosx.

-�)������� �.)� ��������� �������� x = π/6 = 0, 52359#
Δx = −0, 01745# �������

sin 29◦ ≈ sin 30◦ − cos 30◦ · 0, 01745 ≈ 0, 4849.

������ 	
�/� ��������� 	�
����� ������� ����� 3
√
8, 05.

% � & � � � �' (�)�� ������� 3
√
8, 05 ��� ������� ��������  ���!��

y = 3
√
x ��� x+Δx = 8, 05. 0�+)� x = 8, Δx = 0, 05.

������� �	
�	� � 1��� ������� ������ ��)'

3
√
x+Δx ≈ 3

√
x + ( 3

√
x)′ ·Δx, ��� 3

√
x+Δx ≈ 3

√
x+

1

3
3
√
x2
·Δx.

-�)������ �.)� ��������� �������� x � Δx, ����# ��� 3
√
8 = 2,

�������

3
√
8, 05 ≈ 2 +

0, 05

3 · 4 ≈ 2, 0041.

����� �����	
�� ����	�
�	���
�

-������)��� ��������� )�  ����!�������  ���!�� y = f(x) �
��2�� ������ ����� ����� ���� )�  ����!�������  ���!����



������ ��	 
���������� ������ ���

����������� ����	 ���������	
 �� ���������� �	���	���
 ����
�� ���������� ����������� ������� ���
��	� � �����	�	���
 y′′

��� f ′′(x)�
f ′′(x) = (f ′(x))′. �������


����� ����	 �	�� ������ ����������� ������� y = x5�

� 	 
 	 � � 	 y′ = (x5)′ = 5x4, y′′ = (5x4)′ = 20x3.

����������� ����	 N� ���������� ����������� n��� ���
��	�
�	���	���
 ���������	
 �� ���������� ���
��	 n− 1.

y(n) = f (n)(x) = (f (n−1)(x))′. �������


����� �����	 �	�� n�� ����������� ������� y = sinx�

� 	 
 	 � � 	
y′ = cosx, y′′ = − sinx, y(3) = − cosx, . . . , y(n) = sin

(
x+

πn

2

)
.

����������	 ������� ��
	 �	����� ���������� ������������
���
	�� ��������  �������� !����������� �	����� �������" �#�
!�	���� �����������" �#��� !�	����� �������" � !�	����" �$�%��
��&�������' %�� �� � �	#�#� ���		�

����������� ����	  ����! ����������	��! �����������	��!
������� ���
��	� �	���	���
 ����������	� �� ����������	�	 �����
����

d2y = d2f(x) = d(dy) = d(y′dx) = (y′dx)′dx = y′′dxdx = y′′dx2.

��� ��%��#	��� ����������( (y′dx)′ ���� ������)' %�� dx �� x �	
�������� ������	�	��	 dx �� dx ������� �$����%��) dx2.

����������� ���*	 n�! ����������	��! �����������	��! n���
���
��	� �	���	���
 ����������	� ����������	�	 ���
��	 n− 1.

dny = dnf(x) = d(dn−1y) = y(n)dxn. �������


����� �����	 �	�� ��� �����" ����������	�	 �������
y = sin 3x�

� 	 
 	 � � 	

dy = y′ · dx = 3 cos 3x · dx,
d2y = y′′ · dx2 = −9 sin 3x · dx2,

d3y = y(3) · dx3 = −27 cos 3x · dx3.







��� ������	
���
 �����
 ��� ����
�
����� �������

� � � � � � �� ��	�
 ��
�������� tg 46◦ ��� ������ ��������
������� y = f(x) = tg x. �� ��������� �������� ����
����� ��� �����
��
 �������� ������� ������� ��� ������ � �������������� ���
�

x = 45◦ = π/4. �� �������� x+Δx ���
�
 46◦. ���	����������

x+Δx =
46π

180
⇒ Δx =

π

180
≈ 0, 01745.

 ��
��� !"#$"%& � ����
 ����� ���
�� ��	�

tg(x+Δx) ≈ tg x + (tg x)′Δx, ��� tg(x+Δx) ≈ tg x+
Δx

cos2 x
.

'�	������ (	� ������)� �������� x = π/4 = 0, 78538� Δx =
= 0, 01745� ������


tg 46◦ ≈ tg 45◦ +
0, 01745

cos2 45◦
≈ 1 + 2 · 0, 01745 ≈ 1, 0349.

�������� tg 46◦  �������( 	� ���)�*+ ������ "�,%--$

������ "#$""� ��������� 	�
����� ������� ����� 3
√
70.

� � � � � � �� ��	�
 ������ 3
√
70 ��� ������ �������� �������

y = 3
√
x ��� x+Δx = 70. .��	� x = 64, Δx = 6.

 ��
��� !"#$"%& � /��
 ���
��� ���
�� ��	�

3
√
x+Δx ≈ 3

√
x + ( 3

√
x)′ ·Δx, ��� 3

√
x +Δx ≈ 3

√
x+

1

3
3
√
x2
·Δx.

'�	����� (	� ������)� �������� x � Δx, ����� ��� 3
√
64 = 4,

������

3
√
70 ≈ 4 +

6

3 · 16 = 4, 125.

0�
���
� ��� 3
√
70  �������( 	� 10−3 ����� 1�"2"$

����������	
��� �����

3�4	��� 	�����������) ������4�

������ "#$"2� y = x2
√
x.

������ "#$"%� y = x arctgx.

������ "#$"1� y =
sinx

x
.

������ "#$"-� ������ 	������ ctg x ln sin x ��� ���� ��		�
���
������



������ ��	 
����� � �������� ���

������ ������ ������� ��	
�� 
	���	���� �������
y = (1 + x2) arctgx.

������ ������ ������� n��� 
	���	���� ������� y =
1

1 + x
.

������ ������ ��	�����	
��� �� ������� y =
x2ex

2
�		��	���

��� y′′ − 2y′ + y = ex?

������ ������ y = x2e−x, ����� d3y.

������ ������ y =
x4

2− x
, ����� d4y.

	
������ ������������ ������� ���������� �������� �����!

������ ������ ln 1, 02.

������ ������
5
√
35.

������ ����"� arctg 1, 05.

������ ��	 
����� � ��������

#�$����
� ������
 � �������� ��%��
& �%�$ ��& ' (�����

)����� *�+������ ,�-�� *�������� .����
 ��$�
��� ������/

���������0  �����12 ���3��� *��������

4�����
� $����
� �
 �������� 3 5��0 ��$ ��� �3��2�� �%�/

�������� ��� ���������� �������� ���1��+� �������� $ ���/

��3���2 �%�$ �0 � ��������2 +����$�3�

����� ������	 
���	

������	 ����� ���	
��� ��
���� ����� ������� y = f(x)

• 	
������� � ����
���� (a; b)�
• 
������� � ���	�	
	� �	 �� ξ ∈ (a; b) !�	"	 ����
����
���#	����� ��� ���������� ��� ����$

% ���	� ��� ��& ���� � �	 �� ξ ��'������� 
	���	����& �	 	��

���� ����$

���������	
�	�	

� � ����������� ����������



��� �����	 
�� ������ � ������	�

���������	
���� � ����������� ������������

f ′(ξ) = lim
Δx→0

f(ξ +Δx)− f(ξ)

Δx
. ������

������ ��� �����������
��� ��� f(ξ) = M  ���!��	"�� �����#
��� $%��&�� � ��������� (a; b)�

�'���% ��� ��!�� ����� Δx�

f(ξ) � f(ξ +Δx)

� �(������� � ��
������ ������ �����������	��� )���������	���

�
�� Δx > 0, ��
f(ξ +Δx)− f(ξ)

Δx
� 0⇒ f ′(ξ) � 0; ����*�

�
�� Δx < 0, ��
f(ξ +Δx)− f(ξ)

Δx
� 0⇒ f ′(ξ) � 0. ����+�

,�� ��� ����������� � ����� ξ 
%-�
��%��� ��� �� ������ ����
��	
�� �����Δx.���������� !%��� %�����������	 %
������ (17.2) � (17.3)
���	�� � 
�%��� f ′(ξ) = 0. ,������ ���������

����� �����	
 ����

������� ���*� �������� ��	
� ������ y = f(x) :

• ���������� �� �
���� [a; b]�
• ��������������� � ��
������ (a; b)�
• ��������
 �� ����� �
���� ��������� ������ ����� 
���
f(a) = f(b) = 0.

 
��� 	����� � ��
������ (a; b) ��!��
	� ��
� "� ���� 
��#
� ξ� � �
���! ����������� ������ ����� ����� 
��� f ′(ξ) = 0.

���������	
���
,�� ��� $%��&�� ������(��� �� �������� �� ��� ��
��.��� �� ���


���.� ���!��	"�.� � ������	"�.� �������� M � m 
������
�������
/
�� M = m, �� $%��&�� �� ������� ��
������ � �� �����������

����� �%�� � ��!�� ����� ��������
%
�	 �����	 M 
= m. ,�.�� ���� �� '��0 ��
��� ��������� M � ��

����� �%��� ,�.�� '�� �������� ���������
� � �����#�� ��%�������
����� ξ, ��� ��� �� ���&�0 ������� $%��&�� ����� �%��� 1� �
�������
������( 2���� f ′(ξ) = 0. ,������ ���������

����������	
������ � ����������� ����������



������ ��	 
����� � �������� ���

����������	 
 ���� ξ ����������� ��� OX� ���
����� �������
����
����
� � ��� f(a) = f(b) 
= 0.

����� �����	
 �
��
�


������� ����� ���������� 	
�� �
����� y = f(x) :

• ���������� �� ������� [a; b]�
• �����������
��� � ��������� (a; b)�

����� ��
��� ����� ������� �� ����� !��� "� ���� ��#�� ξ$ �
������ ����������� ���������

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a). ������

�����������
�� ���� �� !��
����� "���# AB ����� �$%��

yx − f(a)

x− a
=

f(b)− f(a)

b− a
, ��!�� : yx = f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

&������� ��'�! y = f(x) � yx �(������� F (x)�

F (x) = y − yx = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a). ����)�

*�+� ���
������ ��� ���!�����	 ,!�-�	 F (x) !��
���
��	�� ��
������ [a; b] 
��� !���
�	� ������# &���	�
��.��
������� F (x) :

• ������#
�� �� ������ [a; b]/
• ��,,����-��!��� 
 �����
��� (a; b)� 01 �����
����	

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
����2�

�!3���
!�� 
 �����
��� (a; b), �� � 
 �1� �!3���
!�� f ′(x)/
• F (a) = F (b) = 0�

4�5���! �� ����
���� ������# &���	 
�!��� ������ [a; b] ��.���6
�	 "��	 (# ���� ���� ξ� 
 �����. F ′(ξ) = 0. 7� ����
���� ��
����
�
����2� ��"����

F ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
= 0, ������

��!�� � ����!�� ��
����
� ������� 8������ ��������

��� �������	
���
�
�� � ����������� ��������� � ��������
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�� ������ � ������	�

a bc

A

B

D

y

x0

���� ���� ����������	
�� 	��	 ������� ��������

�� ������	�� 
���� ��	����	 ���	�������

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

����

����� ��� ���	� ����� �������� ������ ���	� ����	�����! � ���"
���� y = f(x) � 	���� c #����� $ �������� ������ ���	� ����%�!
AB

#��	��� �����	�������! ����� 	������ ������&� ���'�(%�!

��� �)*�+ � ��	������ (a; b) ��!'�	�� ,�	� -� �'�� 	����. � ��	���!
����	������ /���������� ,��'�. ���'���(%�! ��� � '���

��������� ���� �� ������	 
���� ������� ��� ���� ��������
������	 �������� ��� ���	������ ����� ������� � ����!�	"
#���������" � ����� $	�% �������������� ���&

'��������� ��������(������ ����(�� �� ������� [a; b] �����
����� )���� �������* ��������� �� ���!���� #��������� �� )�� 
����(�� � �������� ��������� ��!�� )���� ������� + �������
��� �������������� ���	������ ������� �������� ��� ������� 
����!�	" #�������� 

����� �����	
 ���

	�
���� ���� ,��� ����(�� f(x) � ϕ(x) �����������-� �� [a; b]
�������� ������	 ��������* #��!�� ϕ′(x) 
= 0* �� � ���������
(a; b) �� ����� ����� ��!�� ξ* � ������ 

f ′(ξ)
ϕ′(ξ)

=
f(b)− f(a)

ϕ(b)− ϕ(a)
. 
��0�



������ ��	 
����� � �������� ���

���������	
��� ��� ������� ��������
� ���������� ���������	�

��� ������� �������� 
 �����	� �
���������	�� �������

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

ϕ(b)− ϕ(a)
· (ϕ(x)− ϕ(a)).

 � ��� ��������	 �� !����"

����� �����	
 ���
���� �����
��

#�����
��� 
 �������� ���������� ��������� ��� ���
�� �����

������� ��
������ ���������$���
�� ����
0

0
�
∞
∞ .

������� %&"'� ��������	 �
 ���	 f(x) � ϕ(x)��������� ����
������������� � ��������� ��������� ����� x0� �� �����������
���	 �� ��� ���� !��� �����" ���	 ��� x→ x0 ��� ������� ���
���������� ����#�# � ���� ��� � �����������" $�%�� ������ �&
����'���# ��� x → x0 ����� ������� ����'���# �& ����������&�
��� �������� �(������" )���������	���

lim
x→x0

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→x0

f ′(x)
ϕ′(x)

. (%&"%)*

���������	
��� ��� ������� ��������
� �� �
������� �������
+�,�" - ��,� ������ �� ��� ���
���"

����� ���	��� �
 �
�������� �������

���������������� ��

0

0

��	��� %&"%� *���� ������

lim
x→0

sin 3x

x
.

. � , � � � �/

lim
x→0

sin 3x

x
= lim

x→0

(sin 3x)′

x′
= lim

x→0

3 cos 3x

1
= 3.

��� ������	
��������� � ����������� ����������



��� �����	 
�� ������ � ������	�

������ ����� ����� ���	�


lim
x→0

1− cosx

x2
.

� � � � � 	 �


lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

(1− cosx)′

(x2)′
= lim

x→0

sinx

2x
.

��� �� ������� ��� 	 ������ � ��	���� ����� ����� ���	 �

������� ������ � ������  ���!������� �������� �� ��	���	�

����	�� "��	��� ��# �� 


lim
x→0

sin x

2x
= lim

x→0

(sinx)′

(2x)′
= lim

x→0

cosx

2
=

1

2
lim
x→0

cosx =
1

2
.

�������������	
� ���
∞
∞

� ��������	 
��	��� 
����� ��
���� 
��	������� �������

������ ����� ����� ���	�


lim
x→+∞

x3

ex
.

� � � � � � ��

lim
x→+∞

x3

ex
= lim

x→+∞
3x2

ex
= lim

x→+∞
6x

ex
= lim

x→+∞
6

ex
= 0.

����� ��� 
����� � �� ������� !� ����� ���� !� ���
��" 	��#
$����� !�� �� ��  �����

���	
���� ����� ����
�� 
��� ������� ��� x → +∞ ����

��� ��	
����� �������
��� ��������

% &���' ( � ��� !�� ��������� ���� )�� *�� ��+

������ ���,� ����� ���	�


lim
x→+∞

x+ sinx

x
.

� � � � � � ��

lim
x→+∞

x+ sinx

x
= lim

x→+∞
(x+ sin x)′

x′
= lim

x→+∞
1 + cosx

1
.



������ ��	 
����� � �������� ���

��� ������� ��	
	 ������ ������ ��������� �����	 �	������

�	��	���� ������ 	��	����� ��	���	���� �� ����������� �� �� ��

����������

lim
x→+∞

cosx.

�� �� �	
� ���� ��	� �������  ������ !�������� � �����"

���� � x� ������ !�	 	� ���� �����#�$
�������������	
� ��� +∞−∞
%�	� ���!� �	��� �	����������� ���	&��	���� ��	����� � ��"

��	������� ���� ��	������'��	����
0

0
���

∞
∞ .

������ ()$*� �����

lim

x→
π

2
−0

(
1

cosx
− tg x

)
.

 � � � � � �+ ,� �� 	& ��
���� ��� x → π

2
��	
���!���	

�	����-�� �	 ��	 . ��	���������	��� ��� +∞−∞.
/��	���� �����-��� �	����������� ���	&��	����+

1

cosx
− tg x =

1

cosx
− sin x

cosx
=

1− sinx

cosx
.

��� x→ π

2
!�������� � ��������� �	������� ��	&� ��������� �

���-$ 0���	������	� 	� ��	������'��	��� ��� +∞−∞ �� ������

� ��	������'��	��� ���
0

0
. ��������� �����	 �	�����+

lim

x→
π

2

1− sinx

cosx
= lim

x→
π

2

− cosx

− sinx
= 0.

�������������	
� ��� 0 ·+∞
%�	� ���!� ���� �	��� �	����������� ���	&��	���� ��	�����

� ����	������� ���� ��	������'��	����
0

0
���

∞
∞ .

������ ()$1� ����� ���	�


lim
x→+0

x lnx.



��� �����	 
�� ������ � ������	�

� � � � � � ��

lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1

x

= lim
x→+0

1

x

− 1

x2

= − lim
x→+0

x = 0.

��� �	
������ �������
 ���������������� ����
���� ���
�	�� ����� ���	����	 ��
����� ���	���� �! �	� ���! �������� 
� "		����� ������#

�������������	
� ��� 1+∞

������ $%#%� ����� ���	�


lim
x→0

(1 + axm)b/x
n

, m > 0, n > 0.

� � � � � � ��

y = (1 + axm)b/x
n ⇒ ln y =

b ln(1 + axm)

xn
.

& �������� ���	����� '�������� � "�	���	���� �����������

����� �� � ���� ��� x → 0# ����'��	�� ��������������� ��	
0

0
.

��(����

lim
x→0

ln y = lim
x→0

(b ln(1 + axm))′

(xn)′
= lim

x→0

abmxm−1

(1 + axm)nxn−1 =
abm

n
lim
x→0

xm−n =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, m > n,

ab, m = n,

+∞, m < n, ab > 0,

−∞, m < n, ab < 0.

)���	 *��# +#,-

lim
x→0

(1 + axm)b/x
n

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
e0 = 1, m > n,

eab, m = n,

e+∞ = +∞, m < n, ab > 0,

e−∞ = 0, m < n, ab < 0.

*$%#$$-

& '	�������! ��� a = b = 1 � m = n �� ����'	�� ������ "	��'	�
������� �����

lim
x→0

(1 + x)1/x = e. *$%#$.-



������ ��	 
����� � �������� ���

�������������	
� ��� 00

������ ����� ����� ���	�


lim
x→+0

xx.

� � � � � 	 �
 ������	� y = xx. ����	�� ��� �������	�

ln y = lnxx = x lnx. �� ��	���� ���� � �!"��# �� �� 	�	�� ln y ����$

�	��� % �" &# � �!���� '�#

lim
x→+0

y = lim
x→+0

xx = 1.

�������������	
� ��� +∞0

������ ���(� ����� ���	�


lim
x→π/2−0

(tg x)cosx.

� � � � � 	 �
 ������	� y = (tg x)cosx.����	�� ��� �������	�

ln y = cosx ln tg x =
ln sin x− ln cosx

1
cos x

. � �	� 	�� ' ln sin x− ln cosx# 	

��������� '
1

cosx
��������� % ���%������	 ��	 x→ π/2− 0.

)�	������ ����	  ��	�� �


lim
x→π/2−0

(ln sin x− ln cosx)′(
1

cosx

)′ = lim
x→π/2−0

(
cosx

sinx
+

sin x

cosx

)
· cos

2 x

sin x
= 0.

*�% %�% ln y �����	��� % �" &# �

lim
x→π/2−0

y = lim
x→π/2−0

(tg x)cosx = 1.

����	�
�� ���+� ��
� ϕ(x)→ 0, � ψ(x)→ +∞ ��� x→ x0 ��

lim
x→x0

ϕ(x)ψ(x) = 0

� �
�	�����
��� 0+∞ �� ��
����� ������	�
���������

,�-���	�� '�# � ��� � "���

ln y = ψ(x) lnϕ(x)→ −∞, � y → 0.



��� ������	
���
 �����
 ��� �
��
�� � ��������

��������	�
� ������ ��� ��
���� 
 �������

������ ����� ��������� �	�
��������� ������� ����� ��� �����

� y = f(x) = x3 + 4x2 − 7x− 10 �
 ������� [−1; 2]�
� � � � � � �	

• 
����� �������� ����������� � ���������� �� ����� ����
������� � ��� ����� � �� [−1; 2]�

•  �������� !�""��������� �� ����� ����������
• #�$�!�� %������� "����� �� ����$ ����%��	 f(−1) = 0�
f(2) = 0�

&�� ������� ������� ����� ��������� ' ������� ������!���� !��
!����( "������

������ ���)� ���
���� ��� ��
����� x3−3x+c = 0 �� �����

���� ��
 �
������ ����� �
 ������� [0; 1].

� � � � � � �	 
����� y = x3 − 3x + c �������� �����������
� �� ����%�� [0; 1] �!����������� �������� ������� *�������� +��!�
�������� ������� !�� ����� a, b ∈ (0; 1) ⇒ f(a) − f(b) = 0. ,��!� �
��������� (a; b) !����� ���- $��� �� �!�� ������ � ������( ����%��!�

��� ����� ����� #� f(a) = f(0) = c, f(b) = f(1) = c−2,
f(b)− f(a)

b− a
=

= −2 
= 0. .��!������-��� �% ������� *������� ���!���� ��� ��$�!���
��������� �� ����� ����- !��$ ��%�����$ �����( �� ����%�� [0; 1]�
/���� ����� ������� �� ������� 0�������1 *������� 0��� �� 2�3�)1�

+�� ���������� ���!���� �� ����� ��!�� �����-%����- ��%������
�������%������ � ���������� ����� %��������-��� ���!����

������ ���4� �������

lim
x→0

ln x

ctg x

(
���	������������ �	
 ∞

∞
)
.

� � � � � � �	

lim
x→0

lnx

ctg x
= lim

x→0

(lnx)′

(ctg x)′
= − lim

x→0

sin2 x

x
.

+������� ������!��������- ����
0

0
� �!���� ��������- �������

*������� ��� ��!�������� ��� ���

lim
x→0

sin2 x

x
= lim

x→0

sin x

x
· sin x = 1 · 0 = 0.



��������	�
� ������ ��� ��
���� 
 ������� ���

����� ����	��
 ����������� ��������

lim
x→0

ln x

ctg x
= 0.

������ ����� ���������

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
(	
��
�
�
		���� ���� +∞−∞) .

� � � � � � �� ������� ����� � ������ 	���������
  �������

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

(
x2 − sin2 x

x2 sin2 x

)(
��� ���������!� � �

0

0

)
.

���"�� ���  �������  ������ #� ����
 	������ 	���������  �$

!�����% ����� &����������% ��� ��!�������$����% x4
 �� ���

x2 sin2 x ∼ x4. ��������

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

(
x2 − sin2 x

x4

)(
��� ���������!� � �

0

0

)
.

��  ������ #� ����

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

2x− sin 2x

4x3
=

= lim
x→0

1− cos 2x

6x2
= lim

x→0

2 sin2 x

6x2
=

1

3
.

������ ���'� ���������

lim
x→0

(cos 2x)3/x
2

(	
��
�
�
		���� ���� 1+∞) .

� � � � � � �� #�(���)����� �  �������  ������ #� ����


 �������

lim
x→0

ln(cos 2x)3/x
2

= lim
x→0

3 ln cos 2x

x2
= −6 lim

x→0

tg 2x

2x
= −6.

*�����������


lim
x→0

(cos 2x)3/x
2

= e−6.

������ ���+� ���������

lim
x→+0

(tg x)sinx (	
��
�
�
		���� ���� 00) .





������ ��	 
������������ ���� ���

������ ������ lim
x→1

lnx ln(x− 1).

������ ������ lim
x→+∞

x1/x.

������ ������ lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
.

������ ��	
������������ ����

��	
�� ���������� ��������
	���� ���
� ��
��	�� ������
����� ��� � �� ���!���
� "��#��� � ��� �

����� �����	
 �������	� ����������
���� ���

$
��� � #�%�
����	�� � ���
��& '	��
�� ����� � ��	�(���
'��	
� $
�������� ��#�� ���

u1(x) + u2(x) + ...+ un(x) + ... =

+∞∑
n=1

un(x). )�*��+

����	�
���� �*��� ��� ������	 
����� �������� �������� ����
���	 ���������� � ������� �!����� �"����� �������� x	 ��
"������� ��������#�� ������

,�	� � ��������
	� ! ��� ������ x #����
��� ��������� %�
�
'���� x0 �% ��	
��� �#����	���� ���� ��� ������!& �� #�	�'���� '���
	���! ����

����	�
���� �*�-� $�
�� x = x0	 ��� ���������� ������ �
������ ����
���� �%���&� �� 
������ ���	 �"������� ��
�� �%��
������� ��������#��� ���� �������

����	�
���� �*�.� '�(����� ���% ��
�� �%�������� ����
�����#��� ���� �"������� ��� �!����#� �%���������

/
���'�
� ����
 ��������
	���� ���
& ���� ����
 #��� � n ���
'	����

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x) = u1(x) + u2(x) + ...+ un(x) )�*�-+

��	����� �������! #�������! x& �#����	0���! � ��	
��� ����������
���
�



��� ������ 	
� ������������� ����

����������	
�� � ��������
�� ������� ���������� ��
����
��	�

��� ���� �������� ��� ��� ����� ����� x ���� ������� ����������
������ Sn(x) ��� n→ +∞ ! ������ "�� 
� ���
����"���� �������
����������� Sn(x) 
� ����� ������� 

���� ����	�
������ ��� ��
����� � ����� ����� S(x)� �
 ����

�
��� S(x)−Sn(x)� ��� � ��� ����
�
�
 ����� ��������� n�� 
�����
�

���� � 
�
��������� rn(x) =
+∞∑

k=n+1

uk(x)�

#�����
�� ��� ���� ��� ��������� �� ���"�
 �$�	 �$���
�
 
����
�����$� ���
�� ����������� � � 

lim
n→+∞

un(x) = 0 %&' ()

�� ���� ������ ���������� ����� ��� ���"�

lim
n→+∞

rn(x) = 0. %&' *)

��� ��������
�� ������� ���������� ��
����
��	
��� ���� ��$�
�
�
����� �����	��� ���
�� ��������� %������� && *)� �����
���$�
� ����� ��������

��� � �������
$� ������
 ���� %&' &)+

lim
n→+∞

∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣ < 1. %&' ,)

!�� ����� x� ��������������� %&' ,)� ������ � ������	 ����������
���� 

- ���
��� ��������� �������� ��� � ������� ���� ������ ���
���������� ���
� ���� � ����$������ ����
 ���
���� ��� ��"��
������	�� ��� ��������	�� .������ � ���
��
$� ������ �����"���
��� ����� �������� ������������� %&' ,)� ��� ���"� ��"�� ������	���
��� ��� � 
��

lim
n→+∞

∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣ = 1. %&' /)

!����� � ���������� ���� � ������ ��������������� %&' /)� ���
0����� 
�����������

�� ������
����� �� 
���
�� � ��� %&' &) 

������ &' &� ���������	 
����	 �
���
�� ������
���	�
�


����
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
.



������ ��	 
������������ ���� ���

� � � � � � ��

un =
1

n(x+ 3)n
, un+1 =

1

(n+ 1)(x+ 3)n+1
.

lim
n→+∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣ n(x+ 3)n

(n+ 1)(x+ 3)n+1

∣∣∣ = lim
n→+∞

1

|x+ 3| < 1.

���	
������
� |x+ 3| > 1 ⇒ x > −2 � x < −4�
��
����� ��
	��
�� ��	� � 
���� x = −2 � x = −4 :

• x = −2 :
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
=

+∞∑
n=1

1

n
� ����
�������� ��	� ����
�

	����

• x = −4 :
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
=

+∞∑
n=1

1

n(−1)n � ����
����	� !����
��	� ��
	��� "
 "������� #��$��%�� �
 ��
	��� ���
��
� ��

��� ��	� �
�������&� �� �$�
� �&� ������� 	���
�
 ��	��

+∞∑
n=1

1

n
,

������� ����
	�!�����

'���� 
$���
�� 
$���� ��
	��
�� ��	�
+∞∑
n=1

1

n(x+ 3)n
�
�
� �� ����


��� x ∈ (−∞,−4] ∪ (−2,+∞)�

������ ()�*� ���������	 
����	 �
���
�� ����
+∞∑
n=1

n 3
√
cosn x.

� � � � � � �� un = n 3
√
cosn x� un+1 = (n+ 1)

3
√
cosn+1 x�

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣(n+ 1)
3
√
cosn+1 x

n 3
√
cosn x

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

| 3
√
cosx| .

+
 "��	�� ������ �	���%& "�� ���� x� ��
�� xk = kπ�
k = 0,±1, .. .� ��� %��&� ��������� k "
������ ��	&�

• "�� �,�
� k�
+∞∑
k=1

n 3
√
cosn xk = 1 + 2 + 3 + ...�

• "�� ���,�
� k�
+∞∑
k=1

n 3
√
cosn xk = −1+2−3+ ...+(−1)nn+ ... .



��� �����	 
�� ������������� �	��

��� ���� ����	��
��� 
�� �� ���	����
�� ��	��	����� ������ ��	�

���	�
�� ����	��
����	� 	����
�� ��	���	�
� ����
+∞∑
n=1

n 3
√
cosn x ���

���
�� ��� ����	��� 	��� �	�� 
	�� xk = kπ, k = 0,±1, ...�
������ ����� ���������	 
����	 �
���
�� ����

+∞∑
n=0

1

3n+ 2

(
5− x

8x− 3

)n

�

� �  � � � �! " 	����
� ��	���	�
� #$�%�	�����	&	 ���� ��	��


	��� � 	
	��� ���	����
�� ��������
�	 '���()�

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ < 1. '���()

" �� �� ��$���

un(x) =
1

3n+ 2

(
5− x

8x− 3

)n

, un+1 =
1

3n+ 5

(
5− x

8x− 3

)n+1

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

3n+ 2

3n+ 5

∣∣∣∣ 5− x

8x− 3

∣∣∣∣ < 1.

*� �

lim
n→+∞

3n+ 2

3n+ 5
= 1,


	 	����
� ��	���	�
� 	��������
�� ��������
�	�∣∣∣∣ 5− x

8x− 3

∣∣∣∣ < 1 ��� ���
��	� − 1 <
5− x

8x− 3
< 1.

�� ��� ���
��$!⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5− x

8x− 3
> −1,

5− x

8x− 3
< 1.

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5− x

8x− 3
+ 1 > 0,

5− x

8x− 3
− 1 < 0.

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
7x+ 2

8x− 3
> 0,

9x− 8

8x− 3
> 0.

+�
	�	� ��
�����	� 	���������� �
	 ,
	� ���
��� $�	���
�	���



	�� x ∈
(
−∞,−2

7

)⋃(8
9
,+∞

)
� -�����$�� �	�	���
����	 ��	���

�	�
� ���� � 
	���� &�� ������ 	
�	 ���� �	����$�.�&	 ����� ����
 ������$.��$ ����� �����%�!



������ ��	 
������������ ���� ���

• x =
8

9
⇒

+∞∑
n=0

1

3n+ 2
. ������� ��	� �
� � ���	���������

�	������ ��	 	� ����	����
�

• x = −2

7
⇒

+∞∑
n=0

(−1)n
3n+ 2

⇒ ��	����
 �	 �������� ���������

���	� ��	 � ��	� �	��� �
� ��	����
 ���	��	�

����� 	�	������ �	 	����� ��	���	��� �
��

x ∈
(
−∞,−2

7

]⋃(8
9
,+∞

)

����� ����	
�� �����	��� �����	��
���� ����

	 	� �������

�������	� ��	 ����� �	����		 ����� ������!��!� "������ ��� 

"�����
 ������!���
� � ��	���	���
 ����! �	����		 ����� "���#

��� ����� ����� ��	���	��!� ���� "������� $�����	��� �!� %�

�
�! �	���%�� ����	����	� ����	 ������!� � �������!� ��	�����

�� ����� ����������! � ��
 ����

����������� &'�(	 ���������	
��� �� ������ ���������� ���
��	
�� ���������� � ��	���� D �����	�!���� ��	���� �"� ������
����� ��	� � 	#��� ��$�� %��� ��	���� ��� $	��� ��� �� ��������
��� �� ����	#���� ��	�$��� �����������#��� $	���� �������"���
�������	�!���	
��"� ����

) ���	�	�!� ��������� ������ �	 ��	�
*���
 �
� ���!�����
 ��#

%	������!�� � �		��������+*�� ����	�	� �
�� � �	�	�!� 	� ����#

�������
� ��%	����+*��� ) �	��� �	��	��!� ������ ��	�
� 	���#

������� ����	����	� ��	���	���� �� �	�	�	� � ��,�� �����
� �!

	����������� �
 �� ������ -������� ��� �	������� ���� ��� ��	���!

��
 ������ �	 ��	�
*���
 "�����	��� �!� �
�	�� 	������
+*�� ��

��	������ 	 �	�	�!� 	�	���	� � ������ ��		 �������


����� &'�&	 &����� '��������	
��� �� ����	
�� ���������
�� � ��	���� D �������� ����	#��� � 	#��� ��$�� %��� ��	�����

������ &'�(	 (������
 $�� ��
+∞∑
n=1

sinnx

n2
����	#��� ��������

�� 	#��� x ∈ (−∞,+∞)�



��� �����	 
�� ������������� �	��

� � � � � � �� ���	
��
�����
∣∣ sinnx

n2

∣∣ � 1
n2 ��� ����� x� � 	���

����
����� ����� ������� ���� �� ��������
 �� ������ 	��
��
�

	
������ ����� 	��������	� ����
+∞∑
n=1

1

n2
� 
���� �� 
������ � !� ���

+∞∑
n=1

sinnx

n2
	����
	� �������� � ��	���
�� ��� ����� x!

������� � !"� ���� ��� �� 	
��
��	�� ��	���� ������	� ����
�����  ������� D� �� 
�� ����� 
��� ��	���� 	
��
��	��  ����
��������

������� � !#� ���� ��� � !� "� ������
		�� �� ��	����� ��
�
#$�� 	
��
��	�
 �������	�
� ��������  ������� D � 
�� �����
��	� S(x)� � ��� �� �������	�� 
�� %�
	� ��������  ���� �����
��� ������	�� �� �������	�� ����� ���� S ′(x) ��	� ����
 �����
������
		��� �� �������	�� 
�� %�
	�� &�� �	�%��� %�� �����
��� ��'	� ��%�
		� ����
�
	�������  ������� D�

$% &��'(�������� ����� �� ��		��
��� ��� 	
������� �����
� � ��������� )� 
��
�� 	���	
��* + 
��������
����	'�� ����!

����� �����		
� ��


�	��
����� � !,� (�
�
		�� ����� 	����
��� ��	����	����
	�� ���

+∞∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + ...+ an(x− x0)

n + ..., )� ! *

%�
	��� �������� ���#��� �����
�
	�� ������		�� a0� a1�� � � � an
	� ���	���� (x−x0)  ����
����#$�� �
��� ��
�
	�� n� )�����
�		�
 a1� � � � � an, . . . 	����#��� ��������
	���� ��
�
		��� �����

-	�� x0 = 0, 	
������� ��� )� ! * �����
 ���

+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ ...+ anx

n + ..., )� !.*

'�
���� �� ���/�� �	��� � ��		��
���!
0�������� ����	
 	������	
� 1
��� ����! ��� 1
��� ��		��
���

%��'�����/�
����� ���� 	�	
�������� �% ��	���
��� ������� ����
��� ���� )� !.* � �������� ' ���� ��	
�
����� ���%��' 	������	
�



������ ��	 
������������ ���� ���

1 2 3

-R 0 R
� � ������	
 �� ��� �����������
� � ������	
 �� ��� ���������

� � ������	
 �� ��� �����������

���� ���� ������� ��	
��	��� �����	�	 ��
�

�������� �������

lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1.

������

|x| < lim
n→+∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = R. �������

����������� ��� 	 ����� R = lim
n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ ���	
���� ��������
���������� ���������� ��� ������� ��� 
��� |x| < R �� ���������
�������� ��� |x| > R � ���������� �����
�� (−R;R) ���	
����
�����
���� ���������� ��� �������

! ��"��� x = ±R ���������	 ��� �����������	 ���� ����#�$��%
$���� &��$���' ���������� "����$(� ����$
 &���"##(� &��� &��%
���#�$�� $ ����)� x = −R � x = R� ������	* ���������� ��&##���
���� ����)� �$����� �#��$�� (−R;R)
 � ��������
 $ +�$�������� ��
��#���#(� ���"�$
 ����� �(�	 ����$�#( ���# ��� ��� ��#,� ��%
�+�� [−R;R] ����� ����� ! ��-��' ��"� �#��$��� (−R;R) ��� ����)�
�������� �����*�#��

�"$��#�
 �*��' ��&##�' ��� $��� ����)� �������� &�� x = 0�
.��� ������ ��"� ���������� #�
 ������ ���������� R = 0� .���
- ��� �������� &�� �*�(� x ∈ (−∞; +∞)
 �� ���� �"����	
 "��
������ ���������� R = +∞�


����� ����	  ��������! ������� �����
�� � ������! �������"

��� ���������� ���
+∞∑
n=1

xn

√
n
.



��� ������ 	
� ������������� ����

� � � � � � �� un =
xn

√
n
� un+1 =

xn+1

√
n+ 1

� an =
1√
n
� an+1 =

1√
n+ 1

�

R = lim
n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ = lim
n→+∞

√
n+ 1√
n

= 1	


������ ���������� (−1; 1)	
�������� ��������� ������

• x = 1�
+∞∑
n=1

xn

√
n

=
+∞∑
n=1

1√
n

� ���������� ������������� ���

+∞∑
n=1

1

nα
� ��� α � 1 � �����������

• x = −1�
+∞∑
n=1

xn

√
n
=

+∞∑
n=1

(−1)n√
n

�  ���������!"����� ��� !���#

�� ��������	

$��������%��� ������% ���������� ���� [−1; 1)	

������ &'	(� ����� ����	�
 	�����	�� ����
+∞∑
n=1

xn

n!
.

� � � � � � �� an =
1

n!
� an+1 =

1

(n+ 1)!
� R = lim

n→+∞
an
an+1

=

lim
n→+∞

(n+ 1)!

n!
=

= lim
n→+∞

(n+ 1) = +∞.

$��������%��� ������% ���������� ���� x ∈ (−∞; +∞)	
��� ����������� ����!�� ����������  )��� ������� �����% ����

����������� (n+ 1)! = n!(n+ 1)	
*�� ��������� ���� ��+�� ���% ���� ��� �������	

������	 &'	,� ��	�
 	�������� ��� ������ ���� �������� 	���
���	�� (−R;R)� � r < R ��������
��� ���������
���  �	��� !��
"�� ��� ������ ������	� ������
�� 	����#�	� �� �����$� [−r; r]� ��
	���	��� ������
�� 	����#��	� �����%

• &�������� ��� ������ ��	��'��� 	�����	� � �'��� �� $� ���
������� 	�����	�� �� 	���������
��� 	������(� ���( ���
�� �� ����� 	$���(���
 � ������
 �$�$ ��"� ���(�� ���
)�� ��������� 	�����	�� ���� ����"� 	�������"� ����
����� ����	��� �	�� �� �$� � $����(� 	�����	� 	$���(�
���(� ��� ���������(� ���(�

• &�� 	�������"� ���� ������ ������	� ������(���� *��$�
+��� � $����� �� $� �"� ��������� 	�����	���



������ ��	 
������������ ���� ���

• ��������� �	
 ����� ����� �������� 
��������������� �
����� ����� ��� ��������� � �
�������

������������ 	�� 
���� �������� ���������� 
��� ������ �����

����

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ ,
������ ���
��� �������� �����

(x0 − R; x0 +R), �������

���� �
���� � 
��� ������ �
���� �������
�� ����	�

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1(x− x0)
n+1

an(x− x0)n

∣∣∣∣ = |x− x0| lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1

� �������������� 
�� ������ ������� � ���
����

|x− x0| < lim
n→+∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = R. ����� �

! ��	��� x = x0−R  x = x0 +R ��������� �������������� ���
��� ���  ��� 
��� ����"� � ��	��� x = −R  x = R�

������ ���#� !���� ������� � �
������ �	
�
+∞∑
n=0

(x− 3)n

4n
�

$ � % � �  �&

an =
1

4n
� an+1 =

1

4n+1
' R = lim

n→+∞

∣∣ an
an+1

∣∣ = lim
n→+∞

4n+1

4n
= 4�

(���
��� �������� |x− 3| < 4 � x ∈ (−1; 7)�
$������
� �
��	�)� ��	� x = 7  x = −1 :

• x = 7&
+∞∑
n=0

(x− 3)n

4n
=

+∞∑
n=1

4n

4n
= 1 + 1 + . . .+ 1 + . . .'

• x = −1&
+∞∑
n=1

(x− 3)n

4n
=

+∞∑
n=0

(−1)n4n
4n

= 1− 1 + 1− 1 . . . .

*�� 
��� 
���������� ���� �
���� un �� 
���� ���+� *������ ���,
����� ��������� � ���
����� �������� x ∈ (−1; 7)�



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

��������	�
� ������ ���
�
���
���� ���
�� �
 ���������� ������ �����

���������� �	�
 �� �����
�� �����
��� ��
�����
�� ������ ��

���������� ������ ������

������ ����� ����� y′(4)� ��	� y = 3ctg
1
x (x2 +

√
x) +

cos2
√
x

4x
.

������ ����� ����� 
���������	 ������ y = (
√
x)1/x.

������ ����� ����
�	��� ������ y(x) �� �� 
���������	�
dy = ln sin(x+ 2) · ctg(x+ 2)dx.

������ ����� � ����� �����M0(x0; y0) ������ y2 = 2x3 ������	��

�� T �����
���	��� � ������ 4x− 3y + 2 = 0�

������ ��� � ����	���� �����	�  �����	� ���� ���
�	!"

a) lim
x→1

(
5

x5 − 1
− 7

x7 − 1

)
.

b) lim
α→0

(cos kα)1/α
2
.

������� ������	
 
������� 	���	���	� ���	��

������ ����� ����� y′(4)� ��	�

y = 3ctg
1
x
(
x2 +

√
x
)
+

cos2
√
x

4x
.

� � ! � 
 � �" #���	�� �������	
$% ��	�

�� &$
����

y′ = 3ctg
1
x (ln 3)

(
− 1

sin2 1
x

)(
− 1

x2

)
(x2 +

√
x) + 3ctg

1
x

(
2x+

1

2
√
x

)
+

+

x · 2 cos√x(− sin
√
x) · 1

2
√
x
− cos2

√
x

4x2
=

=

⎛⎜⎝(x2 +
√
x) ln 3

x2 sin2
1

x

+ 2x+
1

2
√
x

⎞⎟⎠ 3ctg
1
x−

−x cos
√
x sin

√
x+

√
x cos2

√
x

4x2
√
x



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

� ��������	 �
 ������� � ����� x = 4

y′(4) =
(

9 ln 3

8 sin2 1
4

+
33

4

)
3ctg

1
4 − sin 4 + cos2 2

64
.

������ ����� ����� �����	�
���� �
���� y = (
√
x)1/x.

� � � � � � �� �� �� dy = y′(x)dx� �����	 ����� ������
����� !���"�� y = (

√
x)1/x� #�����$�� �� !���"�� ��������

�������$�����������%� �
 ���������� �&���� � ��	�&$ ��'��!�
	������% ����������%�

ln y =
1

x
ln
√
x =

ln x

2x
⇒ 1

y
y′ =

x
1

x
− ln x

2x2
=

1− ln x

2x2
→

→ y′(x) = y
1− lnx

2x2
=

1− lnx

2x2
(
√
x)1/x.

(����� dy =
1− lnx

2x2
(
√
x)1/xdx�

������ ���)� ��	������� �
���� y(x) �� �� �����	�
����
dy = ln sin(x+ 2) ctg(x+ 2)dx�

� � � � � � �� ������� ����% ���� ���������� ��������	 !����
"�� ln sin(x+ 2) ctg(x+ 2) ��� ��� ��!!����"���

ln sin(x+ 2) ctg(x+ 2)dx = ln sin(x+ 2)
cos(x+ 2)d(x+ 2)

sin(x+ 2)
=

= ln sin(x+2)
d sin(x+ 2)

sin(x+ 2)
= ln sin(x+2)d ln sin(x+2) = d

ln2 sin(x+ 2)

2
.

(����� y =
ln2 sin(x+ 2)

2
�

������ ���*� � ����� ����� M0(x0; y0) �	���� y2 = 2x3 ���������


�� T ��	��
�����	
� � �	���� 4x− 3y + 2 = 0�

� � � � � � �� +���� ����� �������� '�!���	 ���� !���"�%
y =

√
2x3 � y = −

√
2x3 ,���� �-*.�

(�������� ��� ����	� ���� �������� � '�!��� !���"�� y =
= −√2x3� /� �������� ���	�% 4x − 3y + 2 = 0 �����	 �'����%

��0!!�"����K =
4

3
� �� �� �� ������ ���� ����	� �����$��



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

y=-   2x 3

y=  2x3

x

y

4x
-3

y+
2=

0
T

M 0

���� ���� � ������� ���	��
 ���

⊥ �������� ��	
�� K ·KT = −1 �� ������������� KT = − 1

K
=

= −3

4
�  ������ ������ KT = (−

√
2x3)′M0

= −3
√
2x0

2
� ����������	

��� �������	 KT �������
 −3
√
2x0

2
= −3

4
→ x0 =

1

8
� y0 = − 1

16
�

��������� ���������� T � ������ y = −√2x3 � ����� M0

(
1

8
;− 1

16

)
����� yT = − 1

16
− 3

4
(x− 1

8
) = −3

4
x+

1

32

������ M0

(
1

8
;− 1

16

)
.

������  !�"� ��������	 �
���� ������	� ���� �
������

�� lim
x→1

(
5

x5 − 1
− 7

x7 − 1

)
 �� lim

α→0
(cos kα)

1

α2 .

# � $ � � � ��

 � % �����
 ������� 
� �
��
 ����  ���������&�����' ����

+∞−∞� ������' ����(���
� �������� � ��������������� ����
0

0
�

� ����
 ���)�� ���
����� ������� *������	�

lim
x→1

(
5

x5 − 1
− 7

x7 − 1

)
= lim

x→1

5(x7 − 1)− 7(x5 − 1)

(x5 − 1)(x7 − 1)
=

= lim
x→1

5 · 7x6 − 7 · 5x4

5x4(x7 − 1) + 7x6(x5 − 1)
== lim

x→1

35(x2 − 1)

12x7 − 7x2 − 5
=



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

= lim
x→1

35 · 2x
12 · 7x6 − 7 · 2x = 1.

������ ��

�� 	 
��� ������ �� ����������� � ����������������� ���� 1+∞�
��� ��������� ������� ���������� ��� ��� �����!���"�������� �#

����$� "$��%�� y = (cos kα)

1

α2 � ����� ������ ln y ��� α → 0� ��#
����$� ������� &�������� � ���� ����$���� � �������$ ������$�

lim
x→0

ln y = lim
x→0

ln(cos kα)

1

α2 = lim
x→0

ln cos kα

α2
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

1

cos kα
(− sin kα)

2α
= − lim

x→0

k

2 cos kα
lim
x→0

sin kα

α
=

= −k2

2
→ lim

x→0
(cos kα)

1

α2 = e−
k2

2 .

������ e−
k2

2

����������	
��� �����

������ �'�(� ����� y′(1)�

y = e
√
x ln2 tg(x2 + x+ 3) +

x

5 sin x
.

������ �'�)� ����� ����	
	���� ������� y(x)

y =
(x
a

)ax
.

������ �'�'� ��
	�	��� ������� y(x) �� 	� ����	
	�����

dy = x2ex
3

dx.

������ �'�*� ��������� ��� �
���	 y1 = 4x2 + 2x− 8 �

y2 = x3−x+10 �������� �
�� �
��� � ����	 (3; 34)� ���	� � ������	

� ����	 (−2; 4) 
������ �'��+� !������� �
���� "������ ����� �
	�	�#

a) lim
x→+0

ctg x · ln(x+ ex),



��� �����	 
�� ������ � �	� �������

b) lim
x→+0

(
ctg 2x

) 1
lnx

.

������ ��	
����� � ��� �������

��������� ��	��
���
���� ��	��
�� ��� ��	��
�� �
����
� 
��� ��	��
� ��� ������
�� ��������
��� ������	 � ���
������ ���� �� ���  ��������� �
����� �  �
�!��"#����
 �����������

�
���� � 
�� ��	��
�� ��������� � �����  �"��	$�� ������	
��������������� �������� %�� $�
��� ��������&���  �����������
' ���������(  ���� ������
� �� !���� �������� ��� �� �
� ��������
 ���� ������	( �
�!��"#����  ��������� �������	 ������	( ����
������ 
�$���� �
� ����	 � ������  ������&)�� �
� ���� �$�!���

����� ������	
� �
�	��

*���� ������� y = f(x) n 
�� �����
����
����  ������
��
����
 ���( ����
"�)�� ����� x0� *���
��� ��������� ������� m < n

Pm(x) = C0 + C1(x− x0) + C2(x− x0)
2 + · · ·+ Cm(x− x0)

m = +,-�,.

=

m∑
k=0

Ck(x− x0)
k,

������������ ����
��� ��
������ �� ���� �� �� ������� �������	
����� ���������� � ��� / �
��� ����� � ���� ���� �&)��� ��������
��� ������� y = f(x) � �# �
��� �����  ����� x0�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Pm(x0) = C0 = f(x0),
P ′m(x0) = C1 = f ′(x0),
P ′′m(x0) = 2 · 1 · C2 = f ′′(x0),
P ′′′m (x0) = 3 · 2 · 1 · C3 = f ′′′(x0),
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

P
(k)
m (x0) = k · (k − 1)...2 · 1 · Ck = f (k)(x0),
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

P
(m)
m (x0) = m · (m− 1)...2 · 1 · Cm = f (m)(x0).

+,-�0.

��� ������	
���
��
� � ���������� ����������



������ ��	 
����� � ��� ������� ���

����� � ��	
��	��� 	� ��	�	����� ������� �	������
� ��	�
�
���� (x− x0) � �	��� x0� ����� ��� � !�	
��	���� �	�"��� ��#� m
	� ��	�	����� m�$ ������
 ����� ����� ��� � %� ����&� 
����

Ck =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . , m. ����'�

( ����'� �	�	���	 0! = 1, f (0)(x0) = f(x0)�
)���	�������	� 
��	��$ ��	�	���� ������ � �	*++
,
�����
 Ck�

	������"����
 �	 +	����� ����'�� -����

Pm(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m = ����.�

=
m∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

����������� ����	 ��������� �	
�� ���������� m�� ���������
��� ������� ������� f(x) �� �������� (x− x0)�

/��
 +���,
" f(x) ���� �	 ��-� "��"���" ��	�	����	� ������
 m�
�	 ���
�� �� � �
�� ����.� ������ �	��	��� 
 	������� �
#� ���������
���
� ����	�	 ��	�	����� �	 ������"� ����	��
 (x− x0)�


����� ����	  ��!������" ������# f(x) = x2 � ��!� ����������
������� �� �������� (x− 3)�

0 � # � � 
 �1 %���� f(3) = 9, f ′(3) = 6, f ′′(3) = 2� (�� ��	
��	��
��� ��#� ��	�	�	 �	�"��� 	� f(x) = x2 ����� ��� � )���	�������	�
��	�	���� 2�$�	�� ��
 x0 = 3 ��" f(x) = x2 
���� �
�

P2(x) = 9 + 6(x− 3) + (x− 3)2.

0������ ��	-�
 
 ��
���" �	�	-��� ������ 	���
��	� �	���
� ����
�� +���,
 f(x) = x2�


����� ���&	  ���" f(x) = (a+ x)m � x0 = 0�

2	��� �	 ����.�

Pm(x) =

m∑
k=0

((a+ x)m)
(k)
x=0

k!
xk = (a+ x)m,

���
((a+ x)m)(k) = m(m− 1) . . . (m− k + 1)(a+ x)m−kx=0 =
= m(m− 1) . . . (m− k + 1) am−k



��� �����	 
�� ������ � �	� �������

���� k�� ��	
��	��� 	� (a+x)m � �	��� x = 0� �	�	�
� ������ x = b�
�	���
� �	����� �
�	�� ����	���

(a+b)m =
m∑

k=0

m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
am−kbk = am+mam−1b+ �� �!"

+ · · ·+ m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
am−kbk + · · ·+mabm−1 + bm,

�	�	��� �# 
��	���	���
 � ���$

 % ��
 �#�	� ������

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

����� ����	
� ��
���

&��
 ����$
� f(x) �� �������� ��	'	����	�� �( ���'� �	��	
�������
�� � �
�

f(x) = Pm(x) + Rm(x) =

m∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + Rm(x). �� �%"

����������� � �)	 ������� �	
�� ���������� �������� ������
�� ��� ������� f(x)� � Rm(x) ��������	
 m�� 	������� �����
������ ������ � ������
�� ������ f(x) � �������� ������
�������

����� ���	
� ��
	
���� ��� � ����� �������� m+ 1��� ����

Rm(x) =
(x− x0)

m+1

(m+ 1)!
Q(x), ������

��� ������ Q(x) ���!���
�	� "�#	!�� �$ �#�! f (m+1)(x).
%�������� �������� Pm(x) ��#������ �	 �����	��� ����&�� 
� �!

����'� ����	��

Rm(x0) = R′m(x0) = · · · = R
(m)
m (x0) = 0, R

(m+1)
m (x) = f (m+1)(x),


��� P
(m+1)
m (x) = 0� (��!�	�� ϕ(x) = (x− x0)

m+1. (������� 
�

ϕ(x0) = ϕ′(x0) = · · · = ϕ(m)(x0) = 0, ϕ(m+1)(x) = (m+ 1)!.

)������ Rm(x) � ϕ(x) �	 �
#�!�� [x0, x] ������
��# *
 ���� �����
�� � 
��#��� +�,�� �#����$���� � ������ ��� -�����	
������ �	



������ ��	 
����� � ��� ������� ���

��������� ���	 �
��
� � �������� ��
 ���	��� ������	 Rm(x) �
ϕ(x),

Rm(x)

ϕ(x)
=

Rm(x)− Rm(x0)

ϕ(x)− ϕ(x0)
=

R′m(x1)

ϕ′(x1)
,

��
 x1 ∈ (x0, x). ����
��� �
�
�� �
��
�� ���� � R′m(x1) � ϕ′(x1) �
����
������ �� ����������� ���� ��

R′m(x1)

ϕ′(x1)
=

R′m(x1)−R′m(x0)

ϕ′(x1)− ϕ′(x0)
=

R′′m(x2)

ϕ′′(x2)
= · · · =

=
R

(m)
m (xm)

ϕ(m)(xm)
=

R
(m)
m (xm)−R

(m)
m (x0)

ϕ(m)(xm)− ϕ(m)(x0)
=

R
(m+1)
m (xm+1)

ϕ(m+1)(xm+1)
,

��
 xk+1 ∈ (x0, xk), k = 1, 2, . . . , m. !�
�����
�����

Rm(x)

ϕ(x)
=

R
(m+1)
m (xm+1)

ϕ(m+1)(xm+1)
=

f (m+1)(xm+1)

(m+ 1)!
,

��
 ����
��

 �������
��
 ���� 
�� �� ��������� ��������
��� �"
�
 ���	��� ������	 Rm(x) � ϕ(x).

#$���� �� xm+1 = ξ, ��

�

Rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
ϕ(x) =

f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)

m+1.

!�
�����
����� ������� ������� Q(x) = f (m+1)(ξ).

Rm(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x− x0)

m+1, %&'()*

��
 ξ ∈ (x0, x) � ��� �
���
�
�
������ ������ ����  �
��� �( 
( ���� �

���
	 ������� f(x) �� ����� �
�� Pm(x), ����� 
�� � �
���
�����
��� 
��� ξ. ����+�� ��� ���$���� m+ 1 = n, ������� %&'(,* ��+��
�������� � ���


f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n. %&'('*

����������� &'(-	 ������� �	
�
� ��������� �������� ����
���� ��� ������ f(x) � ��������� ����� � ����� ����� �

Rn−1(x) =
f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n, %&'(&.*



��� ������ 	
� ������ � ��� ������

� ������� ����� ξ ∈ (x0, x) 	
 ���
�

	� � ������� �� x � n. ������
� ������ ��� x0 = 0 ���
��� ��
�����
	�
� ��	���� f(x) � ���

�	����
	� � ���
��	���� 	���� ������	�� � ����� 	�����
��� ����
���� �����
	����

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn, �������

��
 ��� 
	� ξ = θx, 0 < θ < 1.
!�� x "����� � x0, �������	�� �
	 ���
���# ��
���	�# 	
���

�
��	�� "
���	
�	� ���� �
���	�� ������� n ��� x→ x0 � ������
������ �� 
� "��$ ������	� � ���


f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +O((x− x0)
n), �����%�

��
 O(αn) 
��$ �"��	��
	�
 "
���	
�	� ���� �
���	� ������� n
��� α → 0. &��
�
		�
 ��'
 ������ ������ � �����%� ������(�
������������$ �� 	�( �
��
���

������� ����� ���� ����	�
 f(x) ���� � ���� x0 � �� ������
��� ��������� ����������� n ������������ � ��� ���� ���
����������� � ���� � !"!# ��� ��� x→ x0 �� ������� � !" $#"

����� ��� �	
���

)��� 
� 
*+ ��	� �� 	�( �
��
���

������� ���%� ���� ����	�
 f(x) ���� � ���� x0 � �� �����
���� δ����������� " �" ��
 ���� x ∈ (|x− x0| � δ) �����������
����������� �%��&� ���
���� �&���������� ����� � �� �� ������
M, � ��� �����&���
 � '�� ��������� ���� x0 � ����
(���

� f(x) �������� �
�"

f(x) =

+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. �����,�

)������
$����- !� ������� �
��
�� |f (n)(x)| � M,n = 0, 1, 2, . . . .
.���� �� �����/�-

|Rn−1(x)| � M

n!
|x− x0|n → 0 ��� n→ +∞. �����0�

���� ������	
��������� � �����
����� ���	������



������ ��	 
����� � ��� ������� ���

���������	
 ����	 ������� �������	 �	 �����	��� ����� ���

lim
n→+∞

an

n!
= 0 ��
 ������ a� ������	�������  ��!��	 ������ ����"����

� �
� �����#�� ��� � ��	$%�	�� �����!� ����&��

����������� ����	 ��� ������	
 � ������� �� ������ �����	
������� ������� f(x), ��������� ����� ��� ����

'�
 x0 = 0 ������������(�) �
� �����#� �	��� �	$%�	�� �
��!
*	�����	 �

f(x) =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn. �����+�

��	,�!� ��� �%������	
 � ����� �-  ��!��	 .	��	�,	 ��-����
���  ��!��	 �����%" ����	(���)� 
��
���
 �	���%! ����	�!  ��/
!��% 0�)���	 ������ ��� n = 1.
'�)����������� �$ ������ ��� n = 1 �������

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x− x0). �����1�

����,�� x0 = a � x = b, ������! f(b)−f(a) = f ′(ξ)(b−a),��� ξ ∈ (a, b).
2�� � ����  ��!��	 �����%" ����	(���) .	��	�,	�
3	��!����! ������	������ ��  ��!��� 0�)���	 ������ ��	(� �����

4�� �����  ��!��	 *	�����	 ������� � � �	$��,���� � �
� 0�)���	
�����#� ��� *	�����	 �����+� ������%" 4��!���	��%"  ����) �
��������! �" ���	��� �"���!�����

����� ����	�
����� ������� f(x) = ex, x0 = 0

0	 	 x0 = 0� f (k)(x) = ex� f (k)(0) = 1� k = 0� 1� . . . � f (n)(ξ) = eξ,
�� ��  ��!��� �������5

ex =

n−1∑
k=0

xk

k!
+

eθx

n!
· xn, �����-�

��� 0 < θ < 1.
������� ��
  ����� f(x) = ex ��� ����! x = N ∈ (−∞,+∞)

����$����%� ������ ���
�	 f (n)(x) = eN ���	�����% ����! � ��!
,� �����!M = eN , �� �� �����!� ����&� ����%��(�) �����  ��!��	
�����-� ����"���� � ������������(�) �
� *	�����	5

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
, �����6�



��� �����	 
�� ������ � �	� �������

������� ���	
��� � ex � (−∞,+∞).

������ ����� �������� e−1 = 1/e � �	�
	���� 	 10−4.

� � � � � 
 �� �� ������� ��
 x = −1,

1/e = e−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!
+ · · · =

+∞∑
n=0

(−1)n
n!

.

��� ��������	�� 
��� ��	 
 �� �����!� "��#�
$ ������ ��%
	 �� ���&���� �&��'� ���&�'� �(��� )(�	�&��(*��+ ��
#� ��

&��
�(��

 &�(
�
�� e−1 �� #�(*�� ���&�'� 
� ��#�������� �(���&
��	 �, ���	��&(�� �'�

|(−1)
n

n!
| � ε, n! � 1/ε = 104, ����	 n = 8, �� �� 8! = 40320 > 104.

-��+ 1/e = 1/2− 1/6 + 1/24− 1/120 + 1/720− 1/5040 = 0, 3679.

���&�� 
� ����
��&�!�� �(���&
(−1)8
40320

< 0, 25 · 10−4.
������ ���.� ��������� ����	 e � �	�
	���� 	 10−4.

� � � � � 
 �� ��	 /�(���� ������� ��
 x = 1 #�	�� ������(�%
0
��(*��! 
 	(� �$���
 ��
#�
 &��
�(��
� �
�( e �	� &����(*��%

&�*�� 1��!�(�� �����2�� 3$��
! &�(
�
�� ��������'� �(��
eθx

n!
xn

��
 x = 1 :
ε = eθ/n! < e/n! < 3/n!, n! > 3 · 104,

���� n = 8+ �� 
 & ��
!��� ����� )(�	�&��(*��+ � �	���� �������*�

e = 1 + 1 + 1/2 + 1/6 + 1/24 + 1/120 + 1/720 + 1/5040 = 2, 7183.

����� ����	
� f(x) = sinx, x0 = 0

4� ������ & (��$

 �5 f (k)(x) = sin(x+πk/2), f (k)(0) = sin(πk/2).
6� �� | sin(x + πk/2)| � 1 
+ �(�	�&��(*��+ &�� ���
�&�	��� f(x)
�� ���&���� �	
�
$�+ �� �����!� ����7� ���	�	� �� (��$

 sin x
��('���� & ���	� 
��� � ��� � (−∞,+∞) ��	 /�(�����

sin x = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
. �������



������ ��	 
����� � ��� ������� ���

����� ����	
� f(x) = cosx, x0 = 0

�����������	���
�
 ��� ���� �������� ������

cosx = 1− x2

2!
+ . . .+

(−1)nx2n

(2n)!
+ . . . =

+∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
. �������

� �����
� ������� ���������� ���������� ��������� ������� �
������� � ��!������" ��������

������ ���#� ��������� 	��

lim
x→0

cosmx− cosnx

x2
=

n2 −m2

2
.

$ � % � � � �& '� ������� �����

cosx = 1− x2

2
+O(x4)

�� �����
����(���

cosmx− cosnx

x2
=

1− m2x2

2
+ O(x4)− 1 +

n2x2

2
+O(x4)

x2
=

=
n2 −m2

2
+

O(x4)

x2
=

n2 −m2

2
+ O(x2) −−→

x→0

n2 −m2

2
.

����� ����	
� f(x) = (1 + x)m, x0 = 0

)���(

f (k)(x) = m(m− 1) · ... · (m− k + 1)(1 + x)m−k,
f (k)(0) = m(m− 1) · ... · (m− k + 1).

)���%�� ������(�� �*� +�������� ��* ,�� ����	��

(1 + x)m = 1 +
+∞∑
k=1

m(m− 1) · ... · (m− k + 1)

k!
xk, �������



��� �����	 
�� ������ � �	� �������

��� m � ����� ��	
��������� �
��� �������� ����
 
�����
�
����� �����

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣m(m− 1) · ... · (m− n+ 1)

n!
×

× (n+ 1)!

m(m− 1) · ... · (m− n+ 1)(m− n)

∣∣∣∣ = lim
n→+∞

∣∣∣∣ n+ 1

m− n

∣∣∣∣ = 1.

�������������� ������ ��
�� �������  !"�#!$ �
�� 
����%	
�
�� |x| < 1 ��� � &�& ��&�'�����
�� �� 
����
� & ���&( (1 + x)m�
������
�� �� |x| = 1 ��������� ��

�������� ��������� ��� ��
������ �� ������

����������� !"�)	 ��� ������	 �
� (1+x)m ��������� �������
�
���� ������

*
����'���  !"�#!$ ��� ���
���� ��������


����� !"�+	 ����� lim
x→0

√
1 + x−√1− x

x
.

, � - � �  �� *'  !"�#!$ ���� �� m =
1

2
:

√
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 +

x

2
+ O(x2),

√
1− x = (1− x)

1
2 = 1− x

2
+ O(x2).

��������������

lim
x→0

√
1 + x−√1− x

x
= lim

x→0

x+ O(x2)

x
= lim

x→0
(1 + O(x)) = 1.

,�

����� �%. ����� ����/��� ����������� ���� & ��0
��/.����� ���
���� &����	 m

√
a� 1��/�� �
��� ���� ��	� �
��

b, ��'&�� & a� ' &������� &����� m0	 
����� '���&���
� ���������0
���  ��&��� ����� � ��'��
�� ���� ��� �� &��	��	 ����� ����-� b�

2���� m
√
a =

m
√
b+ x =

m
√
b m

√
1 +

x

b
=

m
√
b
(
1 +

x

b

) 1
m

.

3����
(
1 +

x

b

) 1
m

��������� ��'��/�� � ���������	 ��� 

�'��� ���������� ��� ��/��	 �����
� �
�� �������


����� !"�4	 �����
���
√
5 � ��������� �� 10−3.



������ ��	 
����� � ��� ������� ���

� � � � � � ��
√
5 =

√
4 + 1 =

√
4(1 + 0.25) = 2

(
1 +

1

4

) 1
2

=

= 2
(
1 +

1

2
· 1
4
−

1

2
· 1
2

2!

(1
4

)2
+ . . .

)
.

��	
����� ��� ��	����� ����������
������ � �	� ����� �����
�����	���

√
5 � �
��� ���������� ���������� 
�������� 	��� ��

�	���� �������  � ���
	� ��	��� 10−3.
��!���


√
5 = 2 + 0, 25− 0, 0156 + 0, 0020 = 2.236.

����� ����	
� f(x) = ln(1 + x), x0 = 0

"	� !�� #
��$��

f (k)(x) =
(−1)k+1(k − 1)!

(1 + x)k
; f (k)(0) = (−1)k+1(k − 1)!.

%���������
��� ��� &��	�����  ����� ���

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
. '()*++,

-� �������� � #
��$�� ln(1 + x) �� ��������� (−1 < x � 1)
��	
����� ��� '()*++, ����� ����� �� �	������� �	� �����	�.

���  ����	��*

������ ()*/� lim
x→0

x(1 + x)− ln(1 + x)

x2
=

= lim
x→0

x+ x2 − x+
x2

2
+ O(x3)

x2
=

3

2
.

0������ �� ��� �����	����� 	�����#���* �� #���
	� '()*++,
�����	��� 	�����#�� ����� 	��� �	� ����	 �� 0 �� 2* ��	
���
�� ��� #���
	
�  ����	���
� �����	��� 	�����#�� 	����  �	�.
����	���� ����	*

0������ � #���
	� '()*++, x �� −x :

ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n
. '()*+1,



��� ������ 	
� ������ � ��� ������

������ �����	 
� ������� ������� ���������
� ��������

ln
1 + x

1− x
= ln(1 + x)− ln(1− x) = 2

+∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
. �������

�����

1 + x

1− x
= a, �����
� x =

a− 1

a+ 1
.

������� ������� ����� 
����	����	  �! ��
����
! ��"��
#��
�$%�& �����
���	��& �
����

'�
%(
 ��
 ��
����

 ��"��
#�� � ����)	$ (������"� �
���
����� �! � ������� ����� �*��
�	 ��� �$)
� �%������ �� a ����+
 ��
� x, ����� %���� ���(��	(� �����  #������ ��������

ln a = 2
(
x+

x3

3
+ . . .+

x2n+1

2n+ 1

)
+ rn. �����-�

'�����( �! � rn 
 ���	 ��
%(�� .�
���!, ���

1

2n+ 5
<

1

2n+ 3
,

1

2n+ 7
<

1

2n+ 3

 ��  �, �����
�

rn = 2
( x2n+3

2n+ 3
+

x2n+5

2n+ 5
+ . . .

)
< 2
( x2n+3

2n+ 3
+

x2n+5

2n+ 3
+ �����/�

+
x2n+7

2n+ 3
+ . . .

)
= 2

x2n+3

2n+ 3
(1 + x2 + x4 + . . .) = 2

x2n+3

2n+ 3

1

1− x2
.

0�( (�( |x| < 1 �� 1 + x2 + x4 + . . . ���	 %��(������ �%��$)�!

"������
���(�! ����� �����	����	 � q = x2, �1 ����� ����
1

1− x2

������ ����� ��������� ln 3	 � �
��
���� 10−4.

2 � � � � 
 �� � #������ ������� �����
� a = 3, � x =
3− 1

3 + 1
=

1

2
�

0�" � �� �����/�  ����� %��	
2 · 4

(2n+ 3) · 3 · 22n+3
=

1

3(2n+ 3) · 4n < 10−4�

3�� ��������� �����!���! ��
 n = 5 ��� �����	��,

ln 3 = 2
(1
2
+

1

3 · 23 +
1

5 · 25 +
1

7 · 27 +
1

9 · 29 +
11

3 · 211
)
= 1+

1

3 · 4 +
1

5 · 16 +
+

1

7 · 64 +
1

9 · 256 +
1

11 · 1024 = 1, 0986�

4��!   ����5 ����� ������ ���"����� 
 ���	�� 10−4, �"� ���	�!
��%������	, ��( (�( ��" � ��
%(� %� �� %��	�� 10−4� 6�����
�, ���
���	(�  �! ���(����� �$)�"��! �! � ��
%(� �� �������� ����"�



��������	�
� ������ ��� �
����� � �� ����
�� ���

�� �� �����	
���� ����	� 
 	 ���
� ��
������������� ����	
������ �
�� 	���� �����	
��� ��
	��	
� ���
��� ���
 � �����������
���� ���	
���� ������������ ��� �� � ���
� 	 �
��� ������� 

��������	�
� ������ ��� �
����� � �� ����
��

! ������ "# � "$ ������� %������ �
���� ������
	����
��������� %������ �� %����� &����
 � ����� &����
 '
 ��
����
������ �
����� �����
�� �������� ����
��� �� ��������� ������
%������� 
 �
��� 	����������� �
��������� ("$ "#) * ("$ +,) 

������ "$ "� ��������	 
 �� ��������� ������� �������
f(x) = 3x.

- � � � � � �. '
���� ��
����� %������ f(x) = 3x � �/ �����	�����
	 ����� 012.

f(0) = 3x|x=0 = 1,
f I(0) = 3x · ln 3|x=0 = ln 3,
f II(0) = 3x · ln2 3|x=0 = ln2 3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n−1)(0) = 3x · lnn−1 3|x=0 = lnn−1 3,
f (n)(θx) = 3θx · lnn 3.

3����
	�� ��������� 	��
����� 	 %����� ("$ "").

3x = 1 + x · ln 3 + x2 · ln2 3

2!
+ · · ·+ xn−1 · lnn−1 3

(n− 1)!
+

3θx · lnn 3
n!

· xn.

3��
���� ���

lim
n→+∞

Rn−1(x) = lim
n→+∞

3θx · lnn 3
n!

��� ���� %������	
���� 014 �
	�� ��� 5����	�������

lim
n→+∞

3θC · lnn 3

n!
Cn < 3C lim

n→+∞
(C · ln 3)n

n!
= 3C lim

n→+∞
an

n!
,

�
� �
� ��� ���� �������� a lim
n→+∞

an

n!
= 0 6���	
������ �� ����

���� ("$ +) %������ f(x) = 3x ������
	��
 �	��� ����� &����

(7
�����
) ��� ���� x.

3x = 1 + x · ln 3 + x2 · ln2 3
2!

+ · · ·+ xn · lnn 3
n!

+ · · · =
+∞∑
n=0

xn · lnn 3

n!
.



��� �����	
���� �����	� ��� ������ 	 ��� ������

��� ������	
���� ����� ���� �� �������  ������ �	����� x
�	 x ln 3 
 ������� �������  �� �������
	�� 
�� 
�����
�������

� �	� �

������ ���!� ��������	�
 ���� ��������� �����	�

f(x) = cos2 x�

" � � � �  �# $	���� ��	���% ��� & f(x) = cos2 x  �� ����'

����( 
 ��� � )*+#

f(0) = cos2 x|x=0 = 1,
f I(0) = −2 cosx sinx|x=0 = − sin 2x|x=0 = 0,

f II(0) = −22 cos 2x|x=0 = −2 sin
(
2x+

π

2

)
|x=0 = −2,

f III(0) = 22 sin 2x|x=0 = −22 sin
(
2x+ 2 · π

2

)
|x=0 = 0,

f IV (0) = 23 cos 2x|x=0 = −23 sin
(
2x+ 3 · π

2

)
|x=0 = 23,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n−1)(0) = −2n−2 sin
(
2x+

π

2
(n− 2)

)
|x=0,

f (n)(θx) = −2n−1 sin
(
2θx+

π

2
(n− 1)

)
.

,� �-��� � ���
	���� x = C ���	������ ���� 
 ������� .	'
 �����	 ��% ��� & f(x) = cos2 x �������%  ���- �� n → +∞�
/����
������0

lim
n→+∞

|Rn−1(x)| = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣∣
2n−1 sin (2θC +

π

2
(n− 1))

n!

∣∣∣∣∣∣ � lim
n→+∞

2n−1

n!
= 0.

1	 � ���	���0 ��� &% f(x) = cos2 x �	��	2	���% 
 �%� .	 ��'
���	0 �(��%3��%  ��� �� �-��� )#

cos2 x = 1− 2

2!
x2 +

23

4!
x4 − 25

6!
x6 + . . .

.���� ���� �� �� �������
	�� 
�� 4� 
������%0 	 
��������'

	���% �������� cos2 x = 1

2
(1+cos 2x)  �	�������� ����!+�0 �	���



 ��� x �	 2x#

cos 2x = 1− (2x)2

2!
+

(2x4)

4!
− (2x6)

6!
+ . . . , ��2�	 cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x) =

=
1

2
(1 + 1− (2x)2

2!
+

(2x4)

4!
− (2x6)

6!
+ . . . ) = 1− 2

2!
x2 +

23

4!
x4 − 25

6!
x6 + . . .











��������	�
� ������ ��� �
����� � �� ����
�� ���

≈ π

10
− 1

6

( π

10

)3
≈ 0, 3090.

���� �����	�
� ������ � ������	� �� 10−4� �
� �
� ������ ��

������� �����
1

5!

( π

10

)5
< 104�

������ ������ ��������� 3
√
70 � �	�
	���� 	 10−3.

� � � �  � ��  ��!
���� � "# $���� ����� � ��%� �
�� &'� ��(�


3
√
70 = 3

√
64 + 6 = 4

3

√
1 +

6

64
.

)����	��* ���
!��� ��* %��+�
�	�(� �*�
 ,���-�. ��� m =
1

3

� x =
3

32
� ������+�

3
√
70 = 4

(
1 +

3

32

) 1
3

=

= 4

(
1 +

1

3
· 3

32
− 1 · 2 · 32

2!32 · (32)2 +
1 · 2 · 5 · 33
3!33 · (32)3 −

1 · 2 · 5 · 8 · 34
4!34 · (32)4 + . . .

)
≈

≈ 4

(
1 +

1

64
− 2

3 · 322 +
10

12 · 323
)
≈ 4, 118.

/���	 �
�!� ������ �� ������� �����
4 · 2 · 5 · 8

324
< 10−3.

������ ����'� ��������� ln 5 � �	�
	���� 	 10−3.

� � � �  � �� 0�* ��������* ln 5 ������	���+�* �
���!���+

,���-'.� ����!�� � �+
1 + x

1− x
= 5� �����
 x =

2

3
:

ln 5 = 2

(
2

3
+

23

3 · 33 +
25

5 · 35 + . . .

)
=

=
4

3

(
1 +

22

3 · 32 +
24

5 · 34 + · · ·+ 22n

(2n+ 1)32n
+ . . .

)
.

1��� +� � %���+ ������
�	 ���� �*�
� 
��
* �
22n

(2n+ 1)32n
�

�� ���
��� �*�


4

3

(
22n

(2n+ 1)32n
+

22(n+1)

(2n+ 3)32(n+1)
+

22(n+2)

(2n+ 5)32(n+2)
+ . . .

)
=



��� �����	
���� �����	� ��� ������ 	 ��� ������

=
4 · 22n

3 · (2n+ 1)32n

(
1 +

(2n+ 1)22

(2n+ 3)32
+

(2n+ 1)24

(2n+ 5)34
+ . . .

)
<

<
4 · 22n

3(2n+ 1)32n

(
1 +

(
2

3

)2

+

(
2

3

)4

+ . . .

)
=

=
4 · 22n

3(2n+ 1)32n(1− 4

9
)
=

22n+2

5(2n+ 1)32n−1

������ ��	
 ���
�� 10−3.

�� ������ ��	�	�� ���	������
� �	�
2n+ 1

2n+ 3
< 1,

2n+ 1

2n+ 5
< 1 � 	���

� �	� ����� ������ ���������� ��������� �����	�������� ��������

��� � a1 = 1 � q =
4

9
�����

9

5
.

�	���  ����� ����	 ������� ���� � !	

22n+2

5(2n+ 1)32n−1
< 10−3� "	�

���	������� ������!�	�! ��� n = 7� #������	��
��� � ������ ���

	�����	
�

ln 5 =
4

3

(
1 +

1

3

4

9
+

1

5

(
4

9

)2

+
1

7

(
4

9

)3

+ · · ·+ 1

15

(
4

9

)7
)

= 1, 609.

����������	
��� �����

������ $%�$&� ��������	 
 �� ��������� ������� f(x) = 2x.

������ $%�$'� ��������	 
 �� ��������� ������� f(x) = sin2 x�

������ $%�$(� ��������	 
 �� ��������� ������� f(x) = e2x.

������ $%�$)� ��������	 
 �� ��������� �������

f(x) = cos
(
x− π

3

)
.

������ $%�$%� ������
��	 ���� ��������� �������

f(x) =
√
9− x2.

������ $%�*+� ��������	 
 �� ������� �� �������� x+1 �����
��� f(x) = ln(2 + x).

������ $%�*$� ��������	 
 �� ��������� �������

f(x) =
x− 3

(x+ 1)2
.









��� ������ 	�
 �������� � �������� ���������� �������

x ba x x x1 2 3 4

x

y

0

���� ���� ���������	 
����

������ ����	
� �� ��� ���� ���� �� ��	 ���������� ����� ���
��	 ���� xk� f(x) > f(xk)�

��������� ����� � ����������� ������������ ��������� � ���
������ ����� ������� ����������� ������������ ���� xk� ���
 � !�" ������� �������� ����������� ���������� ���� xk�
� ���"��	#�� �� !���� �����"����" ��#" ������ �����������

����	�
�� ��������� �	 [a; b] ����� ������	�
�� � ����	� ���
�	�
��� ���������� ��� �	 ��	���	� �����	�

� �	�
� !� �� �	��� ���	�
�� ��������� "�	������� ���
��������# ���� �	���	�
 $����� ��������	�� "�	������	�� ���
�������	��#% 	 ����	�
�� ��������� & �	����
!�� � �	���
�
!�� ��	���� '������ �	 ����� [a; b]� (	 ������ ��) ���������
������	*��� � ����	� x1, x2, x3 � x4% �	���
! ��	��� � ���� a%
�	����
! & � ���� x3.

+� �� � �	��������* ���������� � ����	������ ������ 
��,�����	��� ���	�
��� �����������

	�
���� ���-� $��!������	 ������� ������������ ��������
�� %���&��' (��� ��%%����&������� �� ��������	 ���� x = x0

�������� (a; b) %���&�� y = f(x) ���� � ��	 ���� ��������
��� �������� � �� ����������� � ��	 ���� �!������� � ���"�
� ��" f ′(x) = 0.



������ ��	 
������� � �������� ������������ ������� ���

���������	
���� � ����������� ������ ���
������ � ���������
��������
� 
������
������ ������	��� � ������	��� ��� ���� !���"
#�� �$ ��
���	��$ �� �
����� ������� ����������� f ′(x) � �� �� x0


�%�
�����$ �� �� ������� &���� �'�� ��� ����� 0$ f ′(x0) = 0. (��"
���� ��������� )����� ����������� � �� ��* +�
������� ��,�� � ��

�%�
������	� -�������$ � �� �� x4 �� ��
� ��'� .��!�� !���#�� �
+��/ �� �� ����� ����� � ����������� 
���� � 
����� �� ����� ��,��

���/ ������� �� ���� ��� ���� �����

0 !���#�� f(x) = 1− 3
√
x2 ����������� f ′(x) = − 2

3 3
√
x
�� �� x = 0

�� 
�%�
����� ���
���� ��/ �������$ ��
����� �� +��$ !���#�� �����
� +��/ �� �� ���
���� ���
� ��1��

x

y

-1 0 1

1

���� ���� ������ ����	�� y = 1− 3
√
x2

����������� ����	 ����� ���	�	
����� �������� � ���	
�

�	��������� 	���� ����� ���
����� �������	�
�� ������ ����

��� �������� �������	�
� ���� � ����� � ���	
� �	���������

�� ��������� ���
����� �	����������

�+���� ��,�� ����%��	 ����*�����/ ������� 
�%�
��������
+�
�������$ 
!�������������/ � ������� ���2�


����� ���3	 ���� ���	�	
���� ������� y = f(x) ���� ��

���	����� ���� x0  ��	����� � ���� x0 ������� �	�����

���� ����� ��������

)����� �� �� �
���/ ����� �
��/ �� �� 
�%�
����� +�
������� (�$
 �� �� �� x0 ����� �
���$ ������
� ���	 ����*������$ � �� ��
��"
�� ��� �
������� -�������$ �� �� x = 0 ������
� ����� �
��/ ���
y = x3$ �� +�
������� � �� �� x = 0 � +��/ !���#��$ � ������$ ����

��� ��*�,����� +�
������� ���,�� �
�4� ���� ��/�� ����� �"

��� �� ��$ � ����� ��������	$ ���������
� �� � ��* ��� ����������
��
���� ��� �
�����$ � ��

�������� ������* �� � ����*�����



��� �����	 ��
 �������� � �������� ���������� �������

������� ����� ����������	 
����� ������������� ���������
�� ��������

���� ����� x = x0 �������� ����������	 �����	 �������

y = f(x)� � � ��������	 δ������������ ���	 ����� 
��������� f ′(x)
����� �� ���	 ������ ���� 
�� x ∈ (x0 − δ; x0) � �
����� ���� 
��
x ∈ (x0; x0 + δ) ����������� �� ����� ����� ����� �� f(x) � ����
�� x0 ����� ���������� ������� ���� f ′(x) > 0 
�� x ∈ (x0 − δ; x0)
� f ′(x) < 0 
�� x ∈ (x0; x0 + δ)  ��������� ���� f ′(x) < 0 
��
x ∈ (x0 − δ; x0) � f ′(x) > 0 
�� x ∈ (x0; x0 + δ)  ��������

����	�
���
��� ���
 x0 � ���
������� 
���� � ��� ����������
���
� f ′(x) > 0 ��� x ∈ (x0 − δ; x0), f ′(x) < 0 ��� x ∈ (x0; x0 + δ).
�������
����� ������� y = f(x) ��	���
��
 � ��
������ (x0 − δ; x0)
� � !���
 � ��
������ (x0; x0+δ). "�#�� 	������� ������� � 
���� x0

 ��$� 	������� %
�& ������� � �' �& 
���� ��
������ (x0−δ; x0+δ),
� %
� � �	�����
� �
� � 
���� x0 ������� y = f(x) �(��
 ������!&
(����(�(� "����(� ����	����

)����#���� ����	!���
�� 
����(� � ��� ������ (���(�(��

x -1 δ x - x -x + x + x +

x - x - x -x + x + x +

1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

δ
x

x

x1 3x 5x

2x 4x x6

���� ���� ���� ����	
���� �������

*����� ������� � �����
���
� 
���� (���(�(� ��� (����(�(�
� ������ �
���������& 
���� +
���� x1 � x2 �� ���� ,�-. �(��
 ���
 �#���� ��� �(�� � ������ (���'/�(�� ���
���( +���� ,�-.� ���
���
��� � �	��(�( ��� 
����� � ��
���& ����	������ �� ��/��
���

+�� ���� ,�- ����	����!� ����� � ������ � 
����0 x3 � x4 �� ����!� �
� 
����0 x5 � x6 �� ��/��
��'
.�

��	��� ���,� !���������" �� ��������� ������# y = f(x) =
= x3 − 4x+ 2 � �
�������" �� ��������� �������������

1 � $ � � � �2 3
� ������� ���������� � �������������(� ��
���& �������& ����



������ ��	 
������� � �������� ������������ ������� ���

• ������� �	��
����� f ′(x) = 3x2 − 4.
• ������������ 	�
���
��� � ��� � ���
��� �����
������

�
����

3x2 − 4 = 0� x1 = − 2√
3
� x2 =

2√
3
.

��� ����� ��������� ��� 
������ 
	��������� ����
� ��� 

��� �� ��� ��������� −∞ < x < − 2√
3
� − 2√

3
< x <

2√
3
�

2√
3
< x < +∞.

• ! ��"�
� �� #��� ��������
� 	�
���
���� �
������� ��
�

����� ��� ��� 
�� �� �
���"�� �
��� ����������� �
���� �

	�
���
���� �
"�� �������� ���� �
���
 	�� 	����
�� �����

���������� �
��� �
#�
� ��� ������
����� ����� � ��" 

�
� ��������� �
"�
 ����� ���� �
��� � �� 
���������


������ ���������
� �
����

! ���������

(
2√
3
; +∞

)
f ′(x) = 3x2 − 4 > 0� ��� ��� 	�� �
��� 

�
��
 �
��$�� x 	����� ���� 3x2 �
��$� 4�

%���
&���
 � ��� ���������

(
−∞;− 2√

3

)
� f ′(x) > 0� ��� ��� x

��
��� � f ′(x) �
���
 ��� x2

! ��������� − 2√
3
< x <

2√
3

�
���� ���&
 	
�
"��� x = 0� �
 

&�� f ′(0) = −4 < 0, 	
#�
� f ′(x) �
 ���� ���������

(
− 2√

3
;
2√
3

)

������������

'� 
��
����� �������
&
 ������ � �
��� x = − 2√
3

����� ����� 

��

y��� = y
(
− 2√

3

)
=
(
− 2√

3

)3
− 4
(
− 2√

3

)
+ 2 ≈ 5, 0792�

� � �
��� x =
2√
3

( �������

y��� = y
( 2√

3

)
=
( 2√

3

)3
− 4
( 2√

3

)
+ 2 ≈ −1, 0792�

�
������� ��������� �����

�����
 ������� � �������



��� �����	 
�� �������� � ��������� ����������� �������

� (−∞;−2/√3) −2/√3 (−2/√3; 2/
√
3) 2/

√
3 (2/

√
3; +∞)

�� � � � � �

� ↗ max
5,08

↘ min
−1,08 ↗

������ ����	�� �
������ �� ���� ���� ����� ξ1, ξ2, ξ3 �����������

� ���� OX ���������� � ���	�� ���

ξ ξ

ξ

1 2

3

5,08

−1,08

0 x

y

���� ���� ������ ����	�� y = x3 − 4x+ 2

��		
���
 ��� ���� ��
�� � �����
 ����� 	� 	����������

������ ����� � ������ � ������ ���������� �� 	���	������

������  �� � ���������	
 �� ��	����� � ��������	
 ��	���

���� ����	�����	� ������ y = f(x) = 3
√
x2 − x3 = 3

√
x2(1− x).

� � ! � � � �" #�� $������ �����%��� �� �	�& x ∈ (−∞; +∞)�
��� ��� 
' 	����	 ����(�
� �� �� �	�& x ��$$�������
��

• )�&���
 ���������* f ′(x) =
2x− 3x2

3 3

√
x4 (1− x)2

=
2− 3x

3 3

√
x (1− x)2

.

• +������ �
��� ���� 	���������* ����� x =
2

3
� � ������

f ′(x) = 0, � ��� ����� x = 0 � x = 1� � ����'& �������,

��� �������	� � ��	�������	�-� #�� ����� ������*� �	*

��%�	�- �����%���� $������ �� ���'� ������%�

−∞ < x < 0� 0 < x <
2

3
�
2

3
< x < 1� 1 < x < +∞� � ��(��
 ��

����'& $������ ��%���	� 
����������

• .		%����
 ���� ���������� � ��(��
 �� /��& ������%��� 0

������%�−∞ < x < 0 ���������� f ′(x) =
2− 3x

3 3

√
x (1− x)2

< 0�



������ ��	 
������� � �������� ������������ ������� ���

� ��� ����� �	�
����� �������
������� ��
������ � f ′(x)
��	�� ����� x < 0� ������� �	����� � ���� ���������� ������
��
��� f ′(x) > 0� ��� ��� ��� ��	�� x �� ����� ��������� ����
����� ������������ � ���������� ����������� 
�� ���� x >
0� ������� �����������  ��������� ������
��� ��������� ���

� ����������
2

3
< x < 1 � 1 < x < +∞ �������
��� f ′(x) < 0�

������� �	������ !��
��������� � ����� x = 0 "������

����� ������� ymin = 0� � ����� x =
2

3
# �������� ymax =

=

(
2

3

)
= 3

√(
2

3

)2(
1− 2

3

)
=

3
√
4

3
≈ 0, 53� $ ����� x = 1

���������� ���� y(0) = 0�
• %�������� ������� � ��	����

x −∞ < x < 0 0 0 < x <
2

3

2

3

2

3
< x < 1 1 1 < x < +∞

y′ < 0 ∓+∞ > 0 0 < 0 −∞ < 0
min max

y ↘ ↗ ↘ 0 ↘
0 0, 53

x

0
1

0.53

y=-x+1/3
y

���� ���� ������ ����	�� y = 3
√
x2 − x3

• !����� ���"�� "������� &� ���	����� �� ������� '''� %��
���
���������( �� ������� �����( y = −x +

1

3
	�
�� �	)���

���� � ������ **�
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 ���	�����	� � ���	����


��������

��������� 	
� �� ���������� ��
������� ����
�����
� ���
���
���� ������
��� � �������� � ���
������� ������� ������ ����
�� ���� ���
� ���
�	����� 
�	��� 
 � 
�	��� � ��
���! ����������
������� ����� ���" ��� �� ��#��
���
� � ��
�� �� ����� ���������
��� � ��
������! ����� ���
�	������ 
�	���� ��������
$ ��
�����
�� ����
�����
� � ������
$ 
� ���
�	����� 
�	��� ��
���� �� ���
������� ���
�
�	���� �������� ��#��
������ ���
������ ��"
�

�	���� ���
������ ������� 

% �����"#�! �������! ����!����� ��������
$ ���
�	����� 
�	�
��� ��
������ ����
�����
� � ���
������ ������� y = f(x).

������ &' (� y = x2 − x3 = x2 · (1− x).

) � * � � � �+ ,����� ���������� �� ���� 	������� ��� 

• ��!���� ����������" y′ = f ′(x) = 2x − 3x2 = x · (2 − 3x)�
��
��� ��#��
���
 ��� ���! x ∈ (−∞,+∞);

• -����������� ����������" � ���" � ��!���� ����� ������
������+

f ′(x) = x(2− 3x) = 0⇒ x1 = 0, x2 =
2

3
.

.���� �������� ������ y = x2− x3 ����
 ��� �
����������
���
�	����� 
�	��� ��
���� �������"
 �����
$ ����������

�� 
�� ��
������ ����
�����
�+ (−∞ < x < 0),

(
0;

2

3

)
,(

2

3
; +∞

)
.

• /�������� ����� ����������� y′ � ������ �� �
�! ��
�����
���� ��� �� ���������� ����� �"��" 
�	�� ���
��
�
��"�
#��� ��
������ 

% ��
������ −∞ < x < 0 ���������� y′ < 0� 
 � � ������
���� y′(−1) = −1 · (2+3) = −5 < 0� ������ � �
�� ��
������
������
 



��������	�
� ������ ��� �		���
����� ������� ���

� �������	� 0 < x <
2

3

��������� y′ > 0� ����� ��
������

y′(
1

3
) =

1

3
· (2 − 3 · 1

3
) =

1

3
> 0� ������� � ���� �������	�

�����������

� �������	�
2

3
< x < +∞ 
��������� y′ < 0� ����� ��
���

���� y′(1) = 1 · (2 − 3) = −1 < 0� ������� � ���� �������	�

��������

• ��� ��� 
�� 
������ ����������� ����� x = 0 
���������

������ ���� � ������ �� 
	��� � ���� ����� ���� ����� ���

����� ymin = y(0) = 0.

!�� 
������ ����������� ����� x =
2

3

��������� ���

���� ���� � 
	��� �� ������ ��� ����� ���" ����� ���������

ymax = y

(
2

3

)
=

4

9
· 1
3
=

4

27
.

!�	������� ����	"���� ������� � ���	����

x −∞; 0 # 0;
2

3

2

3

2

3
; +∞

y′ < 0 # > 0 # < 0

y ↘ # ↗ 4

27
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$%& $'(

������ )#�)� y = x(1 + 4
√
x).

* � + � � � �, -������ �
���	��� 
�� ���� x ∈ [0; +∞).

• .����� 
��������� y′ = f ′(x) = 1 +
5

4
4
√
x.

• !��������� f ′(x) = 1 +
5

4
4
√
x ��/������� 
�� ���� x � 0 �

�� � � ��	" �� ����/������ 0���������� ����� ������� ��

������

• 1������� ��� f(x � 0) = (1 +
5

4
4
√
x)|x�0 > 0� �������

y = x(1 + 4
√
x) ��������� ���������� 
�� x � 0�

• 2���������� ����

������ )#�3� y = 1 + 4
√
x.

* � + � � � �, -������ �
���	��� 
�� x � 0.

• .����� 
��������� y′ = f ′(x) =
1

4
4
√
x3

.



��� �����	
���� �����	� ��� ���������	� �����	�

• ���������	
 f ′(x) � ���� x = 0 �� ����������� ������	�����
��� �����
 y = 1+ 4

√
x ����� ���� ��������� ���� x = 0�

����	
 
��
���
 ��	������ ����� �� ���	��� ���������	�

��
� ���������	
 � �������	 � ������	�� 0 < x < +∞�

• !�������� ��� f ′(x > 0) =
1

4
4
√
x3
|x>0 > 0�  �"���� �����


��������� ����	��	�� � ������	�� 0 < x < +∞�

• #��������� ����

������ $%�&� y = 2x− 3
3
√
x2.

' � ( � � � �) *����
 � �������	 �	 ���� �������� ����

• +	,����  ���������� y′ = f ′(x) = 2− 2
3
√
x
=

2 3
√
x− 2
3
√
x

.

• ����	����	��  ����������  ����)

f ′(x) = 0,
2 3
√
x− 2
3
√
x

= 0, 3
√
x = 1, x = 1.

������	������� x = 1 
��
���
 ��	����	���� ���������

������ -���� ����� � ���� x = 0  ��������	
 �� �����������
��	��� � ���	 x = 0 
��
���
 ��������� ������#�� ���

��������� ���� �	����	�� ���	��� ���������	��
 �	 ���

������	�	)

−∞ < x < 0; 0 < x < 1; 1 < x < +∞.

• .�������� ��	�  ���������� � 	/��� �� "��, ������	���)

0 ������	�� −∞ < x < 0  ��������	
 y′ =
2 3
√
x− 2
3
√
x

> 0�

���� �	 ������ y′(−1) = 2(−1− 1)

−1 = 4 > 0� *����
 � "���

������	�� ����	��	���

0 ������	�� 0 < x < 1  ��������	
 y′ =
2 3
√
x− 2
3
√
x

< 0� ���

��������� � ����� ���� "���� ������	�	 < 0� 	 ��	���	����
> 0� *����
 � "��� ������	�� ��1�	���

0 ������	�� 1 < x < +∞  ��������	
 y′ =
2 3
√
x− 2
3
√
x

> 0�

��� � ����� ���� ������	�	 � ���������� � ��	���	���� > 0�
*����
 � "��� ������	�� ����	��	���





��� �����	 
�� ��������� � ����������� ����� ��������

��� �������� 	
���� ���
������ 
��� x = 0 �����	���
��� �� �����
 ����� � �
�� 
��� ���
������ ��
�

������� 	�� ��������� ������ 	 
�������

x −∞;−3 �� −3; 0 � 0; +∞
y′ < 0 � > 0 � > 0

y ↘ −27

e3
↗ ���
������ ↗

 !" ��


����������	
��� �����

������ #��$� y = x3 − 3x2.

������ #��%� y = x(1 +
√
x)

������ #��&� y = 1 +
√
x.

������ #��'� y =
3
√
x2 − x.

������ #��(�� y = e

1

x − x.

������ #��((� y =
x3 + 4

x2
�

������ ��� �����	���
 � ���������
�

����� �������

)��
�
���� ������� ��*��
	�	���� ���
������ +������ ��
	��,�� �����	������ -�����.,�� � ������.,�� �������
+������ �� �
����� /0�����.��� ���
�����1� ��������
. � 	��
0��
��
. ���	��� 2��� ����0����

����� �������	
�� ���
�� ����������
�� ����������

��
���� � ������ �������
��

� 
������ #��3 �������*�� ������ ���
�
���� ������� ��*��
�
	�	���� ���
������ 	 ���
������ 
��� ����	�	���� �� ���������
��� ����� �����	����� ���	� � ����	� �
 �
�� 
����
4�����
��� 
����. �*5 ���� ���
�
���� ����	��6 	 ��
���� ���
�

	��
 �����	����� 
��.�� 	 ����� ���
������ 
���� 7��
������

��� ��8�
 ��
. 
��.�� �
�����������





��� �����	 ��
 ��������� � ����������� ����� �������

� (x− x0)
2k+1 ����� ����	 
���� ����� �
� x > x0 � x < x0� ������

�����	��� �
� x > x0 :

f (2k+1)(ξ)

(2k + 1)!
(x− x0)

2k+1 > 0,

� �
� x < x0 :
f (2k+1)(ξ)

(2k + 1)!
(x− x0)

2k+1 < 0.

����� ��
����� ��������� ��� ������ ���������� ������
�� ��
����
����	 ����� x0� � ����
�� �� ��������� �� ��! f(x) < f(x0) �
� x < x0

�
f(x) > f(x0) �
� x > x0� "� ����������	��� � #��� ��
�������� $����
%�� f(x) ���
�������

&��������� ������������ ��� ���� f (2k+1)(x0) < 0� �� ����������
������
�� ��
�������	 ����� x0� � ����
�� $���%�� f(x) �������

������ � � � ���������� �	 
������ � �����		 f(x) = x4�

' � ( � � � �) *������� ��
��+ �
��������+ f ′(x) = 4x3. ,��
��
������� � ���	 �
� x = 0� ����������	��� x = 0 �������� ���%���
��
��� �
��������� �������

-
� x = 0 ��
���+��� � ���	 ���.� f ′′(0) = 12x2|x=0 = 0,
f ′′′(0) = 24x|x=0 = 0� �� �����
��� �
��������� f (4)(0) = 24 > 0�
����������	��� $���%�� f(x) = x4 � ����� x = 0 ����� #���
����� �
������ ��������

������ � ��� ���������� �	 
������ � �����		 f(x) = x5�

' � ( � � � �) -� �������� � �
������� �
���
�� �����
f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = f (4)(0) = 0� � f (5)(0) = 120 > 0� ������
�����	��� #���
����� ���� � $���%�� f(x) = x5 �������� ���������
���
����+��� �
� ���/ x�

,�������� ��� �+��� ��
����� �0���� ������� y = x2k ����� ���
����� � ����� x = 0� � �+��� ��
����� ���0���� ������� y = x2k+1

�������� �� ����
���� (−∞; +∞) ���
����+��� $���%����
1������� ����� ���
������� ������� ����� ��
��� �� ��
���+���

��� � ���	 � ���%����
��� ����� �
��������� �������� ���
��� �����
���
��� �� � ! ��� #���� �������� ������ ��.�� ��	 �$�
����
����
�� ���)

������	 � ��� ����� x0 ����	������� ����� �����		 f(x), 	
� ����� x0 ���������� ����������� ������ ���	������� f ′′(x) 
= 0�



������ ��	 
�������� � ���������� ����� �������� ���

����� ���	 f ′′(x0) < 0
 �� x0 ���� ���� ����	���� �����		 f(x)

���	 f ′′(x0) > 0
 �� x0 ���� ���� �	�	�����

�������� ��	� 
������� 
 �������� ����	������� �����

������ ����� ����	 ��������� �����		 y = f(x) = x3− 4x+2

	�������� ������� �������

� � � � � � �� ��� 
�������
�� �	�
� ��	� ���
��� x1 = − 2√
3

� x2 =
2√
3
�� �!��� ����	������ �	�
��� "�	�� ��	�#�	$��

f ′′(x) = 6x � ����	� �# ��% f ′′
(
− 2√

3

)
= − 12√

3
< 0. & �$	��� '(

�	� �	�
 x1 = − 2√
3
�� ����� �	�
	� �
������ �	 ��	�	� �	�
�

f ′′
(

2√
3

)
=

12√
3
> 0 �� �
�� 	��#	�� �	�
 x2 =

2√
3
�� ����� �	�(


	� ��������

������ ���)� �� ���� ��		 ������! ������ 	������ ��� ��	�	"
���	� ���	 �����		 f(x) = 3

√
x2 − x3.

� � � � � � �� *# ��+% 
�������
�% �	��
 ��	� ���
���  ��'

	$� x =
2

3
�� ����� ����	���	�� �  ��' 
 ��� �������� ��	���

,����-� f ′′
(
2

3

)
= − 2

9 3

√
x4 (1− x)5

= − 2

9 3

√(
2

3

)4(
1

3

)5
< 0 �� � �$	�(

�� '�	� �	�
 x =
2

3
$ � ���
��� f(x) = 3

√
x2 − x3 �� ����� �	�
	�

�
������

����� �����	
��� � ����
��� ������ ������
� ������� ��	���	
�� ����������

.
 �/� 0	�	�� 	�' � ���
�� ,1�)��- ���$�$�2��  �
���� 0 	� '(
��� �
������� � 	���#
� [a; b] �	/�� $	���0�'�� � � � 
�������
�%
�	�
% ������  (a; b)� � � � 0������% x = a � x = b� 3
�� 	��(
#	�� ��	�� ���� ���	 '��� � � �����'��� #������ ���
��� �
	���#
� [a; b]� ��	�%	$��	�



��� �����	 
�� ��������� � ����������� ����� ��������

• ����� ��� 	
������	�� ���	� xk � ��������� (a; b) � 	��
����
������ f(x) � ���� ��
��� f(xk),

• ����� 	��
���� ������ f(x) �� ������ ����	�� f(a) � f(b),
• ������� ���������� 	��
���� M � ���������� 	��
���� m
�	 ���� f(xk) � f(a) � f(b)�

�
������� 
�� ��� ���� 	���
� ��� ������������� ���� 	����� ���

�� ��� �� ��
�� xk ��
���� ��������� �������

������ !"�#� ����� M � m ���	
�� f(x) = x3 − 4x + 2 �� ���
��	�� [0; 1] , [−1; 1] , [−2; 2]�

$ � � � � � �% &	 '������ !(�" '�����)�� ������ �'��������� 
��

� ��������� (0; 1) �����
����� ��
��  ������ ������ ���� �'�����
���� 	��
���� ������ f(x) �� *������� ����	�� f(0) = 2, f(1) = −1�
+������������� M = f(0) = 2, m = f(1) = −1 �����*����� �� *�����
��� ����	�� [0; 1]�

, ��������� (−1; 1) �����
����� ��
�� ����� ���� � ��� ���
f(−1) = 5, f(1) = −1� �� M = f(−1) = 5, m = f(1) = −1� $�������
��� ��'��� ����	�� [−2; 2]� , ��������� (−2; 2) ��� ��� ��� ������

����� ��
�� x1 = − 2√

3
� x2 =

2√
3
� 	��
���� ������ � �������(

− 2√
3

)
≈ 5, 0792 �

(
2√
3

)
≈ −1, 0792� +�������� ��� 	��
���� ��

	��
������ ������ �� *������� ����	�� f(−2) = 2 � f(2) = 2� ����

��� 
�� ���������� 	��
���� M = f

(
− 2√

3

)
� ���������� 	��
����

m = f

(
2√
3

)
�����*����� �� ��������� ��
��� ����	�� [−2; 2]�

����� ����	
��� � �������� 	������ ���	� ��������

,����� '������ ��'������ � ��*������ �������

����	�
���� !"�"� ������ ���������� ����	�� �������
��
����� ���	
�� y = f(x)� ���������� ����	��� � �������� (a; b)�
���� ��� ���������� ���� 	������ ���� �����!���� 	 ��� � ��"��
��#	� x0 $���� �������� %��� &&'(�

����	�
���� !"�!� ������ ���������� ����	�� �������
��
����� ���	
�� y = f(x)� ���������� �������� � �������� (a; b)�



������ ��	 
�������� � ���������� ����� �������� ���
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y

T
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y
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x
a bxx

0
0

���� ���� ������ ��	
��� �
�����

���� ��� ���	���
��� ��� ������������ 	���������� � ��� � �����
����� x0 ����� ��������� ����� �����

f(x )o

Mo

xo

y=f(x)
T

x

yT

y

x

y

0 a b

���� ���� ������ ����
�� �
�����

����������� ����	 ����� x0 ��������� ������ 	������� ���!
���� ���� �"#����"�� ���� �$ ����������� (x0 − δ; x0 + δ), � ��!
����� � ����� ������� �� ����� x0 ����� ��	"��� � � � ��"��� %
����"�� �

���� 	
��������� �� 	�� ��� �	��� y = f(x) � �������� � 	��

������ (a; x0) 	 �������� � 	������� (x0; b)� � ����� x0 ��������

������ ����	�� �	����


����� ����	 &"��� '"��(� y = f(x) �)��� ����"� 	����!
����"� f ′′(x) �� ���* �����* ��������� (a; b)� +��� �� ���* �����*
����� ��������� f ′′(x) < 0� �� ���'�� '"��(�� � ���) ���������
��	"����� ���� f ′′(x) > 0 % ����"����





������ ��	 
�������� � ���������� ����� �������� ���

� � � � � � �� ��	
�� 
	���	���� y′′ = 2k(2k − 1)x(2k−2) > 0 
�
x ∈ (−∞; +∞)� ����	�������	� �
��	�� ����	� ������ �	����� 
�
���� x ∈ (−∞; +∞)�

������ � �!� ���������	 �
������ ��������� � ���
������

������� ��
���� y = x(2k−1)�

� � � � � � �� ��	
�� 
	���	���� y′′ = 2(k− 1)(2k− 2)x(2k−3) < 0

� x < 0 � y′′ > 0 
� x > 0� ����	�������	� �
��	�� ������	�
������ ���"�� 
� x < 0 � �	����� 
� x > 0�

������ � �#� ���������	 �
������ ��������� � ���
������

������� ��
���� y = x3 − 4x+ 2�

� � � � � � �� ��	
�� 
	���	���� y′′ = 6x < 0 
� x < 0 �
y′′ = 6x > 0 
� x > 0� ����	�������	� �
�$�" %�	� $��"&�� ��������
���"��' 
� x < 0 � �	�����' 
� x > 0 (
���   )*�

������ � �+� ���������	 �
������ ��������� � ���
������

������� ��
���� y = 3
√
x2 − x3�

� � � � � � �� ��	
�� 
	���	���� f ′′(x) = − 2

9 3
√

x4(1− x)5
'�����

���" 
� �
��	�� ��
�� �	�"� x = 1� �'���	 f ′′(x) < 0 
� x < 1 �
f ′′(x) > 0 
� x > 1� ����	�������	� �
�$�" %�	� $��"&�� ��������
���"��' 
� x < 1 � �	�����' 
� x > 1 (
���    *�

������	 � �,� ����������� ������� ����������
�� ����� �����

���� ������� �������
�������� ��
����� ���� x0 ���	 ����� �����

���� ������ y = f(x) � f ′′(x0) ���������� �� f ′′(x0) = 0.

-	"����������	 %�	� ��	
�'� 	������	 ������� �� ��	
�'� � �.�
/���������	� ��	 �	�"	� �
����� '	0�� ��"0� �������� �	�"�� �

"	�	
	� ��	
�� 
	���	���� �� ��1��������
2	�"�� � "	�	
�� f ′′(x) = 0 ��� �� ��1�������� ����3��� "
�4

�����"�'� �	�"�'� 	 ��	
	� 
	���	��	�� 5 ���� �	�"� �
�����
��1�����3�� �� ���	 ��"��� �
��� %��� �	��"�

�$	
'���
��' ���
� �	����	���� ���	��� ��1����	����� �	�"�
�
������

������	 � �6� !��� � ����� x0 ������ ����"���
�� ��
����

y = f(x) ���
� 
��# ��� 
� ���������� � ���������� ����� �������


���	 $��� ����� (x0 − δ; x0 + δ) � ������� � ��
�� �����
 ��

����� x0 ������ ����"���
�� f ′′(x) > 0 � � ������ f ′′(x) < 0 �� $��

���	 ����� ���������



��� �����	 
�� ��������� � ����������� ����� ��������

���������	
���� �
�	 ��� x ∈ (x0 − δ; x0) ������ �����������

f ′′(x) > 0� � ��� x ∈ (x0; x0 + δ) ������ ����������� f ′′(x) < 0� ���
��������� ��� 
���� �� x0 ������ y = f(x) ��������� � 
����� ������

���� � ��� �
�	 ����������� ����� �������� �������

������� � �!� ����������� 	�
���� �	���������� ����� ���

������ �����������	���� �	������ �	��� � ����� x0 ������ ����

�������� f ′′(x) = 0 � ���!� ���
��	"�� ����������� ���	� �����

����� � ��
� � �	��� ������ �� �����"���� � ��
� �����������

���#���� � ����������� ����� ����� x0 ���� ����� ��������$

"����#� ����������
� ���������� �����#� � � �

$�

#����# ���#��� � �! % � �&� '������� �� ���#��� � �! 
���

����� ��� �������� �(���� 
������ y = x2k �� �#��� ����� ���������

�� ���#��� � �) % �������� ���(���� 
������ y = x(2k+1) �#��� �����


������* ����� �������� x = 0� ��� +� ����� x = 0 ������
� ������

�������� ������ y = x3 − 4x+ 2 �� ���#��� � �,�

-�� ����� �� ���#��� � �&� ������ y = 3
√
x2 − x3 ���+� �#���

����
������* ����� ��������� � ������� ������ ����������� �� 
��

.�
������ ��� ����� x = 1� � ������ �.( 
�.�
����� ���� ������ �

������� f ′′(x) �� 
�.�
������ ��� x = 0� '����� ��� �� ������
� ����

��� �������� ������� ���� f ′′(x) 
���� � 
����� �� ��( �#�*� ���� �����

/�������� ��������� �������
��� �������
�� � ����� ��������

0���1�� y = x3 − 4x+ 2 � y = 3
√
x2 − x3 ����
��� � �����1��

"����1� ��� 0���1�� y = x3 − 4x+ 2�
x −∞; 0 0 0; +∞
y′′ < 0 0 > 0

���0�� �����

y = f(x) �������� �������� ��������

"����1� ��� 0���1�� y = 3
√
x2 − x3�

x −∞; 0 0 0; 1 1 1; +∞
y′′ < 0 −∞ < 0 ∓+∞ > 0

���0�� �����

y = f(x) �������� �������� �������� ��������



��������	�
� ������ ��� ������
	�� � �
����
	��� �
��� �������� ���

��������	�
� ������ ���
������
	�� � �
����
	��� �
��� ��������

�������� �����	 
��������� ������ ������������ ���������

� �� ������ �������
��� � �����
����� ������� � ��������

��� ����������� ������  �� � ����
���� �!���� ���������� �

��"������� � ����� ����"�! ������� �� ��������� ������������

� ���
�
���� ����������� ������#

������ $%#%� y = x2 − x3.

& � � � � � �'

• (�
�� ������ �������
��� y′ = f ′(x) = 2x− 3x2�

y′′ = f ′′(x) = 2− 6x.
• )������ ����� 
�� ���������� ����������� ����� x = 0 �
x = 2

3
# *���
���� ���� ������ �������
��� � ���� �����#

f ′′(0) = 2 > 0# +��� x = 0 �������� ������ �������#
f ′′
(
2
3

)
= 2 − 6 · 2

3
= −2 < 0# +��� x = 2

3
�������� ������

�������#

• *���
���� ����� ������ �������
��� f ′′(x) = 0� 2 − 6x = 0�

x =
1

3
# +��� x =

1

3
��!���� �!���	 ����
������ �������

� 
� ������� '

−∞ < x <
1

3
,
1

3
< x < +∞.

• ,����
��� ���� ������ �������
��� � ���� ��������#
- �������� −∞ < x <

1

3
� f ′′(x) > 0� �� �� ��
����

f ′′(0) = 2 > 0. ������� ��"��� � ���� ��������#

- ��������
1

3
< x < +∞� f ′′(x) < 0� � ��������� �� !���

������� f ′′(
2

3
) < 0. ������� ������� � ���� ��������#

• +� �� ��� ������
� ����� x =
1

3
����� �������
�� ������

���� ���� x =
1

3
�������� ������ ����"�!#

/������ �!����



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� 	 ��������� �
�	 �����	��

x −∞;
1

3

1

3

1

3
; +∞

y′′ > 0 � < 0
������ �	�
��� �	��� �������� ������

y = f(x) y =
2

27

������ ����� y = x(x+ 4
√
x).

� � � � 
 � ��

• ������ ��	��� ��	���	�
�� y′′ = f ′′(x) =
5

16
4
√
x3

.

• �  �	� !����� �������!��" �	��� 
���
• ��	��# ��	���	�
�# 
���� � 
	�$ 
� 	���%���!#& � �	��� x = 0&


�"	�#%��!# 
� ���
�'� 	���!�� 	�������
�#& 	
� 
� !�%�(
!������

• � 	���!�� 	�������
�# )��� x > 0* ��	��# ��	���	�
�# �	�$(
�� 
��#& ������ ��
�'�� �	�
����

• +	��� �������� 
���
,	!����#�$ �����'� � ��

	� ������� �����
��

������ ���-� y = 1 + 4
√
x.

� � � � 
 � ��

• ������ ��	��� ��	���	�
�� y′′ = f ′′(x) = − 3

16
4
√
x7

.

• .����!# 	�
� �������!��# �	�� x = 0& ��	���	�
�# � �	�	�	�

� !�%�!������

• ��	��# ��	���	�
�# 
���� 
��� 
� ���
�� � �	��� x = 0&

�"	�#%��!# 
� ���
�'� 	���!�� 	�������
�# ��
�'��& 	
�

� !�%�!������

• � 	���!�� 	�������
�# )��� x > 0* ��	��# ��	���	�
�# ��
$(
�� 
��#& ������ ��
�'�� �������

• +	��� �������� 
���
,	!����#�$ �����'� � ������� �����
��

������ ���/� y = 2x− 3
3
√
x2.

� � � � 
 � ��

• ������ ��	��� ��	���	�
��

y′ = f ′(x) = 2− 2
3
√
x
=

2( 3
√
x− 1)
3
√
x

, y′′ = f ′′(x) =
2

3
3
√
x4

.



��������	�
� ������ ��� ������
	�� � �
����
	��� �
��� �������� ���

• ������� ��	
 ��
���	
	
� ��������
� ����
 x = 1� � ����

����� ���
� �������	
� f ′′(1) =
2

3
3
√
x4

∣∣∣∣
x=1

=
2

3
> 0� ������

�
����	�� � ����� x = 1 ��	���� ����� ��	����� �� �����
���������� ����� x = 0 ��	���� 	� ������	�����
�

• ���
� �������	
� 	���� 	��� 	� 
�	
� � ����� x = 0 ����

� �������	
� 	� �� �������� ��
 ����
 
�!��
�� �!�
���

�������	�� ��	���� 	
 ��
 �	���
�
"

−∞ < x < 0, � 0 < x < +∞.

• � �	���
�� −∞ < x < 0 ���
� �������	
�

f ′′(x) =
2

3
3
√
x4

> 0 # �
��� ��	���� ���	��$��

� �	���
�� 0 < x < +∞ �
�%� f ′′(x) > 0 � �
��� ��	��
��� ���	��$��

• &�������� �� ���'��� ����� x = 0 ���
� �������	
� 	�
��	��� �	
�� ����
 x = 0 	� �������� ������ �����!
�

����
��� �
!����

x −∞; 0 ( 0; +∞
y′′ > 0 +∞ > 0

�
��� ���	��$� ����� �����!
 ���	��$�

y = f(x) 	��

������ )*�+� y = x3ex.

, � - � 	 � �"

• .
���� ����� �������	��
y′ = f ′(x) = x2ex(3 + x), y′′ = (x3 + 6x2 + 6x)ex.

• /�	���� ����� ��� ��
���	
	$� ���������� ����� x = −3
� x = 0� 0������� �	
�� ����� �������	�� � ���' ����
'�

f ′′(−3) = (−27 + 54− 18)e−3 =
9

e3
> 0.

/�	���� � ���� ����� ����� ��	�����

f ′′(0) = 0� .��!'����� ��������� �	
� ������ �� �����
���	�� � ���� �����"

f ′′′(0) = (x3 + 9x2 + 18x+ 6)ex|x=0 = 6 > 0.

1
� �
� ���
� 	� 
�	
� 	��� �������	
� � ����� x = 0
��
�
�
�� 	��2�	��� �������� � ���� ����� 	� �� ��������



��� ������	
���
 �����
 ��� ���������� � ����������� ��	�� �
�
����

��� ��� f ′′′(0) > 0� �����	
 � ���������	 ���� ����	 �����

����� ����������

• ������	� ���	 ����� ��	��������

f ′′(x) = 0, (x3 + 6x2 + 6x)ex = 0, ex 
= 0, x(x2 + 6x+ 6) = 0, x1 = 0,

	 x2 + 6x+ 6 = 0, x2,3 = −3±
√
9− 6 = −3±√3.

��������� �	 ����	 ���	���� ������ �� ����� 	����

�����

−∞ < x < −3−√3;−3−√3 < x < −3 +√3;

−3 +√3 < x < 0; 0 < x < +∞.

• !����� ����	 ����� ��	������� � ��	" 	�������"�

# 	������� −∞ < x < −3 − √3 ����
 ��	������


f ′′(x) = (x3 + 6x2 + 6x)ex < 0� ���� ex > 0� � ���$�����

(x3+6x2+6x) < 0 �	 x < 0� %��������� ��� $��	� �����		

� ���� 	������� ���������

# 	������� −3−√3 < x < −3 +√3 ����
 ��	������


f ′′(x) = (x3+6x2+6x)ex > 0� ����� ���	��� f ′′(−3) = 9

e3
> 0�

$��	� �����		 ��$������

# 	������� −3+√3 < x < 0 ����
 ��	������
 f ′′(x) =
= (x3 + 6x2 + 6x)ex < 0� ����� ���	��� f ′′(−1) = (−1 + 6−
− 6)e−1 = −1

e
< 0� $��	� �����		 ���������

# 	������� 0 < x < +∞ ����
 ��	������
 f ′′(x) =
= (x3 + 6x2 + 6x)ex > 0� ����� ���	��� f ′′(1) = (1+ 6+ 6)e =
= 13e > 0� $��	� �����		 ��$������

• &����� �� �	 ���"��� ����� x = −3−√3 ≈ −4, 732;
x = −3 +

√
3 ≈ −1, 268 	 x = 0 ����
 ��	������
 ���
��

����� ��	 ����	 
��
���
 ������	 ���$	���

%�����	� ����	���

x −∞;−3−√3 −3−√3 −3−√3;−3 +√3
y′′ < 0 ' > 0

$��	� �������� ����� ���$	�� ��$�����

y = f(x) y ≈ 0, 93



��������	�
� ������ ��� ������
	�� � �
����
	��� �
��� �������� ���

x −3 +√3 −3 +√3; 0 � 0; +∞
y′′ � < 0 � > 0

������ �	
�� ������� �������� �	
�� ������� �	������
y = f(x) y ≈ −0, 57 y = 0

����	��
��� 	���	� ������ ������ ���	��	������	 ���������
������� �� ����������	 ������
���	�	 �������

������ �� !� y = x3 − 3x2.

������ �� "� y = x(1 +
√
x).

������ �� #� y = 1 +
√
x.

������ �� $� y =
3
√
x2 − x.

������ �� ��� y = e

1

x − x.

������ �� ��� y =
x3 + 4

x2
.

%������� ������ ��������� �� 	���������� ���	����& M � ���'
������& m ���
���� ����(�� �� 	������ )��	������ *��������+ 

,���� M � m ����(�� y = x3ex �� [a; b], �	�	��� ����� 	���
������� � �	
�� x = −3.

������ �� ��� a = −2; b = 2.

- � � � � � �.

• ,� ��������� )'�/ �+ *��������	� � f(x) ��� 
• ,�&	��� ���
���� ����(�� �� �	�(�& 	������.

f(−2) = (−2)3e−2 = − 8

e2
; f(2) = 23e2 = 8e2.

• 0	��	���� *��������	� � ��������� )'�/�+ ���1 ���	����� M
� ���������� m ���
���� ����(�� �	��������� ��� x = −2
� x = 2 :

M = f(2) = 8e2, m = f(−2) = − 8

e2
.

������ �� �2� a = −4; b = 2.

- � � � � � �.



��� �����	 ��
 �������� � ����	 ���� �����������	 �������

• �� �������	� 
���� ���� ������� ������� � ����� x = −3�
ymin = −27

e3
.

• f(−4) = (−4)3e−4 = −64

e4
, f(2) = 8e2.

• �������� �����	���� � ���������� �������� ��
f(−4) = −64

e4
, f(−3) = −27

e3
, y(2) = 8e2.

 ����!��� ��� m = f(−3) = −27

e3
� M = f(2) = 8e2.

 ����!������ "�� ���# a < −4 � b > 2 ���������� ������
��� m = f(−3)� $ M = f(b).

����������	
��� �����

��%!��� �����	���� M � ���������� m �������� �������
y = x3 − 3x2 �� ������� [a; b].

������ �&'&�� a = −1; b = 1.

������ �&'&(� a = −2; b = 4.

������ ��� ��������� � ���� �����

���	�������� �������

)���"���� *������ �������'  �+�� �#��� ���	�!������
������� � "��������� �, *������' -��������� ������ .������
���� � ������/ ��!��'

����� �����	
	� ������ �������

-�� ���	�!������ ������% �����% ������� "��!����	��� ��! *���
���� .��% ������� "�� ���*���������� �!�	���� �*� ����+�% �����
�� ����	� ����!���� �	�� ��� *������� "�� �!�	���� �, � ���������
�����' 0�	� "�� .��� *����� ������� ���*��������� "���	�1�����
� ��������% "����% 	���� L� �� .�� 	���� ���������� ����"����%
*������ �������' 2��	���/� �������	���� � ���	����� ����"���
��'

����	�
���� ��'&� ������ x = a �����	
� ���	������� �
����

	�	�� ������� ������� y = f(x)� �
�� ��	� �� ���� �� ��������

lim
x→a+0

f(x) ��� lim
x→a−0

f(x) ����� +∞ ��� −∞�



������ ��� 	
����� � ����� 
���� �

��������� ������� ���

������ ����� ���������	
 �������� ����� y =
1

x− 2


y =
1

(x− 2)2
� �����	���	 	��� x0 = 2.

� � � � � � �	

lim
x→2−0

1

x− 2
= −∞, lim

x→2+0

1

x− 2
= +∞, lim

x→2±0
1

(x− 2)2
= +∞.


����������� ������ x = 2 �������� �������� ��� ������ ���
� ���� �������� � ������� y = f(x) � ��������� ���� x0 = 2
��� � ��!����"� ��� #������$ � ��%&�

0
2

y

x

���� ���� ��������� �	�
��� y =
1

x− 2
� �
������� ����


� x = 2

'������� �� ������� �����(� ���)��� ������� y =
1

(x− 2)2k−1
� ��������� ���� x0 = 2 �*+� �� ���� ��$� � �����(�" �)���

������� y =
1

(x− 2)2k
, �� ���� ��%�

����	�
���� ����� ������ y = kx + b �������	�� ���������
����	�	�� ������ ����� y = f(x) �� x→ +∞ �� x→ −∞)�
���

f(x) = kx+ b+ α(x), #����&





������ ��� 	
����� � ����� 
���� �

��������� ������� ���

0
a) b) c) d)

x

y

���� ���� �������� 	�
�������� �	������ � �� ���������

�
������

���� f(x) = kx+ b+α(x)� �� ���	
������
� y = kx+ b ���� ������
��
����
� y = f(x).
���� ���	��� ������ ��� x� ����������� ��� � −∞� ��� � � +∞,

����� �
 ���
�� ������
�� 
	�� ���� ����� � �
 	��� � ����
�
������ ��� ��������� ���	��
� �
 
 ����������� ��
 x→ +∞�
���� !
�� "� 
	� �� ���	��
� ������ � ����������� �
 ���
#


� ������
�� � ����
� ��� $�����
������
� �
��	��� %��&��
y = f(x) ��� x → +∞ � x → −∞ �
 �� "��� �
���'�
 ������#
��� ������ y = f(x) �
 �� �
	!
	��� � ������
�� � 
	
� ��
�
�
��� x → +∞ � x → −∞ ����� (()� *�� � ����! ��
�
 ����� (()� +��
�
 �� ����� ������
�� �
���
 ��� x→ +∞� � ��� x→ −∞ � �����
����� (()� ,� ��� ����� ����� ������
�� ��� x → +∞ � x → −∞
����� (()� -��

������ ����� ���������	
 ��� ���� �������� m � n �������

�	
����� 	������� � ��	��
	 ��������	����	����� ���
���

y =
Qm(x)

Pn(x)
=

bmx
m + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x

1 + b0
anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x1 + a0

.

� � � � � � �� ��	
���� 	������ ���
������ 	�����
� 
��
�����
��
�
����
� ������� ��� ������

k = lim
x→+∞

Qm(x)

x · Pn(x)
= lim

x→+∞
bmx

m + · · ·+ b1x
1 + b0

(anxn + · · ·+ a1x1 + a0)x
=





������ ��� 	
����� � ����� 
���� �

��������� ������� ���

����
2x2 − x+ 1

x− 1
= 2x+ 1 +

2

x− 1
.

�� ���	
	�	�� ������ ������ y = 2x + 1 ����	��� ���������
��������� �����

y =
2x2 − x+ 1

x− 1
,

��� ��� α(x) =
2

x− 1
→ 0 �� x → +∞. ���	��� ��� ��� �����

�		� ����	  �	��������� �������� x = 1.
� ��	
 
�!" �	�#�" � $������� ���	
����	� %���#�

y = 3x2 − 4x + 2  y = 3
√
x2 − x3, &��%� ����� " ' � ���	
	� 

�� ��� (()  (((� ��	�
��� ��� �	���� %���#� ������� �	 �		��

������ ���*� ����� �� ����	�
�� ����� y = 3
√
x2 − x3?

+ 	 , 	 �  	- �� ������-

k = lim
x→±+∞

3
√
x2 − x3

x
= lim

x→±+∞
3

√
1

x
− 1 = −1,

b = lim
x→±+∞

( 3
√
x2 − x3 + x) = lim

x→±+∞
x2 − x3 + x3

3
√

(x2 − x3)2 − x 3
√
x2 − x3 + x2

=
1

3
.

.������� y = −x+1

3
 $�'���	�� �� ��� (((� .������� �����

y = 3
√
x2 − x3 ����� ' �� ����	 ���� � ����!�� '��������&�

��
� �(/��(�-

y = (x2 − x3)
1/3

= −x
(
1− 1

x

)1/3

= −x
(
1 +

1

3

(
−1

x

)
+ O

(
1

x2

))
=

= −x+
1

3
+ O

(
1

x

)
.

�� ���	
	�	�� ������ ������ y = −x +
1

3
 	��� ������ ����0

����� ��� �����
�	� � �	$��������� �����	�� � � ,	�

����� ����� �	
�� ���
������� �������

� ������
��� 
� �������

1� ������� ��	&� $���	���&� � �	�#�" �) 2 �� ����� �	��0
�	�
����� ��	
��!� ���� ���	
����� %���#  ������	�� 	3
&��%���







��� ������ ��	 
������� � ����� ����� ������������ �������

y=2x+1

x=1

x

y

0
2

���� ���� ������ ����	�� y =
2x2 − x+ 1

x− 1

M(x;y)

x

y

0

���� ���� 
 ������ ����

� � � � � � �� ��	
�� ��
���� ���
��
����	� S = 4xy, x � y
�� ����������� � ������ ���������� �������� ������� �� ���




������ ��� 	
����� � ����� 
���� �

��������� ������� ���

y =
b

a

√
a2 − x2 � ��������	 � S
 ����� S ���� �������� ������ ���

��	������ x


S(x) =
4b

a
x
√
a2 − x2, 0 � x � a.

�����	 �����������

S ′(x) =
4b

a

(√
a2 − x2 − x2

√
a2 − x2

)
=

4b(a2 − 2x2)

a
√
a2 − x2

.

����������� ����� ���� � ����� x =
a√
2
� �� ���������� � �����

x = a. ��� ��� S(0) = S(a) = 0� �� ����� !�� �������� �����������

��� x =
a√
2
� y =

b

a

√
a2 − a2

2
=

b√
2
.

"���	�� ������ S = 4
ab√
2
√
2
= 2ab.

������ ##
$� ������� �	
�� �� ��
������ ��
�� �	�	� �	���

����� ���� ������ �	��� ����� �������� A � B, ��
����	��

���� �� ������ �	�	��� �	��� ��� �� ����	���	�� �	�� 
������

��
������� ������ h� ��

�����	 �� A �� �	�� a� �� B �� �	��  

b� ��

�����	 �� A �� B �� ������  d�

h

b

A

E

BO

A a C

D B

1

1

���� ���� � ������� ��	


% � ! � � � �& �� �'�	� (���
 )#*+ AA1 = a� BB1 = b� CD = h�
AB = d
 ,�������� ��� OB ��� ���-� �������� ����������� ������
��	 �. ����� c =

√
d2 − (a+ h+ b)2
 /���� ������ L = AC + CD +



��� ������	
���
 �����
 ��� ����� ��
�� ����
������� �������

+DB ������� �� ���	�
����� ����� c� ������ 	�������

x = A1C, 0 � x � c� ����� L =
√
a2 + x2 + h+

√
b2 + (c− x)2� �
����

����
��� L = L(x)�

�	����
�� L′(x) =
x√

a2 + x2
+

x− c√
b2 + (x− c)2

=

=
x
√
b2 + (x− c)2 + (x− c)

√
a2 + x2√

(a2 + x2)(b2 + (x− c)2)
.

L′ = 0 ����� x
√
b2 + (x− c)2 + (x− c)

√
a2 + x2 = 0� �������� ���

� �� �
������� � ������ ������ � � � ����� �������� � �������!

x2(b2 + (x − c)2) = (x − c)2(a2 + x2)� ������ b2x2 = a2(x − c)2. "�#��

$�� ��������� �������� 	�
���� x1 =
ac

a− b
� x2 =

ac

a+ b
� ������

������ x1 � 	�������� ���� 	�� a > b� x1 > c � 	�� a < b� x1 < 0�

%���� x2 ���	�
���� ����� A1 � E� ����
a

a+ b
< 1. �������� ���

	��� ACDB ������ AOB � AEB� 	�$���� �
�� ������ ����� 	���

���� A � B  ���� �����#�&� ��
� 	�������� ����� ��� ���������

A1C =
ac

a+ b
.

��������	�
� ������ ��� ���� 	����
�		���
���� �������

������ ����� � $��� 	����������� ������ �	����
��� ����� 
�

����	���� ���'��� '��(�& 	������� �� ���� 	������)�� 	������

������ �����&� %�� ������ ��
� �� �&��� �)* 	��������� ���'���

'��(�� y = f(x) � ����� ��������� �� ��
� $��  ���� �� �������

������ y = f(x) � y′ = f ′(x) � �������� ������� �� 	�
����� ���

���#�� ���
������� $��� '��(�& � ����� 	�������� �� ���'����

������ ++�,� y = x2 − x3 = x2(1− x)

" � # �  � �-

• �������� ��� $�� '��(�� � �������� 
��&�& ����� �

	�$���� � ����� ��
��� ����	���� ����� �� � ������

��
��� ����	����

• �	����
�� 	��������� ���'��� '��(�� y = x2−x3 � �����

��������- y(0) = y(1) = 0.
• .
�  �
�� ������ 	�������� ���'��� �����
��-

y

(
−1

3

)
=

4

27
; y

(
−2

3

)
=

20

9
; y

(
4

3

)
= −16

27
� y′(1) = −1.



��������	�
� ������ ��� ���� 	���� �		���
���� ������� ���

• �������� ��	
�� 
����� y = x2 − x3 ����� �����

x

y

0
1

���� ���� ������ ����	�� y = x2 − x3

������ ����� y = x(1 + 4
√
x)

� � � �  � ��

• �������� ��� ��	
�� ���� 
����� �	��� � ����� 	��� !
����

• "����  ��������# � ��#�� y(0) = 0.
• $%���&�� �� �&���&'��

y(1) = 2; y(2) ≈ 4, 38 � y′(0) = 1.
• �������� ��	
�� 
����� y = x(1 + 4

√
x) ����� �����

y

0 x

���� ���� ������ ����	�� y = x(1 + 4
√
x)

������ ���(� y = 1 + 4
√
x



��� ������	
���
 �����
 ��� ����� ��
�� ����
������� �������

� � � � � � ��

• ���	�
��� �� ������ ��� ������� ���� �� ���� ������
��

• y(0) = 1� � ���� x ����������� ���
• � ���!�� 
���!���!���
y′(+0) = +∞; y(1) = 2; y(2) ≈ 2,19; y(3) ≈ 2,32;
(0, 5) ≈ 1,89

• "������ ������ ������� y = 1 + 4
√
x #���� $%&'�

0

1

2

1 2 3 x

y

���� ���� ������ ����	�� y = 1 + 4
√
x

������ %%�(� y = 2x− 3
3
√
x2.

� � � � � � ��

• ���	�
��� �� ������ ��� ������� ���� �� ���� ������
��

• "���������� � ��)��� *������ 	 	�
� y =
3
√
x2(2 3

√
x− 3)� ��

��
� ��!�����

y(0) = 0, 2 3
√
x− 3 = 0, 3

√
x =

3

2
, x =

27

8
.

• y′(∓0) = 2( 3
√
x− 1)
3
√
x

= ±+∞, y′
(
27

8

)
=

2

3
, y(−1) = −5.

• "������ ������ ������� y = 2x− 3
3
√
x2 #���� $%('�



��������	�
� ������ ��� ���� 	���� �		���
���� ������� ���

y

x0 1 2 3 4 5

���� ���� ������ ����	�� y = 2x− 3
3
√
x2

������ ����� y = x3ex.

� � � � � � �	

• 
���������� �������� ���� ���� �������� ���������	
k = lim

x→+∞
f(x)

x
= lim

x→+∞
x2ex = +∞ � ��������� ��� x →

+∞ ����

k = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞
x2ex = − lim

t→+∞
t3

et
= 0,

b = lim
x→−∞

(f(x)− kx) = lim
x→−∞

x3ex = − lim
t→+∞

t3

et
= 0.

���� �������� ��� x → −∞ ������� ��������������
��������� y = 0�

•  �����!���� � ����� y(0) = 0�

• y(0, 5) ≈ 0, 206; y(1) = e; y(−1) = 1

e
; y(−2) = − 8

e2
; y(−4) ≈

≈ −1, 17; y(−5) ≈ −0, 84y(−8) ≈ −0, 17
•  ������� ���"� "#�$�� y = x3ex %���� &��'�


 �!���(� ������� ������� �����)�(���� "#�$�* �� ����� ��+
$�� �, ����������



��� ������	
���
 �����
 ��� ����� ��
�� ����
������� �������

y

-6

5

x0

���� ���� ������ ����	�� y = x3ex

������ ����� ���������	
 ������ y =
x3

x2 − 4
� ���	���	
 ��

�������

� � � � � � �	

• 
����� ����������� �������
D(y) = (−∞;−2)⋃(−2; 2)⋃(2; +∞).

• ������� �������� ���� f(−x) = −f(x)� ���������������
• ���� ����������� � ��� � x = 0, y = 0.
• ����� �!�"# 	 x = −2 � x = 2� ��� "� x = −2 � x = 2 �#��$

%��� #��������" � �� ���� �� &�� '�� lim
x→2±0

x3

x2 − 4
=

= ±+∞� � lim
x→−2±0

x3

x2 − 4
= ±+∞�

������"� �� ����"� (��� �������� x3 � x2 − 4� ����$

�� y = x− 4x

x2 − 4
� ���� lim

x→+∞
4x

x2 − 4
= 0� ��� �� ���������$

 � ��#����� y = x, �#������ �������) �� �����)�
• �)�� ����!#����%

y′ = f ′(x) = (
x3

x2 − 4
)′ =

(x2 − 4)3x2 − x32x

(x2 − 4)2
=

=
x4 − 12x2

(x2 − 4)2
=

x2(x2 − 12)

(x2 − 4)2
.









��� �����	 ��
 ������ ������� �������

������ ������ y =
3
√
x2 − x.

������ ������ y = e
1
x − x.

������ ������ y =
x3 + 4

x2
.

������ ������ ����� ����� ���	
��� �� �����
 �� �
�������
��� �
 ����� ��	��� 	���� � ����� �� �
�������� �
 �	����� ��
��
 �� ��	��� �������� �
 ��	��� � ! 	
� ��"�#� ��	��� ��������
�� ����� ��	���"���� ��� �
��� ��"�� ����� ��"��� ��	�� � 	��� �"�
�����  ���$ ���� � �����
 � � �	
� 
�#�� �	���� %�	��
 	���
& '� 	
������ ����� � � � (���"� ��	��
) & *�

������ ��	 
������ ��������� ���������

���	
	��	 ����� ��	�� ����
�������� ����	��� ����� �	�
���� �����	��� ����� �	��� ��
�������� �	
	���� �	���
� !�����

����� ����	
 ���	�	��

����	�
���� ����� +�	��� �	
������

f(x) = 0 "����#

�
�$�
���  �"� ξ, ����	��� ���� � ����
�"��� ����� x � �	
��
������ ��	
�
�� ��� � ���������

��$�� ���� �����	��� "����# � ���
����	%�& ���	 ��	�%���
��
	�%� ���&����& 
�' � �%
!���	
 ��( %
����(� ��)�&� &	�����
&� ��(���	��� ���	$ "����# ��
�!�%� ��%
	���	 &	���� ��%
	���
���	
 ��( ����
��	��$* �����	 ��%����!�%� �� ��� +����* �	���$
, ���	
	��	 ���� � �����$ , �����	��	 ����	��� ����� - ��
 �	$�
'	& ���	& %����� * ��� .����� f(x) �	��	����� �� ���	���
	* ��	
�)	�%� ��	� �����	���* "����# � �&		� �	���!* � ������* +�� ���	�
������	��* � �����! ����������	�

����� ������	�� ���	�

/%
� &� ��%����& ���.� .����� y = f(x), �� ����&� �����
�	��� "����# ����� ���� �	�	%	�	��� +��$ .����� % �% ! ��%��%%*
�* ���& ������&* &� &��	& ��$�� ����
������	 ����	��� ���	$
�����	���* ��	� ��$�� ���	���
�* �� �����( ��(����%� �� ����&�



������ ��	 
������ ��������� ��������� ���

������ ���	 �� �
�� �� 
�������� ����
� �����

 y = x3 − 4x + 2,
����	 ��� x3 − 4x + 2 = 0 � ������ ξ1, ξ2, ξ3. ����� �����
� ����

ξ1 ∈ (−3;−2); ξ2 ∈ (0; 1); ξ3 ∈ (1; 2).

����
������ �����
� �������
�  !"��# ����� �$�% &��
�������
�'( 
 ������'
� �������) &�������
� �������
�  !"��# � *��
������+
��� �
��

ϕ(x) = ψ(x),  !"�!#

����� ������
  !"��# ����� ����
 &��������
� �����
, y = ϕ(x) 

y = ψ(x),  �
�� �!-#�

y=   (x)ψ

ξ ξ ξ1 2 3

y=   (x)ϕ

x

y

0

���� ���� ����� �����	��
 ϕ(x) = ψ(x)

������ !"��� ����� �����	
��� ���� �����
��� x3−4x+2 = 0.

. � � � � 
 �) /�&
��� �������
� x3−4x+2 = 0 � *��
���������
�
�� x3 = 4x − 2, �������
� y = ϕ(x) = x3 
 y = ψ(x) = 4x − 2.
���
� �������	 ������
 �������
� x3 − 4x + 2 = 0 �������� ����

&��������
� &������$ y = x3 
 &����, y = 4x− 2. 0� �
�� �!1 
����
ξ1 ∈ (−3;−2)2 ξ2 ∈ (0; 1)2 ξ3 ∈ (1; 2), ���	 �����������	 �������������
�����%�����	 &�������$� �� �������

 �
�� ���

������ !"�!� ����� �����	
��� ���� �����
��� 2x − x2 = 0 �

2x + x2 = 0.

. � � � � 
 �) /�&
��� &����� �������
� 2x − x2 = 0 � *��
��+
������� �
�� 2x = x2 
 &����
� y = ϕ(x) = 2x 
 y = ψ(x) = x2.
���
� �������	 ����
 �������
� 2x− x2 = 0 �������� ������
 &���+
�����
� ����
�� &��������%��, �����

 y = 2x 
 &������$ y = x2.



��� ������ 	�
 ������ ������� �������

ξ

ξ ξ
1

2 3

x

y

0 2

8

���� ���� ����� �����	��
 x3 = 4x− 2

�� ���� ��	 
���� �� ������� ��� ���� ����������� ξ1 ∈ (−1; 0)�
ξ2 = 2� ξ3 = 4� ���
���� �� ��� x > 4 ����������� ���
�� ����
 � ���� ���� ��� ��� �� x ��!�!�����!� "#��$�� �!���� ��������
��� �������!�� %�!
����� 2x + x2 = 0, ��
���� �� ����� ������
��� &�!"��� "#��$�� y = 2x � y = −x2 '�#����� �! ���� ��	( ��
�������!�����

)������� ������ � !�!���# ���#���!�
 &�!"�����& ��������
������ �� ���
��*���� 
� � ���#��
 ��
���� ��� ���� �� ���

��	
��� (a, b) �	��
����� f ′(x) �� ������ ����� � �� �	������ �	�

x = a � x = b ������� f(x) �	������� ������� 	���� ����
�

�� �� ���� ����	
��� ������� ���� ��	���� ��� � ���� �	�
���

��������� ��	����

+���
!������ �� �,�� ���������� ����� � �! �!��� ������

!�!� ������� ����� # #�!
����� f(x) = 0, �� �����&!� � ��������
&�!"��
� -��!��� ��������� �����
!�� �������� "#��$��
� �� ��!����� 
 ������� ����!���� ���!�� .!������� #�!
�����
x3 − 4x+ 2 = 0.

������ /���� ��	������� ������������ ����� ��	��� �	�
�����

x3 − 4x+ 2 = 0 � �������� ���



������ ��	 
������ ��������� ��������� ���

y=-x

0

y=ψ(x)= x

y=ϕ( x)=2x

2

ξξ2ξ 31

y=ϕ( x)= 2x

2

x

y

���� ���� ����� �����	��
 x2 = 2x

��������	 
����������  ������
�
	 ����� y = x3 − 4x + 2
�������	 � ��������������� ������ ���� ��� ������� ���	����
��� y → −∞ �� x → −∞  y → +∞ �� x → +∞, �����
 �	����

��� �������� x3 − 4x + 2 = 0 
��� �� ������ ξ1 ∈ (−∞;− 2√
3
)�

ξ2 ∈ (− 2√
3
;
2√
3
)  ξ3 ∈ (

2√
3
; +∞).  ���!���"�
 
	 
�#�
 �
��!$

"�! �� �������	� �	���� ���� �� ��#��
 % �&� %��� �����
� �����	& ��%�	�' (���
��� ��� �����)� �������� f(−3) = −13 < 0�
f(−2) = 2 > 0� ��� �����)� f(0) = 2 > 0� f(1) = −1 < 0� ��� ����!�)�
f(1) = −1 < 0� f(2) = 2 > 0' *���������!��� ξ1 ∈ (−3;−2)� ξ2 ∈ (0; 1)�
ξ3 ∈ (1; 2)'

����� �����	 
����������� ��	����� �����

+���! �����! �������� ,�-'./ �������  ��&����� � ��������
(a; b). +���#
� ��� �)� ����#0���� %������ ����� x̄ ∈ (a; b).
+���! ������ %������ ���)� ����� ����� ξ ∈ (a; b), ��)��� ��
����
���
��� 1�)���#� ,.2'3/ � ����%�� [ξ; x̄], 
��


|f(ξ)− f(x̄)| = |f ′(ζ)||ξ − x̄|,



��� �����	 
�� ������ ���������� ���������

��� ζ ∈ (ξ, x̄). ������	�
 ξ � ����� �����	 
��������� ����������	���
f(ξ) = 0� �

|f(x̄)| = |f ′(ζ)||ξ − x̄|.
�
��	 m1 ���	 ������	��� ������� ���
�� ����������� f ′(x) ��

[a; b], ����� |f(x̄)| � m1|ξ − x̄| �� ����������	���

|ξ − x̄| � f(x̄)

m1

. ������

 ���
�� ������ � ��!� �"���
 ������ ���#��$!����� �������
����� x̄ �� ������ ������� ξ.

������ ���%� ������� �	�
�� ��
��������� �������� �����

x̄ = 0, 5 ��������� x3 − 4x+ 2 = 0.

& � � � � � �' x̄ ∈ (0; 1), �� �������� ��� �� ���������� ������
��������� � ������
(�� ������� ����� ������� �����	 ξ2. )��������

f(x̄) = f(0,5) = 0, 125,

����������� f ′(x) = 3x2 − 4 ��������� ������� f ′(0) = −4� f ′(1) =
= −1� m1 = ��������|f ′(x)| �� [0; 1] = 1. ���������� ���
�����
������� � ������� ���
�� |ξ − 0,5| � 0,125. *���������	��� ���#��+
$!���� ������� ����� x̄ = 0, 5 ��������� �� ������ ξ �� #����� ��
�� 0,125, � ,�� ����� 0, 375 � ξ � 0,625

����� ����	
 ������� ����

-�� ������� ����.(�� ,�
 ����
� ����.��� �������� ���������+
���	��/ ���#��$���� ���� ��� �/ ���� ������.�� �����"�������
��������� - ����"���� ,�� ������� ��� ��������/ 
������/� ���"�+
0���/ ��� ��$���� ������� �������.� ����� ������� 
��������
����1� � �.#�� �������� ������� ������	.� ��,���
 �/ ���� ����+
��.� ������ �������� ����������� ������ 
�������� ����1�� 2�
����������� �� ��
/ ������/' ������ � ,�� ����� ����������� ����+
���� ������ � ����� 3	.���� ���� ����� �������	��/��



������ ��	 
������ ��������� ��������� ���

����� �����	

��� ����
	�

����� ��������	 
 ���� ������� � ��������� �������� �����
���� ���� 
����� �������	 ����� ������� � ��������	 � ���������
(a; b). ������� ��	 �������!������ f(a) < 0" f(b) > 0. #�$����� ���

��$�
 [a; b] ������� � �������� f(a+
b− a

2
). %��� &�� $������� �����

���" �� ξ = a +
b− a

2
, ���� f(a +

b− a

2
) > 0, �� ξ ∈ (a; a +

b− a

2
);

���� f(a +
b− a

2
) < 0, �� ξ ∈ (a +

b− a

2
; b). '������� ������������

(�) ����$�
" *�� ��������	 
�����" � ������	�� ���+���� , ��
 ��
��� ���" ��
� �� �����*��� $������) ��������� ���
���
 � 
����)
�����+�� �� 
����� ���������������� ����������� ����$�
" ������
��(�) 
����� ������	 �������" �������� ������ ����� ���� �+�����
�� -�����

|xn − ξ| < |b− a|
2n

, ����. 

*�� n/ ����� �����+��" � xn 0 $������	 
���	 � n���) �����+���
,$ -����� ����. ������1 ����� �2��
� � $������� �������!���*�

���	 ����2����� � �3 ��$ ���������� ����$����� ������ �����+��"
��
 23 = 8 � ��2� 24 = 16 > 10.

������ ���4� ��������� ���	
 �	�	���	�	 
������ 
�� ��	��

����� �	��� �������� x3 − 4x + 2 = 0, ���	
����	��  ��������

(0; 1).

# � 2 � � � �1 5��� 
����� �� ���$������ ����� ξ2, f(0) = 2 > 0"
f(1) = −1 < 0, ������� �������!���� $������� 
���	 x1 = 0, 5,
f(0, 5) = 0, 125 > 0 ⇒ ξ2 ∈ (0, 5; 1, 0). 6����(�� �������!����
$������� 
���	 ������� x2 = 0, 75, f(0, 75) = 0, 753 − 3 + 2 < 0 ⇒
ξ2 ∈ (0, 5; 0, 75). 7������" ��� � ������������ ��)����	� ��� ��
��	$������� ����� ������	�� f(xn), ���������� ���������� $��
� 8��
��� x3 = 0, 625; f(0, 625) = 0, 6253 − 2, 5 + 2 < 0 ⇒ ξ3 ∈ (0, 5; 0, 625).
7�������� x4 = 0, 5625 � ����

72��
� � ����������� ξ �� x4 ��*����� ����. �� �����2���
1

16
=

= 0, 0625.
����� ���������*� ������	 ��������� �������" �� ����� �������

�� �������	" ���� �2��
� |xn − ξ| ����2����	 ���������



��� �����	 
�� ������ ���������� ���������

����� �����	
 ��� ����� �
�
���	���
���� ����� �����	��
 � ��	���� ����� ����
�	��
 �������� ���

���� �����	
 ��� ����	����	 ���� �����	�� ����� ��	����� ��� ���
���� �������	
 � !�"# ������� 	 �����	��
 �� 	�������� (a; b)� 	 ��
$��� 	�������� f ′(x) 	 f ′′(x) ������
%� &���	� '�������	� (���)	%
y = f(x) � ����������	 ����	 ξ *� (������ +�,���� �"-�.#� *����	�
h = ξ − xn, ��� xn − n���� *�	�	���	� ����


f(ξ) = f(xn) + f ′(xn)h+O(h2) = 0, � !�/#

$�� �������	� ����� ���%� ���� ξ� �����, ������ �������	
 � !�"#
�����	� � � !�/# ���	�	��O(h2), &����	� h �� hn = xn+1−xn, ��� xn+1

�����%��� *�	�	���	� � ����% ξ :

f(xn) + f ′(xn)hn = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) = 0.

������

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . � !�.#

��� 	 ���� (������ ������ 0�%�����

0

y

x
xn

yn

xn+1

y=f(x)

T

xn

n+1x
ξ

���� ���� � ������ �	
���� �������	����

1�������	� �	�� "!"� '������� 	& ����	 (xn; yn) ����������% T �
��	��, y = f(x) :

yT = f(xn) + f ′(xn)(x− xn).



������ ��	 
������ ��������� ��������� ���

�� ���������	� � 
��� ���	�� 	 ��� �����	� ���������
 ��	��	�
���	� xn+1, ���� yT (xn+1) = 0. �
��
�� ���
� ����
� ��� 	 �� �
!�� ���
�
� ������� "� # �
�"
�	� � �
��� ξ ������ ��	!��
y = f(x) �������
$ � ��$ ! �
��� (xn; yn)

������� %&�'� ����������� 	�
���� ��������� ������ ����
����� ��
� f ′′(x) �� [a; b] �������� ���� � � ����� ����
��������
�������� ����� xn ����� ��� �� ����� ��� f(xn), �� �
��	� ��
����
������ xn+1, ������
����� �� !"#�$% �	��� �
��� � ������	
����� ξ.

(�	� ��
����	����
� �
��������!
 ��
$ ��
��� � ) �
��� xn

�����	� *����		 f(xn) > 0,  ��� !
����
$ *����		+ �� � �	�� '&'+
f ′′(x) > 0 	+ �� !	��
+ xn+1 ��	�� � �
��� ξ. ���	 � � !���	 �
��	��	���	� �
��� �
��� x̄n, ! �
�
�
$ f(x̄n) < 0, �
 ��������
� ��	!
$+ ��
!�����
$ � y = f(x) ! �
��� x̄n �
��� �������� 
��
���	�� ! �
��� x̄n+1, ���
�
����
$ ���,� 
� �
��	 ξ, ��� xn, 
�� ��	!� �
��� � �� ��
$+ ��
 ��������� ��	��	���	� x̄n+1 �����
��� ���,� 	 	����		+ �� �
!
���+ ��
$������

-���	� 
,	��� ��	��	����
�
 ��,��	� ��!���	� f(x) = 0 �

���
�� ����
��

����� x̄ = xn+1 ! *
����� .%&�&/

|xn+1 − ξ| � |f(xn+1)|
m1

.

0�	,�� *
����� 1�$�
� .'2�%/ ��� �
��	 xn+1 ��	 n = 2

f(xn+1) = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) +
f ′′(ζ)
2

(xn+1 − xn)
2,

��� ζ ∈ (xn, xn+1) �
��������
� ! ����	� �!�
 ����+ �
����

.%&�3/� 1
��

|f(xn+1)| = |f ′′(ζ)|
2

(xn+1 − xn)
2 �

M2

2
(xn+1 − xn)

2,

���M2 �!�
 �	�
��,��� �����	� |f ′′(x)| � [a; b], 	 ����
!�����
+

|xn+1 − ξ| � M2

2m1

(xn+1 − xn)
2. .%&�4/

5
���� .%&�4/ �
�� !��+ ��
 
��	�	� ��	��	����
�
 �����	� 
�
�
��
�
 ! ���
�� ����
� �����,���� ��
�
��	
����
 �!����
���
��	 �!�" �
����
!����� " ��	��	���	$�





������ ��	 
������ ��������� ��������� ���

�������� �	�
	�	 ��� �� ��������	 �
�����	��	 ������� x0 = −3,
����� �� ��
���	 ����� ����	�����	���� ��
	�	��	� 

x1 = −3− 13

23
= −2, 4348,

x2 = −2, 4348− (−2, 4348)3 + 4 · 2, 4348 + 2

3 · (−2, 4348)2− 4
= −2, 2415,

x3 = −2, 2415− (−2, 2415)3 + 4 · 2, 2415 + 2

3 · (−2, 2415)2− 4
= −2, 2151.

!"	�#� �������� �
��	�	� �� ��
���	 ���$� 

|x3 − ξ1| � 18

2 · 8(2, 2415− 2, 2151)2 < 10−3.

��	�����	����% � ��������& �� 10−3 ������ ξ1 = −2, 215.
���	�
���� ����� ������ ξ3 ∈ (1; 2) :

f(1) = −1, f ′(1) = −1, f ′′(1) = 6,

f(2) = 2, f ′(2) = 8, f ′′(2) = 12.

������� x0 = 2. ��
���

x1 = 2− 2

8
= 1, 75,

x2 = 1, 75− 1, 753 − 4 · 1, 75 + 2

3 · 1, 752 − 4
= 1, 6811,

x3 = 1, 6811− 1.68113 − 4 · 1, 6811 + 2

3 · 1, 68112 − 4
= 1, 675.

�����	��� ������ ����������� �� ������� (1; 2) ������ ����� �	�
������ ����� �� �����	� � !"#$ ������� ������� [1, 5; 2]. %� &��� ��'
������

M2 = f ′′(2) = 12, m1 = f ′(1, 5) = 2, 75.

(����

|x3 − ξ| � 2
12

2 · 2, 75(1, 681− 1, 675)2 < 10−3.

)	�������	���� � ��������* �� 10−3 ������ ξ3 = 1, 675.



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

�������� �����	 ���
� �	�
�� � ������ ��������� f(x) =
= xm − a = 0� ���� � ��������� �
���� x = m

√
a. �
����� ����� �

!�
� ������ ������ ���"

xn+1 = xn − xm
n − a

mxm−1
n

=
1

m
((m− 1)xn +

a

xm−1
n

), n = 0, 1, 2, . . . ����# 

$�� ���������� ���������% �
���� x =
√
a, m = 2

xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn

), n = 0, 1, 2, . . . ����&' 

������ ���(� �����
√
5 �� �	��
� ������ � �������� 
�

10−4.

) � � � � � �" * !�
� ������ a = 5 � �
 ����&' � �
�
+�� x0 = 2
�����

x1 =
1

2
(x0 +

a

x0

) =
1

2
(2 +

5

2
) = 2, 25,

x2 =
1

2
(x1 +

a

x1

) =
1

2
(2, 25 +

5

2, 25
) = 2, 23611,

x3 =
1

2
(x2 +

a

x2

) =
1

2
(2, 23611 +

5

2, 2361
) = 2, 23607.

,���
�����	�
� x3 = 2, 2361 ��-� ������� ����� .������ /0����

��1�� �
 ����2 ��-� �������� ���	�� 10−4.

��������	�
� ������ ���
�
���
���� ���
�� �
 ��������� ������ �����

)����
���� 
��� �. �������
� �
���
�	�
� ��1
�� �� ������
��3
��� 4���0��� �
���
���� 5��4��
� � ������� .���� �� !���������

������ ���&� ����	
����� ������ y = 3
√
1− x3 � ��������� 	�

�������

������ ����� ����	
����� ������ y =
1− x3

x2
� ��������� 	�

�������

������ ����� ����	
����� ������ y = 3
√

(x+ 1)2− 3
√
(x− 1)2 �

��������� 	� �������

������ ���6� ����� ��������		 M � ����	���		 m ����	���

������� y = 3
√
(x+ 1)2− 3

√
(x− 1)2 �� ���	���� [−1; 1] [−2; 0] [−2; 2]�



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

������ ����� � ������ ��� ���	
�� R �	���� �	�	��� � ��	�

�����	� ��������

������� ������	
 
������� 	���	���	� ���	��

������ ����� ����������� �
���	� y = 3
√
1− x3 	 �����	�� ��

����	��

� � � � 	 
 ��

• ������ ��������	
� ��	��

 D(y) = (−∞; +∞)
• ��	��
� ����� �
�� ���� 	
 !"�	�� 	
 	�!"�	���

• #�!�
 ������!�	
� � ���$ Oy : x = 0 y = 1 � ���$ Ox : y = 0 

x = 1�

• #�!�� ��%�&�� 	�� �����������	� ����
����	&' ��
(����

	��� )��( 	����		&� ��
(����& � 
�����%���	
�( ���(��

*������	��

k = lim
x→+∞

3
√
1− x3

x
= lim

x→+∞
(

3

√
1

x3
− 1) = − lim

x→+∞
(1− 1

x3
)1/3 = −1,

b = lim
x→+∞

(
3
√
1− x3 + x) = lim

x→+∞
(−x(1− 1

x3
)1/3 + x) =

= lim
x→+∞

(
−x+

1

3

x

x3
+ x · O

(
1

x6

)
+ x

)
= lim

x→+∞

(
1

3x2
+ O

(
1

x5

))
= 0.

+����������	� ���������� 	����		�� ��
(����� y = −x
• ,�'��
( ���
%���	�$

y′ =
1

3

(−3x2)
3
√

(1− x3)2
= − x2

3
√

(1− x3)2
.

-�
�
!���
� ��!�
 x = 0 
 x = 1� .����� ���
%���	��

y′′ = −
3

√
(1− x3)22x− x22(−3x2)

3 3
√
1− x3

3
√

(1− x3)4
=

= −(1− x3)2x+ 2x4

3
√

(1− x3)5
= − 2x

3
√

(1− x3)5


(��� �� /� ��(&� ��
�
!���
� ��!�
�



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

• �������� �	
�� ��	��� ���������� ����������� �������

���� � ���� ������������
x −∞; 0 0 0; 1 1 1; +∞
y′ < 0 0 < 0 −∞ < 0
y′′ > 0 0 < 0 ±+∞ > 0
y ↘ ���������� ��� ↘ ���������� ��� ↘

∪ �� �� ����!�	� ∩ �� �� ����!�	� ∪
y = 1 y = 0

• "� ��������� ������#��$% ����������� ������ !����� �����

��� �&��

0

y

x

y=-x

1

1

���� ���� ������ ����	�� y = 3
√
1− x3

������ �&��� ���������	
 ������
1− x3

x2
� ���	���	
 �� ����

����

' � ( � � � �)

• *	���� ���������� ������� D(y) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞)�
• +������ �	
�!� �����

• ,����� ���� � ���� Oy : x = 0, y = +∞- � ���� Ox : y =
0,x = 1�

• �� �� ����$�� x = 0- �����������- ��
������� ���������

��� ��������� x = 0�

• .� �����
�!� ������������ ������� y =
1

x2
−x⇒ y = −x

������� �������� �����������

•
y′ =

(
1− x3

x2

)′
=

(
1

x2
− x

)′
= −1− 2

x3
; y′′ =

6

x4
.



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

• ����������� �	��� 
	 
���	� 
�	��	��	� x = − 3
√
2 � x = 0�


	 ��	�	� 
�	��	��	� x = 0�
• �	�������� 	���� ������� ��������	� ������	����� �����

��� 
	 
�	��	���� 

x −∞;− 3
√
2 − 3

√
2 − 3

√
2; 0 0 0; +∞

y′ < 0 0 > 0 ±+∞ < 0
y′′ > 0 > 0 > 0 +∞ > 0
y ↘ min ↗ !	��� ������ ↘

∪ 3
3
√
4

∪ +∞ ∪
• "� 	��	����� 
�	���#���$ ������	����� ���	�� %����� �����

��� &���� '(()

0

y

x

y=-x

1

���� ���� ������ ����	�� y =
1− x3

x2

������ *(�(� ���������	
 ������ y = 3
√

(x+ 1)2− 3
√
(x− 1)2 �

���	���	
 �� �������

+ � , � � � � 

• -������ 	
��������� ������� D(y) = (−∞; +∞)�
• .������ ���#����� ��� ��� y(−x) = y(x)�
• !	��� 
���������� � 	���� �	���	 �����	 �		������ (0; 0)�
• /����������$ ����
�	� ����
• "���	���� ����
�	�� 	
������� � 
	�	��� �	���� 0���	�

����

y = x2/3(1 +
1

x
)2/3 − x2/3(1− 1

x
)2/3 = x2/3

(
1 +

2

3x
+ O

(
1

x2

)
−



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

−1 + 2

3x
+O

(
1

x2

))
=

4

3 3
√
x
+O

(
1

x4/3

)
⇒ ±0 ��� x→ ±∞.

�����	
������ ������	��� �������
��
� 
�������
 y = 0�
� ������� ��
��� ������ �������
���� ��� x→ +∞ �	���
��� 
 ��� x→ −∞ �����

•

y′ =
2

3

(
1

3
√
x+ 1

− 1
3
√
x− 1

)
=

2

3

3
√
x− 1− 3

√
x+ 1

3
√
x2 − 1

.

��������� 3
√
x− 1− 3

√
x+ 1 
= 0� ����� ����� �� �� x = −1 �

x = 1�
•

y′′ =
2

9

(
1

3
√

(x− 1)2
− 1

3
√

(x+ 1)2

)
=

2

9

3
√

(x+ 1)2 − 3
√
(x− 1)2

3
√
(x2 − 1)2

.

!�������� �
	� ��" ��� x = 0� #
��� ���
���� ������
 ����� �� �� �� $��� �����	���� x = −1� x = 0� x = 1�

• ����
	���� ����" �
����� �������	
�� ������ �� ������
	��%�&

x −∞;−1 −1 −1; 0 0 0; 1 1 1; +∞
y′ < 0 ±+∞ > 0

4

3
> 0 ±+∞ < 0

y′′ < 0 ±+∞ < 0 0 > 0 +∞ > 0
y ↘ min ↗ '
��� ↗ max ↘

∩ − 3
√
4 ∩ tgα =

4

3
∪ 3

√
4 ∪

�������
 #� �
 �������

�� �������
 ��

y = 0

• '
 ���	
�� ���	��(%� �������	
�� ������ ��
��� ����
��� )���� *+,-

. �
	�������� �� ���	� �������	 	 ��������" ����� �%��
	��" �% ����������� ��� 	����� ����� �� �������	 ��������
	
�� ������ �
�
 
 
 
������� 
�����/��� � 
����/���
�
 ��� ������ 
 �
�
�� ������� [a; b] � ������	
� �
�
 
 

0���������

������ $+�,� ����� �����	
���M � �����
��� �������� �����

��� y = 3
√

(x+ 1)2 − 3
√
(x− 1)2 �� �������� [−1; 1]� [−2; 0]� [−2; 2]�



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

y

x
-1

-1

1

10

���� ���� ������ ����	�� y = 3
√

(x+ 1)2 − 3
√

(x− 1)2

� � � � � � ��

• � ����	
��� (−1; 1) ���	�����
 �������� ������� �� ����

��� �����
�������� ��� ��������� �
���� ����������� � ����

�������� �������� 
 �	������� ������ y(−1) = − 3
√
4 = m�

y(+1) = 3
√
4 = M  

• � ����	
��� (−2; 0) ������� ��������� �������� 
 �����

x = −1 !������� ������� 
 �	������� ������ 	�
�� y(−2) =
1 − 3

√
9 � y(0) = 0 "����
�������� �� ��	���� [−2; 0] ����

������� �������� ����������� 
 ����� �������� �������

m = y(−1) = − 3
√
4� ���������� �� �	����� M = y(0) = 0 

• � ����	
��� (−2; 2) ������� ��������� ��������� � �������

�� ymax = y(1) = 4
√
3� ymin = y(−1) = − 3

√
4 #� �	�
����� ���

�������$ ������� y(−2) = 1 − 3
√
9% y(2) = 3

√
9 − 1 &������

m = ymin = y(−1) = − 3
√
4� M = ymax = y(1) = 3

√
4

������ '( )� � ������ ��� ���	
�� R �	���� �	�	��� ��	�����

���� �������

� � � � � � �� *���� 	����� �������� ������	� 	�
�� r� � 
��

���� + h "������� ,	�����-�� ��	�� ��� ������	�� ����	�.��� ��

	�� /() 0�12� ������	� V = πr2h *�������� r2+
h2

4
= R2� �������

r2 = R2− h2

4
 *�����
��� �� �������� r2 
 ��	���� ��� V � ,�������

V = π

(
R2 − h2

4

)
h 3�� ��� �� �-�� ������	 ����������� ��12��

dV

dh
= π

(
R2 − 3h2

4

)
= 0� �����
�������� h =

2R√
3

� r =

√
R2 − h2

4
=



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

h

2r

R

O

���� ���� � ������� �	
�

= R

√
2

3
� ����� ��� 	
� ��� �������� ����� ������
� ����� ����

�������� ��� ��� ���������� �������� V = 0 	��������� 	
� h = 0�

�������������� r = R� ��� h = 2R� r = 0�

����� h =
2R√
3
; r = R

√
2

3
����������	
��� �����

������ !"�#� ���������	
 ������ y =
x2 − 4x

x2 − 4x+ 8
� ���	���

�	
 �� �������

������ !"�$� ���������	
 ������ y = x2e−x � ���	���	
 ��

�������

������ !"�%� ���������	
 ������ x + arctgx � ���	���	
 ��

�������

������ !"�&� ���	� �����
��� M � ����
��� m ������

������ y = x2e−x � �	����� [0; 1]! [0; 3]! [−1; 2]
������ !"�'(� "��� ����#�	��
� ����� a �����#�	
 � ���

�������$ 	��! �	��$ � ����������� �$�� �����
����
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������ ��	
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���	
�� ������
� ��� ���	
���
 ��	����
���
 ���	��� ���
	���� 
 
� �������� ��	����
���
 ����
� ��	������

����� ����	
�

����������� � �!	 ���������	
�� ������

A = (aij) =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���

am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎠ , "� �!#

��������

�� �� m × n ����� aij� 
��������� �������� ��������

m× n�

$
��� aij �����%
� � ���	
�& ��'���(��� )��������
 ���	
�
��� ��	
'�����*��� 	�� +
��� ��'������� ��	���� � ��	�
���*���
, ����-��� ���	
��� .�	��� 
����� i , ����	 ��	��
 "i = 1, 2, ..., m)
���	�� j , ����	 ����-�� "j = 1, 2, ..., n)� ���	
�& �	
���� �-�'��+��*
'��������
 -&����
 ���	
��	 A, B 
 ����

.	
����� ������&( ��	�
�����
( ���	
� ����	&( -&��� 
����*�
'����* � ���*�������

• ���	
�� � ����	�� +
��� ��	�� �� 	���� +
��& ����-���
"m 
= n# ��'������� �	���&���*����

• ���	
�� � ����	�� +
��� ��	�� 	���� +
��& ����-��� "m = n#
��'������� ����	������ .	
+/� +
��� �/ ��	�� 
�
 ����-���
��'������� ��	����� ���	
���

0��	
��	 ���	
��

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
�������� ����	����� ���	
��� ���� ��	�����



��� �����	 
�� ������ � ������������

• ���������	��
���	
 �����	�� ������	��� �	���� � ������
����� �������� �i = j� �������	�� ������� ��������
�
�	���� (a11, a22, . . . , ann)�

• ���� � ������	��� �	���� ��� ����������
��� �����	� ����
�� ���� �aij = 0 ��� i 
= j�� 	� �	���� �������	�� ������
���
��� ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

a11 0 0 . . . 0
0 a22 0 . . . 0
0 0 a33 . . . 0
���

���
���

� � �
���

0 0 0 . . . ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
•  �����	��� ��������
��� �	����� � ��	���� �����	� �����
��� ��������� ����� �������� �������	�� �����!��� �	���
��� E�

E =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
���
���
���
� � �

���
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
•  �����	��� �	����� ��� �����	� ��	����� �������"�����
��#� ���"�� ������� ���������� ����� ����� �������	�� 	���
����
����

• $�	����� ��� �����	� ��	���� ����� ����� �������	�� ���
�
�	������

• $�	����� ���	��%�� 	��
�� �� ����� �	����� �������	��
�	�������	�����

A = (a11, a12, . . . , a1n)

• $�	����� ���	��%�� 	��
�� �� ������ �	��&��� �������	��
�	�������	��&���

A =

⎛⎜⎜⎝
a11
a21
���

am1

⎞⎟⎟⎠
• $�	���� B �������	�� 	���������������� �� �	��#���� �
�	���� A� ���� ��� ����!��� �� �	���� A ������ �	���



������ ��	 
����� � ����������� ���

���� �����	
 �� ����	���� �� ��������� ����	�� ��������
���������������� �����	� ����������� AT �

��������� �� ��������� � �����	�

A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
���������������� �����

AT =

⎛⎝ a11 a21
a12 a22
a13 a23

⎞⎠
����� �����	
� �� ���
��


����������� � ��	 ���������	 
������ ��� 
����� A � B
���������� �����
� (A = B)� ���� 	�� �
��� 	�����	�	� ����	
���	� � 	�����	�	� ����	 ��	��	� � �� �		������������ ���
���
�� ������ aij = bij�

����������� � �!	 � �	!���� 
������  �

	" ���� 
����
A � B 	�����	�	#	 ���
��� (m× n) ���������� 
����� C �	#	 !�
���
���� ���
���� �	�	�	" ����� ��

� �		������������ ���
���
�	� 
���� A � B$

A+B = C, cij = aij + bij. "� ��#


����� � �$	  �	!��% 
����� A =

(
1 2 3
2 4 5

)
� B =

(
2 4 1
3 0 5

)
.

% � � � � � �&(
1 2 3
2 4 5

)
+

(
2 4 1
3 0 5

)
=

(
3 6 4
5 4 10

)
.

'��(���� �����	 ���������� �����������)���� � ��������)*
���� �������&

A+ B = B + A, (A+B) + C = A+ (B + C).

���)*�����	� ��� ��(���� �����	 �
������� ���) ��
���+� ����
��� ��(���� ����&

A+ 0 = A.





������ ��	 
����� � ����������� ���

BA =

(
1 1
3 1

)(
3 −1
−1 2

)
=

=

(
1 · 3 + 1 · (−1) 1 · (−1) + 1 · 2
3 · 3 + 1 · (−1) 3 · (−1) + 1 · 2

)
=

(
2 1
8 −1

)
��� ������� �	
������� ��	 ��	�������� ��� ������� 		���

�		��� �� �	��������� ��������������	�� ��
	���

AB 
= BA.

����������� ����	 ������� � � 	
 �� ������� AB = BA


��������� ���������������

����� 	
���
��� ��� �������� ���
� 	��������� �����������

���� ������

A(BC) = (AC)B

 
��	
������������ ������

(A+B)C = AC + BC.


������� ����	 ��� ��������
 ������������ ���� �������� ��

��� ����� �� ����� ����� �� ������ �������� ������������� �� 

!�� � �� ����� �����
 �� �� ������������ ���� �� ������� ������

��!�� �������� ������ ���� ��������

������ ����	 "���!��� ������� A =

(
1 1
1 1

)
�� �������

B =

(
1 1
−1 −1

)
� � � � �  � 

AB =

(
1 1
1 1

)
·
(

1 1
−1 −1

)
=

(
0 0
0 0

)



��� �����	 
�� ������ � ������������

����� ����	�
���
� ������ ����	�� � �� ������

���������� 	
������� ������ ���� �����	�

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

����������� ����	 ������������	 
��� �����	�����	� ���
�� ������� ������������	 ����� 	������� ���������� ����
a11a22 − a21a12� ������������  ������� ��	��	

|A| =
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ . ������

��	�� �������� ����������� 
������ �����	� ��!�� 
"#����� 
����	�"� � �� $�����%

|A| =
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12. ����&�

'���� a11, a12, a21, a22 ���"
����� (��������� �������������


����� ���&	 !�������� ����������� 	������

(
2 5
3 −4

)
.

� � ) � � � �% ∣∣∣∣ 2 5
3 −4

∣∣∣∣ = 2 · (−4)− 5 · 3 = −23.

*��
���� �
�+��
� ������������ 
������ �����	��

• ,���������� �� ���������� ���� ��� ����	� ������� ������
�� � ����
����
�-��� ���������� �� ��∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣ .
• *�� ���������
	� �
. ����	 ���� �������
� ����������� ���
����� ���	 �� �����
�����!�"+� ��.����� ��������� 
����
#��� �� �� ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = − ∣∣∣∣ a21 a22
a11 a12

∣∣∣∣ .
• ,���������� � �
�� �����	�
"�� ����	��� ���� ��������
��� ��
�� ����



������ ��	 
����� � ����������� ���

• ����� ���	�
�� ���� ������
�� �
���� ���� �
������ ��	�
�� �����
� �� ���� ��������
����∣∣∣∣ a11 ka12

a21 ka22

∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .
• ���� ��� ������
� ���������� �
���� ���� �
������ �����
� �!" 
� ��������
�� ����� � �!#

• ���� � ������
�� ���������� �
���� ���� �
������ �������
��
��� �������
 ���
��
�
� !��� ������
� �� $�� �
����
���� �
������"  ���	����� �� ���� � 
� 	� %����" 
� �������
��
�� �� ������
 ����� ����%���" 
# �#∣∣∣∣ a11 + λa12 a12

a21 + λa22 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .
&�� ����%�������� �����
�� ��������!
�� ���������
����� �������

��� ��������
���#

����� ������	
��	
 ���
� ��������

'�����
��� ������
� ! ��
��� (�$� �������

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ . �)*#+�

����������� )*#,	 ������������	 
��� �����	�����	� n��
������� ������������	 ����� ��������� 	������� ��������
����� ������	� �� ���	���� 	������ � � ������ ��	� �����
! ����� ��������� �����������"

-
� %���� ������%��
��

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ . �)*#.�

/��	��" %�� 0��� ������
 ����� ������
�� ��������
���� ����
1�$� �������" ������ ����
�� ������ � ��$�����%����$� ����������#

����������� )*#2	 #���	� ������������	 ����	� ����
	���� ����������� n�� ������� ���������� ����������$ (n−1)�
� ������� ��������� �� ����� ������������	 ����� � ���%���
�� ����������� ����& ���� ������ ���	���"



��� ������ 	
� ������ � ������������

������ ��	
� �������� �������� ������ Mij � 	���� ���
	
����� ��� �����
�� ����� M12� �����
��������� ��
�
��� a12

���
	
���
��  !"�#$� 
��� ���
	
���
�� M12 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 · · · a2n
a31 a33 · · · a3n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣�
%� �����
���� 
��� ���
������ � ���
	
���
�
 n��� ����	� �
����
������ � ������ �����
&�

����������� !"�'(	 ��������	�
��� ���������� �������� �����
������� ��������
� ��� ������ ������ 
� ������ ���
� �
�� 
����
������� 
����� � 
������� � ������� 
���� �������� 	����� � 
�
������ ����
� �
�� ��� 
���� ��	�����

)��
����
���
 	�����
��
 ��
�
�� aij ������
��� �
�
� Aij�
*	
�� i ����
� ���
� �������  j����
� �����&� � �
�
�
�
���
������+ �+�	���� 	���� ��
�
���

,���� �
-	� ��
����
���� 	�����
��
� ��
�
�� � 
�� �����
��� ���-
��� ��
	����� ��
������.

Aij = (−1)i+jMij .  !"�/$

0����
�. A11 = (−1)1+1M11 = M111 A12 = (−1)1+2M12 = −M12�
2 ���� ����
 ���� �������� ���
	
���
�
� ��-�� ������

��
	����� ������.

|A| =
n∑

j=1

aijAij 	�� ����+ i  !"�3$

���

|A| =
n∑

i=1

aijAij 	�� ����+ j.  !"�'($

4��� �
������ ��-�� �5����������� ��
	����� �������
 ���������! n��� ������ ����� 
���� �������� �����������

��������� ���������� ��� 
����� "��� 
������# �� �� ��������	�
���
����������

�� �� ������� ���
	
�
���� !"�3 � !"�'(� ��
����
���
 	�����
�
��
 ������ ��
�
�� ���
	
���
�� n 6 �� ����	� ����
��� ���
�
	
���
�
� n − 1��� ����	�� �� 5�����  !"�3$ �  !"�'($ ��
	�
�� ���
����� ����������! n��� ������ 
����
� � 
���� n ������������
n− 1��� �������



������ ��	 
����� � ����������� ���

� �������� 	
���
� ��	�������� �
��� ������ � ������� 	
����
��� �
���� 
��� ���� 	
��������� �
����! 	
����

|A| =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ �������

	 "�������� 	�
�# ��
�� |A| = a11A11+a12A12+a13A13, � "��������
��
! ���$%� |A| = a12A12 + a22A22 + a32A32.

��������� ����� ��� �������	
��� ��� �������

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣� ���
����	����	� ��������	��� ������� ������� A11 = a22� A12 = −a21�
A21 = −a12� A22 = a11� � ���������

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ �� ������ 	�	 ����� �

���!�	� "���!�! ����#��

	
���
 ���&� $��	��	
% �������	
��% 
��
%�� �������

|A| =
∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −10
1 9 10
1 2 0

∣∣∣∣∣∣ . �������

' � ( � � � �) ��	�������� �
���# ������ � 
���
�� 	
����
������ �������* ��	
���
* 	 "�������� �
����# ��
�� (i = 3) :

|A| = a31A31 + a32A32 + a33A33. �����+�

,
����
������ �������� ��!�$
�������� �	������* �-��.�� �
�
���� �����+�

A31 = (−1)3+1M31 = 1

∣∣∣∣ −2 −10
9 10

∣∣∣∣ = (−2)10− 9(−10) = −20+90 = 70;

A32 = (−1)3+2M32 = −1
∣∣∣∣ −1 −10

1 10

∣∣∣∣ = −[(−1)10− 1(−10)] = 0;

A33 = (−1)3+3M33 = 1

∣∣∣∣ −1 −2
1 9

∣∣∣∣ = (−1)9− 1(−2) = −9 + 2 = −7.
,������� 	�������� ������� �������� ��!�$
�������- �	����
��# � �
���� �����+� � �������� 	
���������

|A| = 1 · 70 + 2 · 0 + 0 · 7 = 70.



��� �����	 
�� ������ � ������������

��������� ����� ����������	
� �
����	� ��������	��� ��
������	� 	�� 
	���� ��� 	��� 
	����� ��	���� 
�����	 ���
����� ������	�� 	��� �	� ����	����� 
�����	 �����

 ����
���
����

��� ��	
���� 	���������� ���	 	������ ���������� � � �����
��� ������ ��������
 ����	����� � �� 	���������� ���	 	������
��	�� ��� � ������ ��������� 	���������� ��� �� �!" 	��	

�� �	� ��	
���	 	�����������
 ��� ������������ ������	�� ��������� 
	���� !��� 
	����

�" ��������	��� � ��������
��� ���������� 
��	��	
	��#��$
������	�� ������ 
	���� !��� 
	����" ��� ���#�
#��� ��� 	���������� ����$��	 	����� �	 �	 ������$
a11A21 + a12A22 + a13A23 = 0%
a12A11 + a22A21 + a32A31 = 0.
&�	������ �������� ���	� ��������	� '�	�$��� ����$ �� ��

��������(������ �		�������� � ���	���� � 	��������� ���	��
)������� 	����������� �	 �� ������$*

a11A21 + a12A22 + a13A23 = a11(−M21) + a12M22 + a13(−M23) =

= −a11 ·
∣∣∣∣ a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a12 ·
∣∣∣∣ a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣− a13 ·
∣∣∣∣ a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ =
= −a11(a12a33 − a13a32) + a12(a11a33 − a13a31)− a13(a11a32 − a12a31) =

= −a11a12a33 + a11a13a32 + a12a11a33−
−a12a13a31 − a13a11a32 + a13a12a31 = 0.

+�	
���� 	���������� �	��� ���$ ��	�$�	���� ��� �	�	� (�	�
�� � ���	
����	 ���	�� ,��� ��	��-�. ��� )�������� ��	�� 	��	�	�
������$ ������� ���/�
&	�� �� )�	 �� ������ ��(������� 	���������� ,���0�.*

|A| =
∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −10
1 9 10
1 2 0

∣∣∣∣∣∣ �� ������ ���1�
2 � 3 � � � �* &������� � )�������� ���	
 ���	�� )������� ����

�$�
 ���	�� � ��(��� �� )������	� ��	�	
 ���	�� )������� ����$�

���	��

|A| =
∣∣∣∣∣∣
0 0 −10
0 7 10
1 2 0

∣∣∣∣∣∣



��������	�
� ������ ��� ������� � 
����������� ���

������ �����	�
 �	������� 	����������� �	 ���
����
 ����	�	 ��	���

�� � �	���
 ���������� ��������� �� ������� ���
��� �� ! 

|A| = a11A11 + a21A21 + a31A31 = 1

∣∣∣∣ 0 −10
7 10

∣∣∣∣ = 70.

����
 	����	
� 
� 
	"�
 �#	�
����	���� 	�$�� �������� �	�����

�	 �	�	�	
� ��	�
 ����������� n��� ������� ���� 	�� ������ �

������ ����������� n − 1��� �������� %� ����	�������	� ���
����

�	����	�������	 ��	 ������	� 
� 
	"�
 ������ 	����������� n��	

�	����� � ���� &�������� 	������������ ���	 ��	���� � �������

��	�	����� �	������� ���
 ������	
 

��������	�
� ������ ��� �������
� 
�����������

������ �� '� ��
� ����� ������

A =

⎛⎝ 1 5 3
2 −1 0
−1 2 2

⎞⎠ � B =

⎛⎝ 3 2 4
2 3 −2
4 0 2

⎞⎠�
( � � � � � �) *�� �	�	 �	�� ����� ��

� 
������ ��	�+	��
	 ��	�

"��� ���
���� ���+ 
����� � 	�����	��
� �������
�) cij = aij + bij 

C = A+ B =

⎛⎝ 1 + 3 5 + 2 3 + 4
2 + 2 −1 + 3 0− 2
−1 + 4 2 + 0 2 + 2

⎞⎠ =

⎛⎝ 4 7 7
4 2 −2
3 2 4

⎞⎠ .

������ �� �� ��
� ������ ��� !"#$ ����

A =

(
0 5
4 1

)
, B =

(
1 3
2 −2

)
.

( � � � � � �) %
��
 C = α · A⇒ cij = α · aij 

2A = 2 ·
(

0 5
4 1

)
=

(
0 10
8 2

)
, 5B = 5 ·

(
1 3
2 −2

)
=

(
5 15
10 −10

)

D = 2A+ 5B =

(
0 + 5 10 + 15
8 + 10 2− 10

)
=

(
5 25
18 −8

)
.



��� �����	
���� �����	� ��� ����	�� 	 ������	���	

������ ����� ����� ����	
����� ������ A · B � B ·A�

A =

⎛⎝ 2 4 0
2 0 4
1 2 3

⎞⎠ , B =

⎛⎝ 2 1 0
1 −1 2
3 2 1

⎞⎠ .

� � � � � 	 �
 �� ������� ���� � ���		� ������� ����	���
���	������	�� �����	� � i�� ����� 	 j�� ���� ��� ����� �!��� ����
	������	� ��������������" ��������� i�� ����	 ������ ����	���
�����#	���� 	 ��������� j�$� ���� �� ������ ����	��������#	�����

%& A · B =

⎛⎝ 2 · 2 + 4 · 1 + 0 · 3 2 · 1 + 4 · (−1) + 0 · 2 2 · 0 + 4 · 2 + 0 · 1
2 · 2 + 0 · 1 + 4 · 3 2 · 1 + 0 · (−1) + 4 · 2 2 · 0 + 0 · 2 + 4 · 1
1 · 2 + 2 · 1 + 3 · 3 1 · 1 + 2 · (−1) + 3 · 2 1 · 0 + 2 · 2 + 3 · 1

⎞⎠ =

=

⎛⎝ 8 −2 8
16 10 4
13 5 7

⎞⎠ .

��B·A =

⎛⎝ 2 · 2 + 1 · 2 + 0 · 1 2 · 4 + 1 · 0 + 0 · 2 2 · 0 + 1 · 4 + 0 · 3
1 · 2 + (−1) · 2 + 2 · 1 1 · 4 + (−1) · 0 + 2 · 2 1 · 0 + (−1) · 4 + 2 · 3
3 · 2 + 2 · 2 + 1 · 1 3 · 4 + 2 · 0 + 1 · 2 3 · 0 + 2 · 4 + 1 · 3

⎞⎠ =

=

⎛⎝ 6 8 4
2 8 2
11 14 11

⎞⎠ .

' ���!�(���� �� ��) ��� ! ��	�	�(� *�� ���	������	� ����	� �� ����
*	������ ��������	���(���! ����!� ���� A · B 
= B · A�

������ ����� ����� ����	
����� ������

A =

(
2 −1 3 5
4 0 1 2

)
, B =

⎛⎜⎜⎝
−2 1 0
−1 5 −2
4 0 1
3 1 −1

⎞⎟⎟⎠ .

� � � � � 	 �
 +�����	�� *�� � ���	������		 ��!" �����!$��(�
��" ����	� ��#�� $����	�( ���(� � ��!*��� �$�� *	��� ���� ���
������ ����	��� ������� � ���	������		� ����� *	��! ���� ������
����	��� ' ������ ��	���� ��� !����	� �����������
 *	��� ���� �
��� ����	�� , ����� �� *	��� ���� ����	�� ' ��#� �� '�����	�
!���#��	� ����	�


A · B =

(
2 · (−2)− 1 · (−1) + 3 · 4 + 5 · 3 2 · 1 + (−1) · 5 + 3 · 0+
4 · (−2) + 0 · (−1) + 1 · 4 + 2 · 3 4 · 1 + 0 · 5 + 1 · 0+



��������	�
� ������ ��� ������� � 
����������� ���

5 · 1 + 2 · 0 + (−1) · (−2) + 3 · 1 + 5 · (−1)
2 · 1 + 4 · 0 + 0 · (−2) + 1 · 1 + 2 · (−1)

)
=

(
24 2 0
2 6 −1

)
.

��� �� �����	 
��� ���� ������������������� ���� 
����

���� ��������������	 � 
��� ������ �������������������

���� 
���� ������ ����������������� ���� ��������� � ��	


� ����� ����������� B · A � ����� ���
�� ��������

������ � �!� ����� ����	
 M13� M32 � ����	�������� ��������

��� A13� A32 ���	��


A =

⎛⎝ 2 −1 0
−1 2 3
4 1 3

⎞⎠ .

" � # � � � �$ %��� � ���������&'�� ����� ij ��������

������������	 ���
�&'���� �� ����� ������� ���(� ��
(������

��� i�� ����� � j�� ������� )�������
���� �������� Aij =
= (−1)i+jMij�

M13 =

∣∣∣∣ −1 2
4 1

∣∣∣∣ = −1 · 1− 4 · 2 = −1− 8 = −9.

A13 = (−1)1+3M13 = (−1)4 · (−9) = −9.
M32 =

∣∣∣∣ 2 0
−1 3

∣∣∣∣ = 2 · 3− (−1) · 0 = 6.

A32 = (−1)3+2M32 = (−1)5 · 6 = −6.

������ � �*� �
������� ��	��������� �	����� ��	����

|A| =
∣∣∣∣∣∣
5 6 3
0 1 0
7 4 5

∣∣∣∣∣∣ .
" � # � � � �$ +��������� ���������� ������ ����������� �

,�������� ���� �����	 ����

|A| = a21A21 + a22A22 + a23A23 = −a21M21 + a22M22 − a23M23 =

= −0 ·
∣∣∣∣ 6 3
4 5

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣ 5 3
7 5

∣∣∣∣− 0 ·
∣∣∣∣ 5 6
7 4

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 5 3
7 5

∣∣∣∣ = 5 · 5− 3 · 7 = 25− 21 = 4.



��� �����	
���� �����	� ��� ����	�� 	 ������	���	

������ ����� ��������� 	
��������� �������	�	 
	����

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1 4
1 −2 0 3
−2 −3 2 1
3 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
� � � � � 	 �
 ����� �������	���� ������������� ������� ��

��������� �������� �������� ����

|A| = a13A13+a23A23+a33A33+a43A43 = 1 ·A13+0 ·A23+2 ·A33+0 ·A43 =

= A13 + 2A33 = M13 + 2M33.

� 	��	� �	���M13 	M33� �����!�" �������	���	 �� ������#

��� ���!�� �����	


M13 =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
−2 −3 1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ −3 1

2 1

∣∣∣∣− (−2) ·
∣∣∣∣ −2 1

3 1

∣∣∣∣+3 ·
∣∣∣∣ −2 −3

3 2

∣∣∣∣ =
= 1(−3 ·1−2 ·1)+2(−2 ·1−3 ·1)+3(−2 ·2−3 · (−3)) = −5−10+15 = 0.

M33 =

∣∣∣∣∣∣
4 2 4
1 −2 3
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 4 ·
∣∣∣∣ −2 −3

2 1

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣ 1 3
3 1

∣∣∣∣+ 4 ·
∣∣∣∣ 1 −2
3 2

∣∣∣∣ =
= 4(−2 ·1−2 ·3)−2(1 ·1−3 ·3)+4(1 ·2−3 · (−2)) = −32+16+32 = 16.

� 	���� |A| = M13 + 2M33 = 0 + 2 · 16 = 32�
� 	��	� ������ ����� �������	���� �� ���!	�$� �%���$�	��#

!�����$ ! ����� ����		�

• &�	��!	� � ��������� ������� �����	 ����!����!$'(	� ���#

���� ���!�� �����	� $���)���� �� −2 :

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1 4
1 −2 0 3
−10 −7 0 −7
3 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
• �������� ���� �������	���� �� ��������� �������� �������


|A| = 1 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
−10 −7 −7
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
−10 −7 −7
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ .



��������	�
� ������ ��� ������� � 
����������� ���

• � ���������	 ��
�������� �
�����	 � ���	���	 ��
���

� 
����� ������� ���	��� ��
���� ������� �	��������

����������� �� � � −3 :

|A| =
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−10 −27 23
3 8 −8

∣∣∣∣∣∣ .
• ����
��	 ���������� ��
�������� �� ���	���	 ��
��� �
��

���

|A| = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣ −27 23
8 −8

∣∣∣∣ = 8

∣∣∣∣ −27 23
1 −1

∣∣∣∣ = 8(27− 23) = 32.

������ �� !� ������ ��	
�����∣∣∣∣∣∣
0 −1 5
3 4 7
x x 8

∣∣∣∣∣∣ = 12.

� � " � � � �� ��#����	 ��
�������� �� ���	���	 ��
��� �
���

� ������	 �
������� ��
���� ��
$��� ���������� %� 
�"�$ ���
��

	���� ���� ���#������ % 

0 ·
∣∣∣∣ 4 7
x 8

∣∣∣∣− (−1) ·
∣∣∣∣ 3 7
x 8

∣∣∣∣+5 ·
∣∣∣∣ 3 4
x x

∣∣∣∣ = 12⇒ 24−7x+5(3x−4x) = 12

⇒ 24− 12x = 12⇒ x = 1.

����������	
��� �����

������ �� &� �	�� ����� �	�����

A =

(
2 4
−1 3

)
� B =

(
1 0
2 3

)
.

������ �� '(� �	�	 �	����	 A =

⎛⎝ 5 8 4
3 2 5
7 6 0

⎞⎠ . �	��� �	����

�� B ����� ����	
��� � �	����� A� ����� �������� ���������

�	����� ������ � ���!��	"

������ �� ''� �	�� �	����� D = 3A+5E� ���� E � �������	!

�	����	 ������ � ���!��	� A =

⎛⎝ 1 1 2
0 1 4
−1 2 3

⎞⎠ .



��� �����	
���� �����	� ��� ����	�� 	 ������	���	

������ ������ ����� A2� ��	� A =

⎛⎝ 1 1 2
1 3 1
4 1 1

⎞⎠ .

������ ������ ����� 
���������� ������ A · B�

A =

⎛⎝ 1 3 2
2 0 4
1 2 0

⎞⎠� B =

⎛⎝ 2
1
3

⎞⎠ .

������ ������ ����� ������ M12� M22 � �	������������ ��
�	�

����� A12� A22 �������

A =

⎛⎝ 1 3 1
−2 −1 2
0 1 3

⎞⎠ .

������ ������ �����	��� �
����	���	� �������� 
������

|A| =
∣∣∣∣∣∣

1 0 4
−2 2 3
1 0 5

∣∣∣∣∣∣ .
������ ������ �����	��� �
����	���	� ���������� 
������

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1 2
0 2 3 0
−2 −3 2 1
4 1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
������ ������ ������  ��������∣∣∣∣∣∣

1 1 0
4 x 6
3x 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 0.



������ ��	 
����� �����	 ��� ������ ���

������ ��	 
����� �����	 ��� ������

�������� ����	
�� ��� ����	
�� ������������ ������������
�	� ����	
�

����� ����	
�� ��	���

��������	� ��� ���������� �������� ����	
�� �����	� �������
����	��� ������ ��� ���������� ����	
��

����������� � �!	 ���� A � ���	
���� ���
���� �� ��
�����

	� ��� ���
���� ��������� ���
���� ����������� A−1 � �	�����

���
��� �������

AA−1 = E. "� �!#

$�%�� ��������� &�� ����	
� A 	 A−1 �������� ��������	����
�	'

A−1A = E.

(�	����� ������ ������)�� �������� ��������


����� � �!	 ��� �������� 	���
��� �� ���� ����� ���	�


���� ���
��� A ����� ��
������ ���� �	��� � 	���������� ����

�� ���
��� A ���� ����
�!	������ �"�" ����� �� �#
�	������$ ���

������� �� ���"

*������������� �������
	����� (�������%	�� &�� ��� ����	
�
A ��)������� �������� ����	
� A−1� (���%��� &�� � ���� ���&��
����	
� A ���%�� ���� ������%������� ���� �+ �������	���� |A| 
= 0�
*�����	������� ���	 �� |A| = 0� �� �������	���� ���	������	�

|AA−1| = |A||A−1| = 0.

,� ��� �������%�� � �	�� ���� &�� |AA−1| = |E| = 1�
�������������� *�� �������� �������� �������������� ��� ����

&�� ����	
� ������� �������� (����

A =

⎛⎝ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞⎠
- ������%������ ����	
�� ���� �+ �������	����

|A| =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ 
= 0.



��� �����	 
�� ������	 �������� ���� �������

�������� 	
� � �
�� ��	�� ���
���
 ����
��� ��
�����
� ���� ����� ��
� Aij � ��������	���� ���������� ������
� aij�

��
���� A−1� ����
��� ��
���� A� ����	��
� �������� ���� ���

• !�
���� ��
���� B�  ������ � ��
���� A ����"# �$ ���%
���
 aij ��� ��������	���� ����������� Aij� ���$��"� ��
��������
��� |A| ��
���" A&

B =

⎛⎝ A11/|A| A12/|A| A13/|A|
A21/|A| A22/|A| A23/|A|
A31/|A| A32/|A| A33/|A|

⎞⎠ .

• '��� ��� ��
���� BT � 
��������������� �� �
��(����
� ��
���� B� )����

BT =

⎛⎝ A11/|A| A21/|A| A31/|A|
A12/|A| A22/|A| A32/|A|
A13/|A| A23/|A| A33/|A|

⎞⎠ .

�������� 	
� ��
���� BT � �����
� ����
��# ��
���� A�
*�� �
��� �
���� ���� �������

ABT =

⎛⎝ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞⎠⎛⎝ A11/|A| A21/|A| A31/|A|
A12/|A| A22/|A| A32/|A|
A13/|A| A23/|A| A33/|A|

⎞⎠ =

=

⎛⎜⎝
a11A11+a12A12+a13A13

|A|
a11A21+a12A22+a13A23

|A|
a11A31+a12A32+a13A33

|A|
a21A11+a22A12+a23A13

|A|
a21A21+a22A22+a23A23

|A|
a21A31+a22A32+a23A33

|A|
a31A11+a32A12+a33A13

|A|
a31A21+a32A22+a33A23

|A|
a31A31+a32A32+a33A33

|A|

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ = E,


��� 	���
��� ������
�� �� ������# ��������� ����" |A| +��%
��"
�� ��������
��� �� ������
�� 
����,� � 	���
��� ��-
�
����"- ������
�� ����" ���� +���� ���� ������# ���%
���
�� ����# 
���� +
�����, �� ��������	���� ����������
�����# 
���� +
�����, ����� ����,�



������ ��	 
����� �����	 ��� ������ ���

����� ����	��
 ABT = E
 ����� BT = A−1� ����


A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A11

|A|
A21

|A|
A31

|A|
A12

|A|
A22

|A|
A32

|A|
A13

|A|
A23

|A|
A33

|A|

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

������� ���	��������� �� ������� ���� ������ �������
 ��� ���
|A| 
= 0 �������� ������� ���������� � ����������� ��  �������

A−1 =
1

|A|

⎛⎜⎜⎝
A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

⎞⎟⎟⎠ !"#�"$

������ "#�%� ���� ������� A =

⎛⎝ 3 2 2
1 3 1
5 3 4

⎞⎠	 
���� �������
�������	

& � ' � � � �( )������� ����������� ������� A

|A| =
∣∣∣∣∣∣
3 2 2
1 3 1
5 3 4

∣∣∣∣∣∣ = 27 + 2− 24 = 5.

*�+��� �������������� ��������� ,�������� ,���� �����������
��  ������� Aij = (−1)i+j ·Mij(

A11 =

∣∣∣∣ 3 1
3 4

∣∣∣∣ = 9, A21 = −
∣∣∣∣ 2 2
3 4

∣∣∣∣ = −2, A31 =

∣∣∣∣ 2 2
3 1

∣∣∣∣ = −4,
A12 = −

∣∣∣∣ 1 1
5 4

∣∣∣∣ = 1, A22 =

∣∣∣∣ 3 2
5 4

∣∣∣∣ = 2, A32 = −
∣∣∣∣ 3 2
1 1

∣∣∣∣ = −1,
A13 =

∣∣∣∣ 1 3
5 3

∣∣∣∣ = −12, A23 = −
∣∣∣∣ 3 2
5 3

∣∣∣∣ = 1, A33 =

∣∣∣∣ 3 2
1 3

∣∣∣∣ = 7.



��� �����	 
�� ������	 �������� ���� �������

����������	
��

A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

9

5

−2
5

−4
5

1

5

2

5

−1
5

−12
5

1

5

7

5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

����� ���� ��	
��

�������� ���������	
�� �������

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1k . . . a1n
a21 a22 . . . a2k . . . a2n
� � � � � � � � � �
ai1 ai2 . . . aik . . . ain
� � � � � � � � � �
am1 am2 . . . amk . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , ������

������� m ���� � n ��������  !����� � "��# ������� ����$���	%

!� k ���� � k �������� &����
�!� ������ 
� �����'�
�� �!��%
��

!( ���� � �������� ����$��� �������
�� ������� ������� k�

)����
��� '�� ��
���� k%�� ������� ������! A 
�$!����� ����%
�������	 �������
�# ������!� ����'����#� �$ ��

�# ������!
�!����
��� ����$���	
!( k ���� � k ��������

)�������� ��� ������!

A =

⎛⎝ 2 3 4 5
0 −2 3 1
0 2 2 4

⎞⎠ ,

������# ��� ����� � '��!�� ������� ��
�� �$ ��
���� ����	�%

�� ������� ������� �����������	

∣∣∣∣∣∣
2 3 4
0 −2 3
0 2 2

∣∣∣∣∣∣� ����'�

!# �!����%

��� �����#� �����# � ����	�# ���� � �������� ������� � ����	���
������� ������! A� *�
���� ������� ������� �������� 
��������

�����������	

∣∣∣∣ 3 4
−2 3

∣∣∣∣� ���� "����
�! ������! ��+
� �������%

���	 ��� ��
��! ������� �������� )������!� �$ ��
���� ������!
����� �!�	 ���
! 
���� ������ , ����'
! �� 
����



������ ��	 
����� �����	 ��� ������ ���

����������� ����	 ������ ����	
� ��������� ��	�����	� 	�

������� ���	���� �� ���� �� �	�����

���� �	
� �	���� A �	��
 r� � �� ��
	�	�� �� � �	���� A
������ ��� �� ���
 ����
�� � 
��� ��
�� ������	 r� 
� ������
��
�� ������	� ���� ��� ��� r� �	��
 
��!� "	
� �	���� A �����
����
	�	� �������� r(A)�
"	������� �	����

A =

⎛⎜⎜⎝
1 2 5 3
0 1 7 4
0 0 0 0
0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

���
���

�� ��
�� ���#���� ������	∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 3
0 1 7 4
0 0 0 0
0 −1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

�	� ������������ ��� �����
� ��
�� �� ���� ������� �	�
� 
�$
�!� %��
 �� ��
���� ������ ������	 �����
 � 
���� 
	������

M34 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
0 1 7
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 7 
= 0. &�����	���
�� �	
� �	

�� �	����

�	��
 '� ��� r(A) = 3�

����� �����	
��	� �����������	�� ��
���

(�� ��������
�� �	
�	 �	����� �	� ��	����� ��������� �����$
��� ���� �� ����� ������������� )��� �������� �� ��������
�����
�! �����	��
�� ������� (��*�� ��� ���	�	� �� �������
������ ��
��� �� ������������ �����������	�� ����	
��
+����
	�
��� 
	���	!�� �����!,�� ������	���	
��-

• ��
�*�
�� ���� �����
�� �	���$���� ����� .�����	/ �	$
���� 
	 ��
� � �*� ������ ����
�� � 
���0

• ����	���
�� � �����
	� �	���$���� ����� .�����	/ �	$
���� ��������!,�� �����
�� ������ ����� .�����	/�
��
�*�

�� 
	 ��
� � �*� �����0

• ������
	 ���	�� ���� .�������/ �	����0



��� �����	 
�� ������	 �������� ���� �������

• ���������	
� ����� ��������� ����
��� ��� �����	�� �����
��� ���	� 	����

����
��� ��������
��� ��	� 
� ��� �! ��
 �����	���	�� ������
������	
��� 	��������� ���������	�
��� "��
����	�	�� ����
���
������  ������ 	� ���	� ��� ��� �� 	�� ��� ��#	� �������$� ���
�� ���������	�
� ��	��� ����
� "�
� ���������$����� ���$������
��
 ���
���	

 ��	 � ����
���

������ %&�%� �
�����	� ���� ��	���


A =

⎛⎝ 2 3 5 −3 −2
3 4 3 −1 −3
5 6 −1 3 −5

⎞⎠ .

' � ( � 	 
 �) *����� 
� %��! ������
 +��� 
 �����$��� ������
�
� +��� �������

A1 =

⎛⎝ 1 1 −2 2 −1
3 4 3 −1 −3
5 6 −1 3 −5

⎞⎠ .

*��
��� 
� �����! 
 ����$�! ����� ����
�� A1 ������ ������� ��	��
#�		�� �����������		� 	� , 
 &� �����
� ����
��

A2 =

⎛⎝ 1 1 −2 2 −1
0 1 9 −7 0
0 1 9 −7 0

⎞⎠ .

*��
��� 
� ����$�! �����
 ����
�� A2 ������ ������� �����
� ����
�
��

A3 =

⎛⎝ 1 1 −2 2 −1
0 1 9 −7 0
0 0 0 0 0

⎞⎠ .

-��������� � ����
�� A3 ������� ��������� 
� 	���!� �������� ����
�
��

A4 =

(
1 1 −2 2 −1
0 1 9 −7 0

)
��	 ������! ����	� ����
�	�� ����� .���������$	�� ��	 ��		�! ����
�
�� A ���#� ����	 ����� ���� r(A) = 2�

/���$ ��� �����������	
� ����
� �� 
����$�����
 ����� 0������
������! ����� ������	� ����� ���������	 � ��������! ����

�



��������	�
� ������ ��� ������� �������� ���� ������� ���

��������	�
� ������ ��� ������� ��������
���� �������

������ ����� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12

⎞⎠ .

� � � � � 	 �
 ��� 	���� ������� 	 �������� ������� ������
���	�� ����� ����� ��� ���  ������ �����  �	! 	����� ������"
�	�������� #	���� $� ������� ������� %��	  ������ ���	��&
���	'�� �� ����� (������������� ���� ���	�� ����� r(A) = 1�

������ ����� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 3 5 7
1 2 3
1 3 5

⎞⎠ .

� � � � � 	 �
 (�����	  ���������� ����)��*����	� ���	���
+���������� ����)��*����	� ���	�� �� ����� �, ������ �� ��-�"
������� �����-��� �).� ��'	����	�� /��� 	�����*����	�  ����"
�����! ����)��*����	� 0 ����'	�� ������ %����)��& ���	��� ���	"
�� ������-�� 	* ������ 1�� ��������	! 	���������	� ����� ������
%����)��& �$�� ��'��������

• (��$	 ������������-	�  ������ �"� 	 2"� ������ �����	�
��*������ � ������ ������
⎛⎝ 3 5 7

1 2 3
1 3 5

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 3 + 1 5 + 3 7 + 5

1 2 3
1 3 5

⎞⎠ =

⎛⎝ 4 8 12
1 2 3
1 3 5

⎞⎠ .

• ��*���	 �� 3 %���$	 ��
1

4
&  ������ �"� �����	⎛⎝ 3 5 7

1 2 3
1 3 5

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 2 3

1 2 3
1 3 5

⎞⎠ .

• 4*  ������� �0� �����	 ��'�� ������������-	�  ������
�0� �����	 	 ��*������ �����	 � ������ ������




��� �����	
���� �����	� ��� �������� ����	��� ���� ����	��

⎛⎝ 3 5 7
1 2 3
1 3 5

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 0 0 0

1 2 3
1 3 5

⎞⎠ .

• ��������� 	��
�� ������ ��������� ��������� 
� ��
�

��� ����⎛⎝ 3 5 7
1 2 3
1 3 5

⎞⎠ ∼
(

1 2 3
1 3 5

)
.

���� 	������� ������� ��
�� �� ��� ���� ��	������ ���

���∣∣∣∣ 1 2
1 3

∣∣∣∣ = 3 − 2 = 1 
= 0� �����
���� ��� � ���� �!�����

������� ��
�� ��

������ �"�#� ����� ���� 	����
�

A =

⎛⎜⎜⎝
2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

⎞⎟⎟⎠ .

� � $ � � � �% ��
��$�� ������������ 	���&��'�
���( ��������

• )�����
�� 	��
�� � 
����� ����� ������� ������%

A =

⎛⎜⎜⎝
2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

⎞⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎝
1 −2 1 −4 2
2 −4 3 1 0
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5

⎞⎟⎟⎠ .

• � ��
�� 
��!��� ���� ������� ��	�� ���� �������� � �*

	���� � ����� �&����� 
 ��� 
� �������� 	��
��� ���&�

�� ���� ���
��� ���������� +�( ������ 	��&�
�� 	�����
��

��� ��� �� ��� ����� ,��� ���������� �� (−2)� � ���
�����

	��
��� ���������� �� (−4)� � ��'�� ���� 	������

A ∼

⎛⎜⎜⎝
1 −2 1 4 −2
0 0 1 9 −4
0 1 −1 3 1
0 1 0 12 −3

⎞⎟⎟⎠ .



��������	�
� ������ ��� ������� �������� ���� ������� ���

• ���������	 ��
��� � ����� ���
�� �
������� 	������ 	��
���	�

A ∼

⎛⎜⎜⎝
1 −2 1 4 −2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 1 0 12 −3

⎞⎟⎟⎠ .

• ��
�����	 � �
������� 	������� ���	�������� ���
����
���
���� ����
������ ��
�
	� ������� ��
�� 
����
��� ���� �


��
�
	 ��
���� ���� �����
� ����
�����  �� ��
�
 �� ����

����
� ���
�� ��
� 	������ �����	 ��
����

A ∼

⎛⎜⎜⎝
1 −2 1 4 −2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 1 9 −4

⎞⎟⎟⎠ .

• !� �������
� ���
�� �������	 ����� � ����������	 �������
��� ������� ���
��

A ∼

⎛⎜⎜⎝
1 −2 1 4 −2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ∼
⎛⎝ 1 −2 1 4 −2

0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4

⎞⎠ .

• "��� �
������� 	������ ����� #� ���� �
�$� ��%& 
� ��� ��
	
���� � 
������� 
� ���� 	��
� #��
 �
����� ��'��������

�����	��� 	��
�� �
���������� �� ��%& �����& ��
���
�(

M =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣ 1 −1
0 1

∣∣∣∣ = 1 
= 0.

)���
������
� ���� ��&
��
� 	������ ����� ����� ����� #�

������ *+�,� ����� ������	
 �����	� �������

A =

⎛⎝ 1 2 0
3 2 1
0 1 2

⎞⎠ .

" � $ � � � �( -���������� ��
� 	������ |A| =
∣∣∣∣∣∣
1 2 0
3 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −9.



��� �����	
���� �����	� ��� �������� ����	��� ���� ����	��

��� ��� |A| 
= 0� �� ����	
� ������������� 	� �������������

���������� ������� �� ����	
��

���	����� �������	����	� ������	� 

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 3 1
0 2

∣∣∣∣ = −6,
A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 3 2
0 1

∣∣∣∣ = 3.

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 0
1 2

∣∣∣∣ = −4, A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 0
0 2

∣∣∣∣ = 2,

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1.
A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 2 0
2 1

∣∣∣∣ = 2, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 0
3 1

∣∣∣∣ = −1,
A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4.
!��������� ����	
�

B =

⎛⎝ −3/9 6/9 −3/9
4/9 −2/9 1/9
−2/9 1/9 4/9

⎞⎠ .

"���� ������	 �����	 	 �����
� � #��� ����	
�� �����	� ���$

�	
�

A−1 =

⎛⎝ −1/3 4/9 −2/9
2/3 −2/9 1/9
−1/3 1/9 4/9

⎞⎠ .

����������	
��� �����

������ %&�&� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 1 0 0 0 5
0 0 0 0 0
2 0 0 0 11

⎞⎠ .



������ ��	 
����� �������� ��������� ���

������ ����� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 4 3 2 2
0 2 1 1
0 0 3 3

⎞⎠ .

������ ����� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 1 2 3 6
2 3 1 6
3 1 2 6

⎞⎠ .

������ ����� ���������	 �
�� 
�����

A =

⎛⎝ 0 2 0 0
1 0 0 4
0 0 3 0

⎞⎠ .

������ ����� �
��� 
������ ���
���� �
����

A =

⎛⎝ 10 20 −30
0 10 20
0 0 10

⎞⎠ .

������ ����	� �
��� 
������ ���
���� �
����

A =

⎛⎝ 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

⎞⎠ .

������ ��	 
����� �������� ���������


����� �������� ���������� ������ ������������������ ���
 ���� ������ ��������� ����!��� �����"��� #������ ����
����� ���$ %������

����� ����	
� ��	��� ����	��

&�������� ������ m �������� ��'�"���!����� ��������� � n
���(������� x1, x2, . . . , xn :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk + · · ·+ a1nxn = c1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk + · · ·+ a2nxn = c2,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aikxk + · · ·+ ainxn = ci,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amkxk + · · ·+ amnxn = cm.

)����*
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����� ����	
 ����� � ����������� ����������� aij ��������
����� ���������� � �����
 ����� ������������� ������ �����������
���������� ����
 ����
 x � �������� ������� �� �! ������
"������ #���
�	$ ��������
 ���	������ ���������
� ��#� ��� ���%

�� ��&����� � �����������
� ��#� ��� �� ����� ��&���
�
"��������� ������� #���
�	$ ��������
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�
'�� ��������	� ������	 ��������
 ���	������ �������#��	���

��#� ����� ��&���� �����
 ������	 ��#����� ��&����� �����
 ��
�������� ����� ��&���� �����
 ������	 ��#����� ��&����� �����
�
(���� �������� ��� �#���� �� �������������� ��������� �����%

�� ��������
 � �������#���� �
)

• �������� ������� ���$ #��	$ ��������
*
• ��������� ����$ �����
 #����� �� ��������
 �� �������#�%
��� ���#�� ��#����� �� ��#�*

• �������� �#�����	$� ������� �$ ����	� ���������	�� �����%
��*

• ������#����  ����� ������ ������ �� ��������
 ������	
������������ �$ �����
 ������� ���������� ��������	$ ��
#���� ��
������#���� ���#��

+�� ��������������� �� ���#���� � �#��������	�� �����������%
����� ������� ����� ���	���� �#��������	���
,�������� ��� ���#� ����#��$ ���$ �������������
 � �������

�������� ���������� ��� ����������	 ������� � �������	
 �#��
����	 ��#�� -���#�� ����� ��������� ����#�������� #��	� ���%
����� ���������	$� ��� ����� �	�� �����&���� , ���� �#���� �	
��#���� �������� �������#���� �����
 � ������� �� �� ���� ����%
����� ����&�� ��� ������ ��������
.�#� � ����#����� ���������� �#��������	$ �������������
 � ��%

����� �������� ���������� � ������ ��� ����������	 #���
 �����
����	 ��#�� � �������	
 �#�� ��#���� �� ��#�� �� ��� ���	���� ��
��� ��� ��������� �� ����#�������� ����� ��������� ���������	$
�� �#�������#���� ��#������� ������� ������������ -������ �����%
������
 ��#����� � ���������#���� ��������
.�#� ���������� ����� A �������� ������#����� �� ���������%

��� ��� ���������	$ /26.10)
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A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
� � � � � � � � � � � � � �
am1am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎠ ������

����	 X 
 �������������� ����������� �	 ���	������

X =

⎛⎜⎜⎝
x1

x2

� �
xn

⎞⎟⎟⎠ ������

����	 � 
 �������������� ����������� �	 ��������� ������

C =

⎛⎜⎜⎝
c1
c2
. . .
cn

⎞⎟⎟⎠ ���� �

!���	������� A ·X ��" ������
������

A ·X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ����#�

$�%�� ������ ����&��� ��������& ��'� ��" 	�(����� � ���
������ ����

A ·X = C. ������
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�������	
	������
�������	 ���������	��� ������� �������
�������� ��	�������
)�� �� ��(��� � ���������� ��� ������������ ������ ���

��&��� ��%��������*�� ��������& ��	 ��+���, ������ ��- ������
�.�, ������ �(�������, ��	 ��*�	���"�����

������� ���/� �������� ���	�
����������
�� ���� ����� ������� �	��	�� ����	�	�� ��� �������	���
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A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
� � � � � � � � � � � � � �

am1am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎠ ������

��� ����� ���	
 �� ���������� �������

B =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n c1
a21 a22 . . . a2n c2
� � � � � � � � � � � � � � � � �

am1am2 . . . amncm

⎞⎟⎟⎠ , ������

���� r(A) = r(B)�

���������� ������� �	
������ �� ������ ������� �	��
��
���� ��	
��� �	��	����	 �� ��	�	��� �
��	� �������! ��������

"�
� ���� ����� A � B ���� ���
� ���������� � ���� r(A) =
r(B) = n ������ �������! ����� ����������	� ��#�����

"�
� $� ���� ������ ���� ��$�� �	�	! � ���%#� ���
 �����
������ � ���� r(A) = r(B) < n� �	 ������ �������! ����� ���&	����
�	� ��	$����	 ��#���!�

����� �����	� 
	
��� �	����� �������	� ����	���

�������

"�
� ���
	 ���������� ������� ���	 ���
� �������! � �����
� ' ������� �����	$������ ���� |A| 
= 0� �	 �������� A · X = C
��#���� �
���(��� 	���	�)

• *��	$�� 	�� ���� �������� � ������ A−1� 	�����(
������ A :

A−1 · (A ·X) = A−1 · C.
• +��	
%��� �	�����
%��! �&	� ���	$���� ������ �	$�	
�����%)

(A−1 · A) ·X = A−1 · C.
• ,& && A−1 · A = E� - E · X = X� �	 ��#���� ������	�	
�������� �	
������ � ����)

X = A−1 · C. ����.�



������ ��	 
����� �������� ��������� ���

������ ����� ������ ���	�
��� ������ ����� �	�������⎧⎨⎩ 3x1 + 2x2 + 2x3 = 5,
x1 + 3x2 + x3 = 0,
5x1 + 3x2 + 4x3 = 10.

� � � � � 	 �
 � ���	���� ����� �� �	���� ��	����� � �	��

AX = C� ����� A =

⎛⎝ 3 2 2
1 3 1
5 3 4

⎞⎠ X =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ C =

⎛⎝ 5
0
10

⎞⎠ .

���	� A−1 ����� ��	 � ��	���� �����

A−1 =

⎛⎝ 9/5 − 2/5 − 4/5
1/5 2/5 − 1/5
−12/5 1/5 7/5

⎞⎠ .

�����	� �	���� ��	� ��� � �	��

X =

⎛⎝ 9/5 − 2/5 − 4/5
1/5 2/5 − 1/5
−12/5 1/5 7/5

⎞⎠ ·
⎛⎝ 5

0
10

⎞⎠ =

⎛⎝ 1
−1
2

⎞⎠ .

!��"� � ������		 ������#��	� ������� ���	� �#��$��% ���
x1 = 1% x2 = −1% x3 = 2� &��������������� ������'�� $(�)�����%
��� ��	 �����	� ��	������ * $���#������"� ����� �	������

����� ����	
� �����

�������	� �+, �� �	����$ n $�����	� � n ��	������ �	 A ·
X = C% �#� '������ |A| 
= 0� ��	��� ���	���� �������� -���./ �
�#��$"+�� �	��


X = A−1·C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11

|A|
A21

|A| . . .
An1

|A|
A12

|A|
A22

|A| . . .
An2

|A|
� � � � � � � � � � � � � � � �

A1n

|A|
A2n

|A| . . .
Ann

|A|

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛⎜⎜⎝
c1
c2
� �

cn

⎞⎟⎟⎠ =
1

|A| ·

⎛⎜⎜⎝
A11A21 . . . An1

A12A22 . . . An2

� � � � � � � � � � � � � � �

A1nA2n . . . Ann

⎞⎟⎟⎠·
⎛⎜⎜⎝

c1
c2
� �

cn

⎞⎟⎟⎠ .

0#	 ⎛⎜⎜⎝
x1

x2

� �
xn

⎞⎟⎟⎠ =
1

|A| ·

⎛⎜⎜⎝
A11c1 +A21c2 + · · ·+ An1cn
A12c1 +A22c2 + · · ·+ An2cn
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
A1nc1 + A2nc2 + · · ·+ Anncn

⎞⎟⎟⎠ .
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x1 =
1

|A|(A11c1 + A21c2 + · · ·+ An1cn)

x2 =
1

|A|(A12c1 + A22c2 + · · ·+ An2cn)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

xn =
1

|A|(A1nc1 + A2nc2 + · · ·+ Anncn)
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 !��
�� ������� �� 
�� 	
� ����"��# � $��%��� �$�!$�� ���
���
� ������� ����
���#�
 ��!�& ������
��� ����	��� �' ����
���
�# ���
�� |A| '����& ���
�
�
����%� ����� ��'��
��%�
�
��!�� �
��!��� ���!����� 	���� �����& ���
�� �������& �������
 !�'��	�� �� �������� �!��'��(

Δx1 = A11c1 +A21c2 + · · ·+An1cn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1a12 . . . a1n
c2a22 . . . a2n
� � � � � � � � � � �
cnan2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

Δx2 = A12c1 + A22c2 + · · ·+An2cn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11c1 . . . a1n
a21c2 . . . a2n
� � � � � � � � � � �
an1cn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
� 
���
) �	*
�� �
�� �!�'��	��& +������ ������� ��"�� ������
, �

���(

x1 =
Δx1

|A| , x2 =
Δx2

|A| , . . . , xn =
Δxn

|A| . �������

-������ ������� ��'����
�# +�������� .������� � #��#�
�# ����
�
��� +������ ����/��

������ ����� ������ ������	 	
����� ������� �
���
�⎧⎨⎩ 3x1 + 2x2 + 2x3 = 5,
x1 + 3x2 + x3 = 0,

5x1 + 3x2 + 4x3 = 10.
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�
 	������	�� x1 �� ��� ��
	�	�� �������� ����
�� ������� ��� ����� ������ ���� �
������ ��� �
��� ������ ��
�
	�	�� 	
 ���  �!��	� a11 
= 0" ����
 ������� 	��� �������� �
	��
���#	�� �
		��$⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1k
a11

xk + · · ·+ a1n
a11

xn =
c1
a11

,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2kxk + · · ·+ a2nxn = c2,
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aikxk + · · ·+ ainxn = ci,
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amkxk + · · ·+ amnxn = cm.

%&'�(&)

*�	���� �����# ����� ��
	�	�� ������� %26.12) 	
 a21 � ��
���� �� ������ ��
	�	��� +
��� ��	���� ����� ��
	�	�� 	
 a31
� ����� �� ����#��� ��
	�	�� � ���� , �����#�
�� ������� 	���
�������� �
��� �
	����#	�� �
		��$⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + a′12x2 + · · ·+ a′1kxk + · · ·+ a′1nxn = c′1,
a′22x2 + · · ·+ a′2kxk + · · ·+ a′2nxn = c′2,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
a′i2x2 + · · ·+ a′ikxk + · · · + a′inxn = c′i,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
a′m2x2 + · · ·+ a′mkxk + · · ·+ a′mnxn = c′m.

%&'�(-)

+���# ���	� ����	
��	��$

a′1k =
a1k
a11

, a′ik = aik − a1k
a11

ai1; i = 2, 3, . . . , n;

c′1 =
c1
a11

, c′i = ci − c1
a11

ai1; i = 2, 3, . . . , m.
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 ���  �!��
�	� a′22� �������
�
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	�	�� ������		�� ������� �������
���#	� 	
 a′32, . . . , a

′
i2, . . . , a

′
m2

� ����� ��������	� �� ����������/�� ��
	�	�� �������� �����
������ � �������
0���� �������
� ���� ���!���� �� ������ � �������� ������
/��
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	�	���  ������� �� ���  �!��	�� ���� �
��� �
	� 	���� 

�����	�� ���	 ������	 �� 	���� �� ��
 ������
 	�������	
� .
	�
�
���!� A ������� %&'�(&) 	� �
�	 �
	�� �
�1���		�� �
���!� B�

r(A) 
= r(B).
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�	���� xr+1, . . . , xn� �����	 ��
������ �������
���� ����
�����	 
���	��� αr+1, αr+2, . . . , αn� ������� ��	������
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�
�	���	
x1, x2, . . . , xr� �����	 ��
������ ��
������ ��� ��� ����� αr+1, αr+2�
. . . , αn ����� ��	�� ��
����	 
���	���� �� �������� ����	�� � !�"#
��		� �	�����	���	 ���$	���� �	%	����
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���� �	�	�������� ������ � ����
�� � 	���	������

	
���
  !�&� �	���� ����	�� ����	�� �	����� ������⎧⎨⎩ 3x1 + 2x2 + 2x3 = 5,
x1 + 3x2 + x3 = 0,

5x1 + 3x2 + 4x3 = 10.

' 	 % 	 � � 	( )��	�%�� *�	�	�����	 ��	����
������� �����	
��$�� ��
 ����� ��������� ��� � ������������ �������� ����	�	
�����	����

• �	�	������ �	����� �	���	 � �����	 �����	��� ����	� ���
�������� �����	�%�� ��	����
������(

⎧⎨⎩ x1 + 3x2 + x3 = 0,
3x1 + 2x2 + 2x3 = 5,
5x1 + 3x2 + 4x3 = 10.

• +���$�� �	���	 �����	��	 �� & � ���	� �
 �������� �����
$�� �	���	 �����	��	 �� , � ���	� �
 ��	��	�� �����	���(

⎧⎨⎩ x1 + 3x2 + x3 = 0,
−7x2 − x3 = 5,

−12x2 − x3 = 10.

• ���	��	� ��	�� ���	�$�-�	 x2 � x3 �	������

⎧⎨⎩ x1 + x3 + 3x2 = 0,
x3 + 7x2 = −5,

−x3 − 12x2 = 10.

• )��$�� �����	 � ��	��	 �����	���



������ ��	 
����� �������� ��������� ���

⎧⎨⎩ x1 + x3 + 3x2 = 0,
x3 + 7x2 = −5,
−5x2 = −5.

���������	 
��������	 ���
��� 	��	�
�	 ������
���� ����������

��� � ����������� ��������� �� �
�� ���
��� ���������
���� ���

������

x2 = −1
x3 = −5− 7x2 = 2

x1 = −3x2 − x3 = (−3)(−1)− 2 = 3− 2 = 1.

������� ��� �����
�  ��!���" ������ �������� �� ��
��� #����

��� ����
��� �
� ��� ��������	�
�� ����� ��� ������
����� 
��

��	� ���������� �
� �������������� 	��� ��������� ��� ��
���
������ 	������� 
�
��	� ����� �

������ $%�&� !����� 
�
��	� ��������� 	�����	 "��

�⎧⎨⎩ x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 = 1,
2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0,
5x1 + 3x2 + 8x3 + x4 = 1.

' � ! � � � �� (��
���� ���!������" ��
��)� ���
��� � ���

������ ��� ��� ������
����� ����*��������	� � ������� � ��
���

#�����⎛⎝ 1 5 4 3 1
2 −1 2 −1 0
5 3 8 1 1

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 5 4 3 1

0 −11 −6 −7 −2
0 −22 −12 −14 −4

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 1 5 4 3 1

0 11 6 7 2
0 11 6 7 2

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 5 4 3 1

0 11 6 7 2
0 0 0 0 0

⎞⎠ ∼
∼
(

1 5 4 3 1
0 11 6 7 2

)
.

+�!� ���
� ����� ��	��� �
����� �
��*�) ���*����� ������ �


�
��*)��  ��,,�)���
�� ��� �������
���� 
�  � ���� � �
����� �


������ �
��*)��� ����	 �����
���	
�



��� �����	 
�� ������ �������� ���������

������ ���	 
����� �����
 ����� ���	� ����������� 
�����

�� ���� r(A) = r(B) = 2, � ���������� ���������� ����� �� ������
��������� �����
� ��������� �
��� ������������ 
�� ����� ��������

!������"" 
������ � #������������"� ���� ����������" 
������ ���

���
� {
x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 = 1,

11x2 + 6x3 + 7x4 = 2.

$��� � �������� ������� ���������� ������� ��#��
��� x1 �

x2� ��	�� �������
� ���������
� ����� x3 � x4 #���� %��
�������

#������������� �������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 =

1

11
− 14

11
x3 +

2

11
x4,

x2 =
2

11
− 6

11
x3 − 7

11
x4.

!���	�"� ��#��
��� x3 = 1, x4 = 1� #�����
 x1 = −1, x2 = −1� ����
��������� ������� ������� �����
 ����������

������ &'�(� ������ ������	 	
����� ������� ��	���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x1 + x2 + x3 − x4 = 8,
3x1 + 2x3 + 5x4 = 12,

x1 − x2 + x3 = 4,
8x1 + x2 + 5x3 + 3x4 = 10.

) � � � � � �* �������"�
 ����������� 
������ � �#���"�
 ���

�+ ������
� %��
������� #������������"� !�������� #�� #��
����

��� 
����� ,����� � ������ �����
� ������������� 
��"�� 
����
�

���	��
�� ����� �-�� ����������� ����
 �������� �� ��� �����

��������-�
� �������
��⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1 x2 x3 x4

2 1 1 −1 8
3 0 2 5 12
1 −1 1 0 4
8 1 5 3 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x2 x1 x3 x4

1 2 1 −1 8
0 3 2 5 12

−1 1 1 0 4
1 8 5 3 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x2 x1 x3 x4

1 2 1 −1 8
0 3 2 5 12
0 3 2 −1 12
0 6 4 4 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x2 x1 x3 x4

1 2 1 −1 8
0 3 2 5 12
0 0 0 6 0
0 0 0 −6 −22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼



��������	�
� ������ ��� ��	���� �������� ��������� ���

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x2 x1 x3 x4

1 2 1 −1 8
0 3 2 5 12
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

���������� 	
���� ������������� ����	
 ��
�����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 + 2x1 + x3 − x4 = 8,
3x1 + 2x3 + 5x4 = 12,

x4 = 0,
0 · x2 + 0 · x1 + 0 · x3 + 0 · x4 = −22.

�
� �
� ��������� ��
����� ���� ����	� ������������ �� ��


�������� �����	������� ������
������� �����	����
  �
�������
�

�� �����
� ����	
 ��
������ ���� ��
 �� 	��� �������

��������	�
� ������ ���
��	���� �������� ���������

������ ��� � ������ ���	�
��� ������ ����� �	�������⎧⎨⎩ x+ 2y + z = 0,
2x+ y + z = 1,
x+ 3y + z = 0.

! � � � �  �" #�� �
���� ����	�

A =

⎛⎝ 1 2 1
2 1 1
1 3 1

⎞⎠ , C =

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ , X =

⎛⎝ x
y
z

⎞⎠ .

$%�
��
� 	
���
 ���������� �� �����������&'�	� ��
���� �
�(

�	�������	� � �������'�	 �
)����"

A−1 =

⎛⎝ −2 1 1
−1 0 1
5 −1 −3

⎞⎠ .

��*�


X = A−1 · C =

⎛⎝ −2 1 1
−1 0 1
5 −1 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 0

1
0

⎞⎠ =

⎛⎝ 1
0

−1

⎞⎠ .

$����" x = 1� y = 0� z = −1�



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� �	������ �������	�

������ ����� ������ ������	 	
����� ������� �
���
�⎧⎨⎩ x+ 2y − z = 2,
2x− 3y + 2z = 2,
3x+ y + z = 8.

� � � � � � �	 
���

|A| =
∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 −3 2
3 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −8, Δx =

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
2 −3 2
8 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −8.
Δy =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 2 2
3 8 1

∣∣∣∣∣∣ = −16, Δz =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
2 −3 2
3 1 8

∣∣∣∣∣∣ = −24.
�� �������� ������� �������	

x =
−8
−8 = 1, y =

−16
−8 = 2, z =

−24
−8 = 3.

������ ����� ������ ������	 	
����� ������� ��	���⎧⎨⎩ 2x1 + x2 − x3 = 1,
3x1 + 2x2 − 2x3 = 1,
x1 − x2 + 2x3 = 5.

� � � � � � �	 �������� ����������� ������� � �������� ���

���  ���������!� ����"��#�����$ �� %�����⎛⎝ 2 1 −1 1
3 2 −2 1
1 −1 2 5

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 −1 2 5

2 1 −1 1
3 2 −2 1

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 1 −2 2 5

0 3 −5 −9
0 5 −8 −14

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 −1 2 5

0 6 −10 −18
0 5 −8 −14

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 1 −1 2 5

0 1 −2 −4
0 5 −8 −14

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 −1 2 5

0 1 −2 −4
0 0 2 6

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 1 −1 2 5

0 1 −2 −4
0 0 1 3

⎞⎠ ⎛⎝ ����&����$ �������

�������������

�������

⎞⎠



��������	�
� ������ ��� ��	���� �������� ��������� ���⎧⎨⎩ x1 − x2 + 2x3 = 5,
x2 − 2x3 = −4,

x3 = 3,

�� ������� ��	
������
��� �������

x3 = 3, x2 = −4 + 6 = 2, x1 = 5 + x2 − 2x3 = 1.

����� ������� ������
���� 	�	����� � 	
������
���� � �����

	�
���� �� ��������
����� ������ x1 = 1� x2 = 2� x3 = 3� ������

	�	���� �
���	� 	���	���� � ������
 �����

������ !"�#� ������ ������	 	
����� ������� ��	���⎧⎨⎩ x1 + 2x2 + 4x3 − x4 − 3x5 = 7,
2x1 + x3 + x5 = 4,
x2 + 2x4 − x5 = 6.

$ � � � � � �� %�	���� ��	�������& �����'� � ���
��� ���

��� (
���������� ����)��������� ���������  ������ *��		��⎛⎝ 1 2 4 −1 −3 7
2 0 1 0 1 4
0 1 0 2 −1 6

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 2 4 −1 −3 7

0 −4 −7 2 7 −10
0 1 0 2 −1 6

⎞⎠ ∼

∼
⎛⎝ 1 2 4 −1 −3 7

0 1 0 2 −1 6
0 −4 −7 2 7 −10

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 2 4 −1 −3 7

0 1 0 2 −1 6
0 0 −7 10 3 14

⎞⎠ .

+��	� �� ��	
������
��� ����
� 	
���&,�� ����)���������

• ����-�
� ����& 	����� �� ! � ��
� �� ������

• ����	���
� ����& � �����& 	������

• � ������� 	����� ���)��
� ����&� ����-����& �� #�

.�	
����� �����'� 	�����	���� 	���������� 	�	���� ���������⎧⎨⎩ x1 + 2x2 + 4x3 − x4 − 3x5 = 7,
x2 + 2x4 − x5 = 6,

−7x3 + 10x4 + 3x5 = 14,

����	�
���� ������� .�������� ��
������& 	�	���� 	
���&,��

�)������ ⎧⎨⎩ x1 + 2x2 + 4x3 = 7 + x4 + 3x5,
x2 = 6− 2x4 + x5,

−7x3 = 14− 10x4 − 3x5.



��� ������	
���
 �����
 ��� ����
�� ���
���� �����
���

�� ������ �	
 ������	��� x1� x2 � x3 �
��
 �����	� ���� x4

� x5� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x3 = −2 + 10

7
x4 +

3

7
x5,

x2 = 6− 2x4 + x5,

x1 = 3− 5

7
x4 − 5

7
x5.

�������� x4 � x5 ��
��
����� �������� �
����� �

	��	�	����

��� ������� x1� x2 � x3� ������	��� x4 � x5 � �	
� ������ �����	��

��
�
����� ������	����� � x1� x2 � x3  ���������

!�"�� 
���
�� ������ ���	���  �
����	��� � ��
������#�����

$# ��%������� ��������� �����	 x5 = 0� x4 = 0� x3 = −2� x2 = 6�
x1 = 3 ��� x5 = 7� x4 = 7� x3 = 11� x2 = −1� x1 = −7 � 	� ���

������ &'�(� ���������	
 ���	�� �������� ��	���� �����⎧⎨⎩ x− y − z = 5,
2x+ y + 3z = 3,
x− 4y − 6z = 7.

) � % � � � �� *
�	���� ���%������� ��	��+� � ���
���� ����


���
������ ��"
��������� � ��	
�� ,������⎛⎝ 1 −1 1 5
2 1 3 3
1 −4 −6 7

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 −1 1 5

0 3 5 −7
0 −3 −5 2

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 1 −1 1 5

0 3 5 −7
0 0 0 −5

⎞⎠ .

�� ��
���� �
����
��	����
 ��������� 
����+���

• -��
���� .��� �	�
"� �� −2 � ��
���� �
 &�
/� �����	�	

�
�	����� �
 &��� �	�
"��

• 0���� � 1��/ �	�
"� ������� �����	�	 �
���	��� � 1��

�	�
"��

• *�
���� �
�������� &��� � 1�� �	�
"� ��������/�

�
������
/ ��	��+� �

	��	�	���	 ���	���⎧⎨⎩ x− y − z = 5,
3y + 5z = −7,

0x+ 0y + 0z = −5.
!�" "�" �
������� ��������� �	
/ ���	��� ��
	��
�����
� ���	���

���
����	��� �� ����
��	����
� ��%���/ �� ����	�





��� �����	 �
� �������	 �������� �������� ���	�	

����������� ����	 �������� �	
��	��� �	��	������� ����
���

����	
 ��
����
������ ���	�  ���
�������� ���� � 	�
���
������ ��	 �	��� �
������� �� �����	� ��	
��  �� �	��!� �	�	�

"� �� 
����� �	���"������ ��
���	� #
�� �$%&�

a
_

A

B

���� ���� ������ a

'�� ���" �����	 ����	
� #�	��� (&  ��	 �	��! #�	��� )&� �	 ����
�	
 	*	��������� AB. +���� ���,� 	*	������- ����	
" ���"� ���
����� *����� � ��
�	��	� ����
��. a, � ,
�"� /
0�	�. ��

����������� ����	 ������� ������	 a �	
��	��� ��� ����	�
������ ������	 ���
�	�	��� |a|�

����������� ���$	 ������������� �	
��	��� ������� � �����
���� ����� ���	�	��  �	�	���� �� ���
�	�	���� 0 ��� ��

������	� ��	 |0| = 0� 1��
������ ���-�����	
� �� 	�
������	�
2	,�	 �����-� ��	 ���-�����	
 ���� ��*	� ,�����	� � ����"� �	�
���� ���
�������

����������� ���3	 ������� a � b �	
��	 �� �������	������
��� ��� �	����!��� �	 �	�	�������" �����" ��� �	 ����� �������

#���� 
	����	�� � $��� ���	� a ‖ b�
����������� ���4	 ������� a � b �	
��	 �� ��	��	�������

��� ��� ��� �������	��� � �	��	����� � ���� ������� #���� ����


�	�	�� $�� �	�� a � b�

����������� ���%	 ������� a � b �	
��	 �� ��������	��	��
�������� ��� ��� �������	��� � �	��	����� � �	
��� ������� #��

��� ���
�	�	�� $�� �	�� a ↑↓ b�
����������� ����	 ������� a � b �	
��	 �� �	������ ���

��� ��	��	����� � ��� � ����	���� ������ #���� 
	����	��

$�� �	�� a = b�



������ ��	 
������� ������	 �������� ������� ���

�� ������	�
� ��������	� �������� ��� ������ ���	� ����	�����
���������	� � ����� ����� �������	����� � �	 �� ���
� 	� ����	����

������ ����� ��� ������	��
���� �����������	� �� ���� ����
BC = AD� AB ↑↓ CD�

A

B C

D

���� ���� ����������	� 
�����	

����� ������	� 
������ �� ����
���

��	� 	!�� 	��!����� �����"�� �����	�� �!����	� ��������
� ��	���	�� ������� 	� ������

����	�
���� ���#� ������ ���� ������� a+b ��� ������ ��!
���� ����"��� � �� ������� #����	��
���$% ������ ����� b ��!
��� ������ ��� "��� �	� ��"��� ��������� � ��&�� �����	� ��!
���� a '���� ��()�

a

b

b

a+b

_

_

_

_ _

���� ���� ���� 
������


$���� ����� ����� %���!���&� ' ������ a + b� 	����� ��(
����
� ��������� � 	������ �����
� ������� a� � ��	�" ) � ��	"��
�����
� ������� b�

*� �� ����� ����� ���	� �������� �� ������� %���������
���(
��'+ ����� ������ b ������!����� �� 	����� �����
� ������� a� 	�
���, �������, ������� ���������
���� -���� �.#/ � ����� a + b �
���� ������ ����� ���
�	��� ���
� ���������
������





������ ��	 
������� ������	 �������� ������� ���

������������	
� �����	
 ����	�� ��� 	�������	�� 	� ����������
���	��� �� ���������� ��� �� ��	�� ������� a� ������ �
��
 ������
��� a � (−b) ���� ����� ���� 	� ������� a � b� ������		� �� �!"�#

b

-b

a
_a-b

_  _

_

_

���� ���� ��������� 	�
����	

��$�� O� ��������% �������������� OACB ���� ����� �� ������ OC�
��������"�# � ��	�# �����	��%�� ����	 �
��� a + b� � ������ BA�
��������"�# � ��
��# �����	��%�� ����	 ���	���� a− b�

A C

a
_

b

a-b
_  _

O B_
  a+b

__

���� ���� ���� � �������� 	�
����	

����������� &'���	 ���������	��
 ������ a 	 ������������

	�� ����� λ 	������� ������ c� �����	��	�� ������� a� �
�����
���	� |c| = |λ| · |a| � ��	�����		�� � a� ���� λ > 0, � �������	�

�����		�� � a� ���� λ < 0�


����� &'�&	 2a ���� ������� ��	�����		�� � a � �
�����

���	� � �� �� ������� ��
 a, −1

2
a ���� ������� �������	����

��		�� � a � �
����� ���	� ����� 
�	����� ��
 a�

(�����������	�# ������ −a ���	� ������������% ��� ���
�%���

�	���	�� ������� a 	� $���� λ = −1) −a = (−1)a�



��� �����	 
�� �������	 �������� �������� ���	��	

����� ����	
�� �������� ���
��� �� ��	��

�� ��������	
�� ������ λa = aλ�
�� �����	��	
�� ������ λ1(λ2a) = (λ1λ2)a�
�� �	���	���	
�� ������ λ(a+ b) = λa+ λb�
������������
�� ���
	���� 
������� 	� � �������	! � ����	� "�#

 ������  ��
���	 	$ �������!�������

������� �%��� ��� ������� a 	 b ��

	������ ���� 	 ��
���

����� ���� b = λa 	
	 a = λb�

������������
�� &��	 b = λa 	�	 a = λb� �� b ‖ a  � � �������	�
����'��	! 
������ �� �	����

&��	 b ‖ a 	 a 
= 0� �� b = λa ( � ���� '� � �������	�)� ��'� 

������ b = 0�  ������� 0 = 0 · a� &��	 a = 0� �� ��'�� �� 	����� ���
a = 0 = 0 · b�

�	��
����� �%���� ��	�	���� ���������� ������� �
	�� ���

����� ����� ��	�	���

"���� ��� 
����� a� *������	� ����� ea ��	�	��� 
������ ����#
 ��
����� � a� +� � �������	! ����'��	! 
������ �� �	��� ��������
���� a = |a|ea� ���

ea =
a

|a| . �����	


������ ��� ��� ������ �������� ��� l ������ ��������
����� el � ������� � ���� O � ������ � ���� � ����������� �
����� ���	�

e l
l

_

a
_

ϕ

1O

���� ���� ���� �����	
 � ���

����������� �����	 ����� ����	 
�
	����� �������� a  b

��������� 
���
��� 	��� ϕ� 
� ������� 
	�
� �����
	�� ��

� 
� �� �������
� � ��	��� ��� �� ������� ������
� � ��
��
���� ���� � !"�



������ ��	 
������� ������	 �������� ������� ���

���� ���� �� 	
����	 a ��� b ���
	��� �� ���� �
��� ���� ����
��
��� �
��
�
�������

b
_

a
_

ϕ

���� ���� ���� ����	 
�������

�� ��
�
�
��� ����� ��� ���� ϕ �
��� 	
������ ��������� 	
�
�
���� 0 � ϕ � π�

����������� � �!"	 ����� ����	 
������ a � ���� l ����
��
���� 	��� ����	 
������ a � ��������� 
������ ��� el ���� �����

����������� � �!#	 ���� ��! ����� " �� ��� l ����
�����
����� #��������� #�������� α$ #�%���&�! ���� ����	 ' #�#���
���	���� l$ � ���� l ���� ����� ���� ��! 
����� AB �� ��� l �����

����� �����$ �
��� ������� �������� #��� �! ��� � � ������(

�lAB = x2 − x1. $� ��%

l

A
A

B

B
x x1 2

1 1

e l
_

AB
__

α
β

���� ���� ������� � �����
������ 
����� �� ���

&��
���� ��� 
��� ���� ϕ �
��� 	
����� AB � ��'( l ������
��� �� ��� !""� �� x2 > x1 � )lAB �������
�'��� ���� ���� ϕ ������
�� )lAB ���*��
�'��� ���� AB ⊥ l (ϕ = 90◦)� �� )lAB = 0�



��� �����	 
�� �������	 �������� �������� ���	��	

����������� �����	 ��������	
�� ������ AB �� ��� l �����
������ ������������ ������� ������ AB �� ��� l �� ���������

����� ���� ��� el�

���	
����
 ���	��
 AB �� ��� l ��	� ���	��� ���������� ����
����� �
�
�
 � �������� ����
 ���	��
 ����� ���� 

���	lAB = !�lAB · el = A1B1. ����"�

����� ����	
�� ������� ���
�� �� �	�

�� !������ ���	��
 a �
 ��� l �
��
 #��$�� ���	��
 a� $#��%���
��#$ �
 �����$� $&�
 #�%�$ ���	���# � ���� 

!�la = |a| cosϕ. ������

'��
(
	����	���
!������ ���	��
 a �
 ��� l �� �(#���	� ��� ��)�# �&� �
�
��

������# ��������� ��*	�#$ �
��#�	��# ��$�
�� ��&�
 ���	�� a �	���
%�� �	 	���� O ����� ��+��

l

B

B1

a

O
X

���� ���� �������� 	��
��� �� ��

, ���	��	�	��� � -��#$��� ������ !�la = x−0 = x� .( ��#�$&����

��&� �OBB1 : cosϕ =
x

|a| � �	�$�
 x = |a| cosϕ� 	��� !�la = |a| cosϕ�

�� !������ �$##/ �
��
 �$##� �������� 

!�l(a+ b) = !�la+ !�lb.‘ ����+�

'��
(
	����	���
!$�	� AC = AB+BC ����� ����� 0�&�
 !�lAB = x2−x1� !�lBC =

= x3 − x2� !�lAC = x3 − x1� 1
��2�# ��������� �������� � ���� 
!�lAC = x3 − x1 = (x2 − x1) + (x3 − x2) = !�lAB + !�lBC�

0����#
 ����
 �� ��)�&� ����
 ��
&
�#/3�



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

X XX

C

O

A

B

CBA
1 2 3

1 2 3 e

���� ���� �������� 	
��� ��� 	
��� ��������

�� ���� ��	
�� �����
� �� ������ 
� ����	��� ������
�� �� 
�
�� ������ 
��� ���
������ �����
��� ����� ������
� �� ���	 ����	�
����

��l(λa) = λ��la. �� �!"

#�	���
����
���
$���
��� �
� ���� λ > 0 � ��	
�� a ���
�����
 � ���% l &�� ϕ� 
�

��	
�� λa 
�	�� ���
�����
 � ���% l &�� ϕ� ���� �� λ < 0� 
� ��	
��
λa ���
���
 � ���% l &�� π − ϕ�

#�� �����&� ����� (λ > 0) �������� ��l(λa) = |λa| cosϕ =
= |λ||a| cosϕ = λ��la�

#�� �
���&� ����� (λ < 0) ��������
��l(λa) = |λa| cos(π − ϕ) = |λ||a| cos(π − ϕ) = −λ|a|(− cosϕ) =

= λ|a| cosϕ = λ��la�
'� ����	��� ������
� ����� ������
� ����	����
#���
��
������ ��l(a− b) = ��l(a+ (−1)b) = ��la+��l(−1)b =

= ��la+ (−1)��lb = ��la−��lb�

��������	�
� ������ ���
�
���
���� ���
�� �
 �		���
�����
� ������� 	�	��� �������� ���������

���������� �	�
 �� �����
�� �����
��� ��
�����
��

������

������ � �(� ������ ������	 	
����� �� ���
���� ������
��� � �� ������� ��	���⎧⎨⎩ 2x1 + 3x2 + 2x3 = 9,

x1 + 2x2 − 3x3 = 14,
3x1 + 4x2 + x3 = 16.

������ � ��� ����������� �� �����	 ��	��� �������� �� ������
�� 	
����� ��������� �� ���� ������� ��������� �� 
�����



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,
6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,
6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,
4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

������ ����� �������	
�� � ������ �
���
 �	������ �� ������
�
 ��
	����� ��	������� �� ���� ������
 ��	�����
� �� ������
��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2x1 + x2 − x3 = 4,
−x1 − 3x2 + 2x3 = 3,
3x1 + 4x2 − 3x3 = 1,
4x1 + 7x2 − 5x3 = −1.

������� ������	
 
������� 	���	���	� ���	��

������ ����� ������ ������� ��
	����� 
� �
������� �����
��� � �� ������� �
���
⎧⎨⎩ 2x1 + 3x2 + 2x3 = 9,

x1 + 2x2 − 3x3 = 14,
3x1 + 4x2 + x3 = 16.

� � � � 	 
 �� ���	��
� A =

⎛⎝ 2 3 2
1 2 3
3 4 1

⎞⎠ � ����
�� �����

�
�
�	��� ��
 	�
�����	�� X =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ � ����
�� 	�
�����	�� 

B =

⎛⎝ 9
14
16

⎞⎠ � ����
�� ����!	�� �"�	���

�# ����	
� ����
�	�� ����!�� X = A−1B� $�%!�� ����
�& A−1 
����	&' ����
�� A�

����!�"
��"( �
����� A�

|A| =
∣∣∣∣∣∣
2 3 2
1 2 −3
3 4 1

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣ 2 −3
4 1

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣ 1 −3
3 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ =
= 2 · 14− 3 · 10 + 2 · (−2) = 28− 30− 4 = −6.



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

��������	�
��� �������� �
�� ���������

A11 =

∣∣∣∣ 2 −3
4 1

∣∣∣∣ = 14, A21 = −
∣∣∣∣ 3 2
4 1

∣∣∣∣ = 5,

A31 =

∣∣∣∣ 3 2
2 −3

∣∣∣∣ = −13, A12 = −
∣∣∣∣ 1 −3
3 1

∣∣∣∣ = −10,
A22 =

∣∣∣∣ 2 2
3 1

∣∣∣∣ = −4, A32 = −
∣∣∣∣ 2 2
1 −3

∣∣∣∣ = 8,

A13 =

∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ = −2, A23 = −
∣∣∣∣ 2 2
3 4

∣∣∣∣ = 1,

A33 =

∣∣∣∣ 2 3
1 2

∣∣∣∣ = 1,

��
��� A−1 = −1

6

⎛⎝ 14 5 −13
−10 −4 8
−2 1 1

⎞⎠ .

���� X =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ = A−1B = −1

6

⎛⎝ 14 5 −13
−10 −4 8
−2 1 1

⎞⎠⎛⎝ 9
14
16

⎞⎠ =

= −1

6

⎛⎝ 126 + 70− 208
−90− 56 + 128
18 + 14 + 16

⎞⎠ = −1

6

⎛⎝ −12
−18
12

⎞⎠ =

⎛⎝ 2
3
−2

⎞⎠ .

�� ������� ����� ���

��
 
����� ��
�������� �����!� � �"����� ��� ��# ���������$

�"� ������%�����& ���%���"� � ����� ���

��⎛⎝ 2 3 2 9
1 2 −3 14
3 4 1 16

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 2 3 2 9

2 4 −6 28
3 4 1 16

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 2 3 2 9

0 1 −8 19
3 4 1 16

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 6 9 6 27

0 1 −8 19
6 8 2 32

⎞⎠ ∼
⎛⎝ 2 3 2 9

0 1 −8 19
0 −1 −4 5

⎞⎠ ∼
∼
⎛⎝ 2 3 2 9

0 1 −8 19
0 0 −12 24

⎞⎠ .

'��
( �"�����" 
�����)�� ������%������

• ����� 
���� ���*��� �� +&



��� �����	
���� �����	� ��� ��������� �����

• �� ������ ����	� �
��� �������

• ������ ����	� ����� �� �� � ��������� �� ��

• �� ������� ����	� �
��� ������ � ������ ����	� �������

�� ��

• ����� ������ ����	� �� �������

��������� ������ ������������� ����������� ������ ���������⎧⎨⎩ 2x1 +3x2 +2x3 = 9,
x2 −8x3 = 19,

−12x3 = 24,
������������ ��������

��  ��� �����
 ��������������� ������!

x3 = −2� x2 = 19 + 8x3 = 19 − 16 = 3� x1 =
9− 3x2 − 2x3

2
=

9− 9 + 4

2
= 2.

������ �"��� ���������	
 �� ��	�� ������ �����	�� �� ���	��

�� �������� ������	��� �� ���� ���	��� ������	��� 	� ����	
 ���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,
6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,
6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,
4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

# � $ � � � �!⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1 x2 x3 x4 x5

2 −1 1 2 3 2
6 −3 2 4 5 3
6 −3 4 8 13 9
4 −2 1 1 2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x3 x1 x2 x4 x5

1 2 −1 2 3 2
2 6 −3 4 5 3
4 6 −3 8 13 9
1 4 −2 1 2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎝
1 2 −1 2 3 2
0 2 −1 0 −1 −1
0 −2 1 0 1 1
0 2 −1 −1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎝

1 2 −1 2 3 2
0 2 −1 0 −1 −1
0 2 −1 0 −1 −1
0 2 −1 −1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎝
x3 x1 x2 x4 x5

1 2 −1 2 3 2
0 2 −1 0 −1 −1
0 2 −1 −1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎝

x3 x2 x1 x4 x5

1 −1 2 2 3 2
0 1 −2 0 1 1
0 −1 2 −1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ ∼



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

∼

⎛⎜⎜⎝
x3 x2 x1 x4 x5

1 −1 2 2 3 2
0 1 −2 0 1 1
0 0 0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠⇒ x4 = 0.

����� ���	
���� �
������ ���	����	������

• ��������	��� �
�����	� ���	���

• ���	����� ����	� ���	�� �	�
��	����
��	 �� �� ��  � ��!�"

����� �� �� # � � ���	� �	
�!����$ ���!�����

• ���	����� # ���	�� �� (−1)�
• ���
���� ��
��	� ���	���

• ��������	��� �
�����	� ���	���

• �
	����� ��	�	� ���	�� � �������%

&�
� � ��!����� �������$ ����������$ ������� x2� x3 � x4� �	 x1

� x5 ����� ��	�	����� ������������� �
��	����
��	�

x2 = 1 + 2x1 − x5� x3 = 2 + x2 − 2x1 − 3x5 = 3− 4x5%

'�� xn = x5 = 0 �	
�!�� ������	� ��(����

X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0
1
3
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

������ �)%#� ���������	
 �� ��	�� ������ �����	�� �� ���	��

�� �������� ������	��� �� ���� ���	��� ������	��� 	� ����	
 ���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x1 + x2 − x3 = 4,
−x1 − 3x2 + 2x3 = 3,
3x1 + 4x2 − 3x3 = 1,
4x1 + 7x2 − 5x3 = −1.

* � ( � � � ��

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1 x2 x3

2 1 −1 4
−1 −3 2 3
3 4 −3 1
4 7 −5 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼
⎛⎜⎜⎝

1 3 −2 −3
2 1 −1 4
3 4 −3 1
4 7 −5 −1

⎞⎟⎟⎠ ∼



��� ������	
���
 �����
 ��� ����������� ������

∼

⎛⎜⎜⎝
1 3 −2 −3
0 −5 3 10
0 −5 3 10
0 −5 3 11

⎞⎟⎟⎠ ∼
⎛⎝ 1 3 −2 −3

0 −5 3 10
0 −5 3 11

⎞⎠ ∼

∼
⎛⎝ 1 3 −2 −3

0 −5 3 10
0 0 0 1

⎞⎠ .
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��	����
��	 ����� ���	�� �� �� � � �� ��������

�	
������ ����
���� �� �� � � � ���	��

• ���
��� ��
��� ���	���

• �� �	�
���� ���	�� ������ ��	��!

"�� ��� �	�
����� ��������� ������� 0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 = 1
��	���	�����	� ������ ������� �������� ��
����� ���	������	 � �!�!

	�� �� ����� ��#����!

����������	
��� �����

������ �$!�� ������ ������	 	
����� �� ���
���� ������
��� � �� ������� ��	���⎧⎨⎩ 2x1 − x2 + x3 = 2,

3x1 + 2x2 + 2x3 = −2,
x1 − 2x2 + x3 = 1.

������ �$!%� ����������� �� �����	 ��	���� �������� �� ������
�� 	
����� ��������� �� ���� ������� ��������� �� 
����� ��⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + 5x2 − 2x3 − 3x4 = 1,
7x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 = 3,
x1 + x2 + x3 + x4 = 5,
2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4 = 4,
x1 − x2 − x3 − x4 = −2.





��� �����	 
�� �������	 ������� �������������

��� ��� �������	
 ������ ���	������ ������ �� ������� ���
����� ��������	� ������ ��������� ����� a � ������������
��� �� �� �� ������ ������� � !���� "#$%� &���� �� ���' ���
����� �������� ����������	� ��������	� ��������� (�����
���������	� ��������������� ��������� ���� �������� ����
�� a�
)� ���� "#$ ���� ��
a = OM = OP + PM = OP + OM3 = (OM1 +OM2) +OM3.
*����	 OM1� OM2� OM3 �������� ��������+��� ������ a �

��� �������� * ���������� � ,����� !-$�.% �����/ OM1 =
= (�Oxa · i� OM2 = (�Oya · j� OM3 = (�Oza ·k� �������� (�Oxa = ax�
(�Oya = ay� (�Oza = az� �������/

a = ax · i+ ay · j + az · k. !-0�"%

������� �	
�� ���������� ����������� ������� �� ���������
���� �� ���� ���������� ax� ay� az ���������� ��������� ����
����������� ������������ ������� a� !����� "���� ����� �����
����� � ����# a = (ax; ay; az)�

����������� -0�"	 $�������������� rM ��%�� M(a1; a2; a3) ���
�������� ������ OM� ��%���� � ��%��� ��������� � ���&�� � ����
��' ��%���

* ���������� � ,����� -0�" �������	 ������������� ���
������ � ���������� ���� rM = OM = (a1; a2; a3).
��������� ������ ����� AB� ����� ���� ����� �������	

A(x1; y1; z1)� � ���' 1 B(x2; y2; z2)� )� ���������� ����'�� ������
�� �� �������� �� (�OxAB = x2− x1� (�OyAB = y2− y1� (�OzAB =

= z2 − z1. (2��� �������	 ������ AB ����	/ ax = x2 − x1�
ay = y2 − y1� az = z2 − z1� � ���� ���� �� ��������+�� � ���
������� ��������� ���/

AB = (x2 − x1) · i+ (y2 − y1) · j + (z2 − z1) · k. !-0�-%

3��������� ���� ����� AB �	�� ����� ����� ������������	 ��
������ � ��'� � ,����� /

AB = rB − rA. ������

��	
��������� �� �
����� ���������� ������ �������
��
� ���� 
������� AB = OB −OA = rB − rA.





��� �����	 
�� �������	 ������� �������������

=
|M1M |
|MM2|

� ��
|M1M |
|MM2|

= λ �� �����	
������ M1M = λMM2 ���

(x− x1)i+ (y − y1)j + (z − z1)k = λ((x2 − x)i+ (y2 − y)j + (z2 − z)k)�

O

M M M
r r

r
1

2

1 2

���� ���� ������� ����	
� � 	������ ���������

�� �
	����	
 	������	 ������� �
	����	� �� �������
� x− x1 =
= λ(x2− x), y− y1 = λ(y2− y), z− z1 = λ(z2− z)� �����
 �
����� x, y
� z

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

. ������

����	����	����� ������� �� ������
 M1M2� �
�!���"����#�
�
 !�������� Oxy $��� !���%��� 	 !���& ���'�� ��

������ ����� ���� ����	 M1(1; 2; 3) 	 M2(2; 1; 1)
 ����	 ����

�	���� ����	 � � ����	�� ������ M1M2


( � ) � � � � *� �������� ������
 M1M2 λ =
M1M

MM2

= 1�

!�+����

x =
1 + 2

2
= 1, 5, y =

2 + 1

2
= 1, 5, z =

3 + 1

2
= 2�

-�	�� M(1, 5; 1, 5; 2)�

����� �����	
���� �������� 	������

.
� #�	������� 	 �
%
�� ���'�� ��� 	����� �
�
���������� ���/
��0 � �
!�
	������� *���
 	�����
 ��#� ������� 	�%��� ��� !� ���/
���� ����1�� 2
!�
	����� ������	�#� 	�����
 	 !�����
���	� ��"��
�
�
�� �#�
�� α� β � γ� ������� ����
	� �� 	����� � �� �� ������/
�
� ����� 345�� .������� +��� �#��	 cosα� cosβ � cos γ �
��	
��� 
�
!�
	� ����� �������
�� 	�����
�

6���� �
� 	����� a = ax · i+ ay · j + az · k� 7�#�
 ax = 6�Oxa =
= |a| · cosα, ay = 6�Oya = |a| · cosβ, az = 6�Oza = |a| · cos γ� �����


cosα =
ax
|a| ; cos β =

ay
|a| ; cos γ =

az
|a| . ������



������ ��	 
������� ������ ������������ ���

O

α

β

γ

y

x

z

���� ���� ���������	
� ��
���� ������

��������		 � 
����� ������ ��������� ������ ��	 |a|� �������
cosα =

ax√
a2x + a2y + a2z

; cosβ =
ay√

a2x + a2y + a2z
; ������

cos γ =
az√

a2x + a2y + a2z
.

������	  ����� �� ��������! ������ �  ������ � � ������	� ��"
�����

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. ����#$�

%� �� �&������ ����� ��'( )��� α� β� γ ������������ 	��	*��	
���+ � ���� � �����! �������	���	 �� ������,���	 ����#$��

���������� -�) � �����+� ���  ��������� �*&�)� ��������)� �� "
���� ea ����� �)� �������	*.��  �������� � ������� �)� ����������
�� ��	� ����� ����

ea = cosα · i+ cos β · j + cos γ · k. ����##�

%� �� �� �������	*.��  ������ ����� �� ��� a� ��	�����! �
��������� �� ����� ������,����� ��/�#��

�� ��� � ��'(������ ������������ ����'��	 ����	 � ��	�����
����������� 0�� ��)� &��+ ���  ��������� ��� ��� )�� � ����+
������� �� ���� � ����� 1����)���� 2��� �� ��� � �������� ���"
��������� �������	���	 ���	 � ��	����� ����������� ���	  ���"
�������� ��� )��� � ������ � ����

������ ���3� 	�
�� ����������� �������� ������ AB� ����
A(1; 2;−2)� B(2;−1; 0)�



��� �����	 �
� �������	 ������� �������������

� � � � � � �� ��	
�� ��
����� �
������ ������� ��������
����� � AB� AB = (2− 1)i + (−1− 2)j + (0− (−2))k = i − 3j + 2k�

|AB| =√12 + (−3)2 + 22 =
√
14� eAB =

AB

|AB| =
1√
14

i− 3√
14

j+
2√
14

k�

������ cosα =
1√
14

� cosβ = − 3√
14

� cos γ =
2√
14

�

����� ����	
� ����
������
 	������	

����� ��������� ������ a = axi + ayj + azk � b = bxi + byj +

bzk ����������� � ���������� � �����	  !�" b = λa ��� a =
λb� �� #������ 
�$ ��
���� ��������� ���
�%&�' �������	�
bx = λax� by = λay� bz = λaz ��� ax = λbx� ay = λby� az = λbz�

����#�� λ �# (��' �������� � �������$�� �������

bx
ax

=
by
ay

=
bz
az

���
ax
bx

=
ay
by

=
az
bz
. ) *�" +

,���� -��#�� 
�$ ��� ��-� 
�� ������ a � b -��� �������
����� ��-'
�� � 
������� ��-� �' ��
����� -��� �����
.��������

������  *�/� ���������	
 ���������� �� ������ a = (1; 3; 5)
� b = (2; 6; 0)�

� � � � � � ��
1

2
=

3

6

= 5

0
� ����
��� ���������� ���
��� �������

���� �� �������� 5 = λ · 0 �� �����$���$ ��� λ =
1

2
�

������ a � b �� �����������

������  *�0� ���������	
 ���������� �� ������ a = (1; 3; 0)
� b = (2; 6; 0)�

� � � � � � ��
1

2
=

3

6
=

0

0
� ����
��� ���������� ����� ���� 0 = λ·0

��� �%-� λ�
������ a ‖ b�

����� �������� ���
�	���
�

���� -�� ���
���� ���#��
���� ������ �� ����� 1���� ��
���
���� ������� ����.�	 ���2���$ ������ �� ������



������ ��	 
������� ������ ������������ ���

����������� ����	 ��������	 
����������	 ��������� ������
��� a � b ��������� ������ ������ 
���������� �� 	������ �� ���
����� ���� 	���� ��	��

a · b = |a| · |b| · cosϕ. �������

�	
� ��� �� �������� a �
� b ��
����� �� 	��
����� �����������
a � b �� �����
���� ����� ��
��


������� ����	 ��������� 
���������� �������� a � b ������
������ ���� ����������� ������ 	���� �������	�� a · b� ���� �

�	� �� ������� ������� (a, b)!

� 	������	���� 	 �����
�� ���� � !�ab = |b| cosϕ� ��"���� ��#
	����� "�� �$��%���� � �����
� �������� ��
�&��' a · b = |a| · !�ab�
�����'

!�ab =
a · b
|a| . ����� �

����� ����	
�� 	�������� ������������

�� a · b = b · a ������������$� ������
(��	�����
)��' a · b = |a| · |b| · cosϕ = |b| · |a| · cosϕ = b · a�
�� λ(a · b) = (λa) · b = a · (λb) ��		�*������$� �������
(��	�����
)��� ��������� ��� λ > 0' λ(a · b) = λ|a| · |b| · cosϕ =

= |λa| · |b| · cosϕ = (λa) · b� +	��
)�$� 	
�&�� ��		���������	� ���
�#
,�&���

�� a(b+ c) = a · b+ a · c ��	���-�����$� �������
(��	�����
)��� �	��
)��� �����
� ����� � � 	���	��� �����*���

��
�&���' a(b+ c) = |a| ·!�a(b+ c) = |a|(!�ab+!�ac) = |a| ·!�ab+
+ |a| ·!�ac = a · b+ a · c�

 � (
� ��,� &��-$ �� ����
��$. ������� -$
� ���������
���$�
���-.���� � �	����&��� &��-$ �. 	��
����� ����������� �����#

�	) ��
�'

a ⊥ b, |a| 
= |0, |b| 
= 0 ⇐⇒ a · b = 0. �����/�

(��	�����
)��� �	
� a ⊥ b� �� �,�
 ϕ = (̂a; b) = 90◦ =⇒ cosϕ = 0 �
a ·b = |a| · |b| ·cosϕ = 0� 0��-����� �	
� a ·b = 0� �� |a| · |b| ·cosϕ = 0 =⇒
��� �� 	����%���
�� ����� ��
�� 1�� ��� |a| 
= |0 � |b| 
= 0� ��
cosϕ = 0 =⇒ ϕ = 90◦ � a ⊥ b�



��� ������ �	
 �������� ������� �����������

�������� ��	 �
 �	���� ������� ������� ��	� a · b > 0 ⇐⇒ (̂a; b)

� 	������ a · b < 0⇐⇒ (̂a; b) � ��	��
�� ���� �!�� �"����� "���	�� ��"�! �"����� �#	 �	�� �

a2 = |a|2. �����$�

%����"����&!	� a2 = a·a = |a|·|a|·cos 0◦ = |a|2� '
 �	���� �����$�
������� ��	

√
a2 = |a|. �����(�

)�	 ����"����"	 � �� �����"����&!�* ������
√
x2 = |x|�

������ ���$� ����� (a− 2b)2� ��	� |a| = 1� |b| = 2� (̂a; b) = 60◦


+ � , � ! � �� (a−2b)2 = a2−4a·b+4b
2
= |a|2−4|a|·|b|·cos 60◦+4|b|2 =

= 1− 4 · 1 · 2 · 1
2
+ 4 · 4 = 13�

-�"��� (a− 2b)2 = 13�
%� �	���!� "���.�!� �� ���� �!	#	 ��	�
"���!� �"* "��/

�	�	" ����
 �* �		���!���� 
������� ��	� i
2
= j

2
= k

2
= 1� i·j = i·k =

= j · k = 0�
0��� a = ax · i+ ay · j + az · k� b = bx · i+ by · j + bz · k� �	 a · b =

= (ax · i+ ay · j + az · k)(bx · i+ by · j + bz · k) = ax · bx · i2 + ay · by · j2 +
+ az · bz · k2

+ ax · by · i · j + ...+ ay · bz · j · k = ax · bx + ay · by + az · bz�
-�	!�����&!	 ������

a · b = ax · bx + ay · by + az · bz. �������

������ ���(� ��������� � ����� �	� ���� ��	 ����� ����

����� a = (1; 0; 2) � b = (−2; 1; 3)


+ � , � ! � �� a · b = 1 · (−2) + 0 · 1 + 2 · 3 = 4 > 0 =⇒ #	� (̂a; b)
	������

1����"� �	��� ������� � �"	���"	 2 ���� �!	#	 ��	�
"���!� �
�	������ ��	 �� �����!���� �!	��� �"* "���	�	" !�	3*	���	 �
�	����	�!	� ��	3� "��	�! �	�& ��"�!��"	�

ax · bx + ay · by + az · bz = 0. �����4�

������ ����� ��� ���� �������� � ����� a = (1;−3;m) �����
����������	 ��� ������ b = (2; 1; 4)!



��������	�
� ������ ��� ����
��� �������� �	�
���� �
��� ���

� � � � � � �� a ⊥ b⇐⇒ a·b = 0⇒ 1·2+(−3)·1+4m = 0⇒ m =
1

4
�

�	
�	� a ⊥ b ��� m =
1

4
�

�� ��������� 
�������� ��� �������� ���� ����� �
��� �����
��
��� 
��	����� ����	�
�� 
�������� ������ � ����! 
 "������
�����# � $�������

cosϕ =
a · b
|a| · |b| =

axbx + ayby + azbz√
a2x + a2y + a2z ·

√
b2x + b2y + b2z

. �����% 

&���	��' �	� (��� cosϕ (�
���	 	��)�� �	 (���� �����	��� ���*�
�����% ' 	���' ��� ��� �	�������)' ����������������	) 
��	���
' ��	�
��+ ��� 	���+ ���� ����� 
��	����� , 
�� -	� ���������	�� (�����
���������� ����(
�������

������ ���.� ����� ���	 
��� �������
� a = (1; 2; 3) �
b = (−2;−1;−1)�

� � � � � � �� / ���	
�	�	
�� � "������+ �����% �

cosϕ =
1 · (−2) + 2 · (−1) + 3 · (−1)√

12 + 22 + 32 ·√(−2)2 + (−1)2 + (−1)2 =
−7√
14 · √6

=

= − 7

2
√
21

�

$���0�����)�� (����� ������' 	��� ���� ����� 
��	����� �����
(����� ���������	�� (�������� cosϕ(0 ≤ ϕ ≤ π)� / ������ ������
���� 	���+' 	��� cosϕ < 0�

$�� ���*1������	� ��+	� ���*���2���� (������� ϕ � ����3)4
���)����	���' ����(
���� ���*���2���� 
����������

cosϕ = − 7

2
√
21
≈ −0, 764 =⇒ ϕ ≈ 2, 44 �������

�	
�	� cosϕ = − 7

2
√
21

, ϕ ≈ 2, 44 �������

��������	�
� ������ ��� ����
��� ��������
�	�
���� �
���

������ ����� � ����		�	����

� ABCD ����� O � �����������
������	�� AB = a� AD = b. ����� ���� �������� �����  �� �������
�	��!"��# CD� CB� CO� BD�



��� ������	
���
 �����
 ��� �
������� ���
���� �������
 �������

� � � � � � �� CD = −a� �	
	 |CD| = |AB| = |a| � CD ↑↓ a� CB = −b
���������� CO =

1

2
CA =

1

2
(−AC) = −1

2
(a + b)� �	
	 AC = a + b� �

���
� O � �������� ��������� � CA = −AC� BD = BC + CD =
= AD + CD = b− a	

O

B C

a

b DA _

_

���� ���� ������ ���	

������ ����� � � ABC ����� O � �	
	�	�	�	 �	���� AB = a�
AC = b �
�� ����� ��
���	 �	
	� �	���
� a  b ��	����	 �	���
��
BC� AN � KO�

M

B

A CK

A

O N
a

b

���� ���� ������ ����

� � � � � � �	 BC = BA+AC = −a+ b = b−a� AN = AB+BN =

= a +
1

2
BC = a +

1

2
(b − a) = a +

1

2
b − 1

2
a =

1

2
a +

1

2
b =

1

2
(a + b)�


��� � ��������� ���� �������� �������� � ABC �� ����������

������ ABA′C� � ������� AN =
1

2
AA′ =

1

2
(a + b)� ��� �� ������

KO ��������� ��� ������! � ����� ����������� ������� � �������

��� 2:1, ������ �� ������!� "�#���� KO =
1

3
|KB|� KO =

1

3
KB =

=
1

3
(KA+AB) =

1

3
(−1

2
AC + a) =

1

3
(−1

2
b+ a) =

1

3
(a− 1

2
b) =

1

3
a− 1

6
b�

$������������� ��%���� ������! CN,BO, CO, OM �

&����	 CN =
a− b

2
� BO =

b− 2a

3
� CO =

a− 2b

3
� OM =

a− 2b

6
�
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������ ����� � �������	
� ������
��	�� �
��� O � ����
�	� ����
	���� AB = a� AF = b. ����� ���� ���
��
 ���	
 �!�
��"�� ��" #�� ���
�! ����$%�& DE� OB� OC� AD� BC� CF �
'���� ��� #�
�� ��
 �� ����
��	��� 	� ���� ��� � �������	!�

A

b

a

F

C

E

B

D
O

_

_

���� ���� ������ ���	

(���& DE = −a� OB = −b� OC = a� AD = 2(a+ b)� BC = a+ b�
CF = −2a�

������ ����� � � ABC CA = a� CB = b� �
��� M � N �� �
��
�
	� AB 	� ��� ���	! ������ )����� ���
� CM ����� ��*��

b

B

CA
M

N

a

���� ���� ������ ���


� � � � 	 
 �� AB = b−a�AM =
1

3
AB =

1

3
(b−a)� CM = CA+AM =

= a+
1

3
(b− a) =

2a+ b

3
�

������ ���� � � ABC AM � +��������� ����� ��,�� AB = b�
AC = c� )����� ���
� AM �
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|BM |
|MC| =

|AB|
|AC| =

|b|
|c| ⇒

|BM |
|BC| =

|b|
|b|+ |c| ,

��� ��� |BC| = |BM |+ |MC|�
� ���
� �
�
� �
 BC = c− b� 	
������

BM =
|b|

|b|+ |c|(c− b)⇒,

⇒ AM = AB + BM = b+
|b|

|b|+ |c|(c− b) =
|b| · c+ |c| · b
|b|+ |c| .

b

B

CA c

M
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������  !�"� ���� �����	
������ ������ � ABC� r1� r2� r3�
����� �����	
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_
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_
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���� �
��� ���

� � � � � � �� BC = r3− r2� BD =
1

2
BC =

1

2
(r3− r2) �	� 
������	

BC� AB = r2−r1� AD = BD+AB =
r3 − r2

2
+r2−r1 =

1

2
(r3+r2−2r1)�

AM =
2

3
AD =

1

3
(r3+r2−2r1)⇒ r = OM = r1+AM = r1+

1

3
(r3+r2−

− 2r1) =
1

3
(r1 + r2 + r3)

������ ���� ������� ���	
 � 	���������� ����	
�� ������

a = 3i+ 4j + 5k�

� � � � � � �� � 
������
���� 
 ������	�� ������ ������ �����	���

|a| =
√
32 + 42 + 52 =

√
50 = 5

√
2,

cosα =
3

5
√
2
=

3
√
2

10
; cos β =

4
√
2

10
; cos γ =

5
√
2

10
.

������ ���� ��������� ��� ABCD � ��������� ���� ����	�

����� ������	���� A(3; 2;−2)� B(4; 4; 1)� C(−1; 2; 0)� D(−3;−2;−6)�
� � � � � � ��  ���	!�� "�� #	�	�� 
	��
��$���%��� ��������

�������	���
�% ����! �# �	� �������� �	 �����������&�'( 
�����	(
)
���%#�!�� �
����� �������	���
�� �������� ������

������ ���� ������� ���	��	�� ������ ������	������		��
�����
 a = i+ 3j − k�

� � � � � � �� |a| = √12 + 32 + (−1)2 =
√
11 � 
������
���� 


�������! ����� �������'! ������ ��*� &� �	��	�����$ �
��	��	�+
����'!� 
 �������� a ����� �������	�'�

ea =
a

|a| =
1√
11

i+
3√
11

j − 1√
11

k.

)
���'! �������'! ������ ��������	��	�����'! ������� a, �	+
��� −ea�

−ea = − 1√
11

i− 3√
11

j +
1√
11

k.

������ ���,� ������� ������	�� ��������	�� a · b� ����
a = 2i− 3j + k� b = −i+ j + 3k�
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� � � � � � �� �� 	�
��� ������� ��������

a · b = 2 · (−1) + (−3) · 1 + 1 · 3 = −2.
���� a · b < 0� ��� ����� �����
��� a � b ������

������ ������ ������� �	
���� 	���
��� a − b �� 
�� l� ���

�� |a| = 2� |b| = 1� ���� ����
	
� a � b � 
�� l 	���� π/3 � π/4
�

����������
�

� � � � � � �� �
la = |a| · cos(π/3) = 2 · (1/2) = 1� �
lb = |b| ·
· cos(π/4) = √2/2� �
l(a− b) = �
la− �
lb = 1−√2/2�

������ ������ �	� ���
� �������� ��	����	� m ����
	� a(2; 3; 5)
� b(−2; 1;m) ��	���������	���

� � � � � � ��  !���� ��
�������"
��!�� ���# �����
�� ��$�!"
	�
���� �����%��

a · b = 0⇒ 2 · (−2) + 3 · 1 + 5 ·m = 0⇒ m =
1

5
.

������ ����&� ������� (3a− 2b) · (2a + 3b)� ���� |a| = 1� |b| = 2
� a ⊥ b�

� � � � � � �� a ⊥ b⇒ a ·b = 0� a2 = |a|2 = 1� b
2
= |b|2 = 4� ��'�����

(3a− 2b)(2a+ 3b) = 6a2 − 6b
2
+ 9ab− 4ab = 6 · 1− 6 · 4 = −18.

������ ����(� ������� ��
� ����� ����
	��� a = (−1; 0; 3) �

b = (2; 1; 0)�

� � � � � � �� ) !������!���� ! 	�
���� �����* ��

cosϕ =
ab

|a||b| =
−1 · 2 + 0 + 0√

(−1)2 + 32
√
22 + 12

= − 2√
50

= −
√
2

5
.

ϕ = arccos

(
−
√
2

5

)
= π − arccos

√
2

5
���� ������.

������ ����+� ������� ��
� ����� ����
	��� a � b� ���� 

|a| = 2� |b| = 3 � (2a− b) ⊥ (a+ 2b)�
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 ���� AB = a� AC = c� ����
�� ������ AM �

������ ������ ��� ���
���������� ����
 � ABC� r1 = i +
+2j +3k� r2 = 3i+2j + k� r3 = i+4j + k ��
�� ������ ���� 
��� ���
� ABC ! "���
	#���

������ ������ ��� �����
��� ����
 A(1;−5; 3)� ����
�� ���
���
��� ����
 B� ��	
 ������ AB = i− j + 5k�

������ ������ ����
 "����$

 
 ������	%&'
� "� ��%( �����
�
�� ������� 2a− 3b� ��	
 a = −i+ 2k� b = 2i+ j − 2k�

������ ������ ����
�� �"���	%&'
� ���
��� 
 �����
���
��

��) ��������� "���		�	#�) ������� AB� ��	
 A(2;−3; 1)�
B(1;−1;−1)�

������ ������ ���� 
��� ��� ��	
 O ! ����� "�������
% (��
�
� � ABC� �� AO + BO + CO = 0�

������ ����	� ����
�� "����$
& ������� 2a− 3b� � ��# l� ��	

a 
 b ! ��

��� �������� �*��+�&'
� � ��#& l �,	� 2π/3 
 3π/4
�������������

������ ����
� ����
�� "����$
& -�b(3a−2b)� ��	
 a = 2i+j−3k�
b = j − k� .�"�	#+���� �������� "����$
� 
 /��(�	� �����0��

������ ������ 1"����	
�� ! ������ 
	
 ��"�� �,�	 ������	%�
&� ������� AB 
 CD� ��	
 A(1; 2; 1)�B(−2; 0; 2)� C(−3; 1; 2)�D(2; 5; 0)�

������ ������ ����
�� -�a+b(2a− 3b)� ��	
 a = (1;−2;−3)�
b = (−3; 2; 1)�

������ ������ -�
 ����( +���

 "���(���� s ������ (2a−b) ⊥
⊥ (a+ b)� ��	
 a = (0,5; 2; 5)� b = (s; 2;−1)�

������ ������ ����
�� �,�	 (� �� �������(
 AC 
 BD� �	%
���) � "�
(��� ����� ����� A� B� C� D�

������ ������ ����
�� �����
� �,�	 B � ABC �	% ���)
� "�
(��� ����2 ����� A� B� C�
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�������� ����� ������������ 
���� ������������� ����

��� a, b, c �������
�� �����	 ���� �� ���������� ����� ���
���
a, b, c ��� �������
���	 ������������ �� ����� ���
�� c	 ��������
��� ���
�� b ����
 ��
 ���!���� �� ���������� ���
�� a ���
���
�� �� ��
���"�� !��� ��
�� ������� �
�����

# ��
����� ��!��� $�����
 ���
�� a � ���
�! b ��������

�� ������� �
����% ���
�� a, b, c ����!�
 ���!� 
���!�

����	�
���� ������  ������ ����� ��
������ ����	� � ������
���������

	
�������� ����� &���� ������������� ���
��� a, b, c	 ����

�� � !�������� ������ �������
�� �����	 ���� '
� ���
��	 �
�
�������� �
 ����� 
����	 ���������
�� 
��	 ��� ����������
���
��
�
����� !����
�� ���	 ������ � ��� "�� ��� �� �����
!���

	
�������� ����� (��
���� ������������ ���!������ ����

�� a �� ���!����� ���
� b �������
�� ���
� c	 
����	 �
�)

*% ���
� c ��������!���� ����� ������������ ���
���)
c ⊥ a	 c ⊥ b+

,% ���!� ���
�� c ��������
�� -��!���)

|c| = |a| · |b| · sin (̂a; b); ������

.% ���
�� a, b, c ����!�
 ���!� 
���! ���
����
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� �������� � ��������� �����������	

���� ���� �� 	
����	 a ��� b ���
	��� �� �� 	
�����
 ����	
�
�
��
 �� ��
�
�
��� �	�� ���
	��� 	
�����

�
�����
 ����	
�
��
 ���
� ���������� a× b�

��������� ����� ������ ��	
����� ���������� ���������
 �

������� 	�����
��� �	���	� [a, b]�

���� �� ��� �� �������� ��� 	
��� a ����	�
� ����	�� � 	
���
b ! 		
� 	 ��������� �����"#� �� 	
��� a × b �
�
������$
�
��������� ����� � ����	�
� � �����
���

a_

b
_

xa  b
_ _

���� ���� ��������� ���	
�����	�

����� �����	�
 ���	����� �����������

�� a× b = −b× a %�������������	�����&�
'
���	��
����� �� ��
�
�
��$ ��
��
�� ��� 	
���# a× b � b× a

��
�� �������	�� �����( |a| · |b| · sin (̂a; b) = |b| · |a| · sin (̂b; a) � �����
	�����)�#
 ����	�
��$�

�� λ(a× b) = (λa)× b %����"����	�����&�
'���)
� *�� �	����	� ��$ λ > 0( 	
��� λ(a × b) ��

� �� )


����	�
��
� ��� � 	
��� a × b� �
��� (λa) × b �� λ > 0 ��

� ��
)
 ����	�
��
� '���# *��� 	
����	 ���)
 ��	������( |λ(a× b)| =
= |λ| · |a× b| = λ · |a| · |b| · sin (̂a; b), |(λa)× b| = |λa| · |b| · sin (̂a; b) =
= λ|a| · |b| · sin (̂a; b)�

+����,���� ��	�����$ �������
����	� ��$ �����$ λ < 0�
-� a× (b+ c) = a× b+ a× c %���������	�����&�
.�� �	����	� ����	�� �
� �������
����	��
/� 0���	�
 ������
������ 	
����	�
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a ‖ b, |a| 
= |0, |b| 
= 0 ⇐⇒ a× b = 0. ����� 

��!���������� ���� a ‖ b� �� ϕ = (̂a; b) = 0◦ =⇒ sinϕ = 0 �

a×b = 0� |a×b| = 0� "�������� ���� a×b = 0� �� |a|·|b|·sin (̂a; b) = 0 =⇒
�
� �� ����#�����! ���� ��$� %�������� |a| 
= |0 � |b| 
= 0� ��

sin(â; b) = 0� � ���� (̂a; b) = 0� ���� (̂a; b) = π � ����� a ‖ b�
&� '�����	! ���
��� ���� ������� �������� a× a = 0�
(�� ���!���� �������� ���
������ ���!���� )�
*� +������������! ��	�� ��������� �������
����
,�
��� ��������� �������
��� ���� ���-�
� ��������������

��� ���������� � ������#���	� �������� ����� .&/ �

b

a

_

_

���� ���� ����������	
�� 	��	 ��
������� ������������

��!���������� |a×b| = |a| · |b| ·sin (̂a; b)� ��� �����
��� � 0������!
���-�
� ���������������� �������! �� ����� ���
�! 1���	�

������ ���.� ��������� 	
������ (2i+j−k)×j− i×(j−2k)�

2 � 1 �  � �� %�������� ���!������ ��������� �������
����
�������� (2i+j−k)×j−i×(j−2k) = 2i×j+j×j−k×j−i×j+2i×k =
= i× j + 2i× k + j × k�

��� ���#
��� i × j �������� ��� |i× j| = |i| · |j| · sin 90◦ = 1� �
��������� �����
��� � �������� k ����� .&3 � ���� i × j = k� 4��
������ ���
������ ��� i × k = −j� j × k = i� ��5���� �����������
i× j + 2i× k + j × k = k − 2j + i = i− 2j + k�

6����� i− 2j + k�
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�	�� ������� i� j� j ���� ��� ��� ���� �����	� � �������
��� �
����

i× i = j × j = k × k = 0

i× j = k, j × k = i, k × i = j,

j × i = −k, k × j = −i, i× k = −j.

�	����
�	� ����� ��� ��� ������� �
 �!�	

 �
��� "#$%�
	����� ��
�����	
��

a× b = (ax · i+ ay · j + az · k)× (bx · i+ by · j + bz · k) =
= axby · i× j + axbz · i× k + aybx · j × i+ aybz · j × k+

+ azbx · k × i+ azby · k × j = axby · k − axbz · j − aybx · k+
+ aybz · i+ azbx · j − azby · i = (aybz − azby)i−
− (axbz − azbx)j + (axby − aybx)k.

&��	���
� �����
� � �������� ��	� ������
����� ������ ���
�����

a× b =

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ · i− ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ · j + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ · k. '"#$()
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� 	��
������� 	�
����	 ���
 ���������
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�� �� �� ���!������ �����	������
"���# ���!������ �����	����� ��	�� �$%&�� ���������������

������������ �� '��� 	�
������ 
�
 �� ��$��� ����� ()*��

a

b
_

_

d=a  b

L

c

ϕ

���� ���� ����������	
�� 	��	 	��������� ������������

+�� �
������#��	� '���� �������� 	�
��� d = a× b� ���� 
���,
���� 	 ����	����	�� � �����������
�� �� ���� 	�
������� �����	��,
��� ��	�� ������ ���������������� ������������ �� 	�
����� a � b�
���� ������ ����	���� ��������������- |a× b| = S� .� ����������
���!������ �����	����� (a b c) = (a × b) · c = |a × b| · |c| · cosϕ� ��
ϕ � ���� ��/� 	�
������ d � c� 0� ���� ()* ���$��/�� ������ ϕ <

π

2
�

+�� '���� ������ �������� ��� 	 ���� �������������� h = |c| cosϕ�
1
�������#��- (a b c) = |a × b| · |c| · cosϕ = S · h = V � �$%&�� ��,

������������� ���$��/&����� �� ���� ()*� 2 ������ ϕ >
π

2
�������

h = −|c| · cosϕ ���
� cosϕ < 0� � a · b · c = −V � 1
�������#�� ��������-
V = |(a b c)|�

������ �*�3� ��������� 	
�� ������� � ��������

A(2;−1;−1)� B(5;−1; 2)� C(3; 0; 3) � D(6; 0;−1)�
4 � ! � � � �- 4��������� 	�
��� DA = (−4;−1; 0)� DB =

(−1;−1; 3)� DC = (−3; 0;−2)� .� !
��#���� 
���� ��������� ��	���,
��� ��� �$%&� ������ � ����������� �� ��$���DA�DB�DC� 	 !���#
��� ���#!� �$%&�� ��������������� ������������ �� '��� ��$���-
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������ �� �	
����	 ������
�
��
	� ��� ���� �
������ a� b� c
	���� ����� ��� �����
	�
 ������
 �
������
 ������
�
��
�
(a × b) × c� ������
 ���
� �
�����	� �
��� ���
���  ��� (a × b) × c =
= a× (b× c) = a× b × c� a × b × c = c× a× b = b × c× a� a × b × c =
= −b×a×c = −c×b×a = −a×c×b = !�������
 "�� ��	������
����#

$ ����	� �����	
�� i× j × k� % ������  �� i× j = k !�	� ���&
	
� '(�)#� ���� �
	� i× j×k = 0� *������ �	 ������	 	���� ���
&
�
���� ������
 �
������
 ������
�
��
� a × b × c × d� ������
 ���
�
�
�����	 � ����

$ �����
���� �
�+��� ����	������,��� ������
��� �
�������
���
�� � ������� 
���� �
�	
���� � �����������
�

��������	�
� ������ ��� ����
��
� � 	������
�
��
��������� ����
�
�

������ '(�)� ������� ��	�
��
� �
��������� a×b ��� ��	�
�
�

a = 2i− 3j + k� b = −i+ j + 3k�

- 
 � 
 � � 
� $ �����
������ � .��	���� !'(�/#�

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 −3 1
−1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ −3 1
1 3

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ 2 1
−1 3

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ 2 −3
−1 1

∣∣∣∣ =
= i(−9− 1)− j(6 + 1) + k(2− 3) = −10i− 7j − k.

������ ����� ��������� 	
������ �	
���������

j × i+ 3j × k − 5k × i+ (3i+ 5j − k)× (i− 6j + 5k).

� � � � � � �	 
� �������� ����������� � ����� ����������
������������ ��� �� ����� ����� ��������	 i×j = k� i×k = −j� j×k = i�
�� ���� ������ �!��"���� �����	

−i× j + 3j × k + 5i× k + 3i× i− 18i× j + 15i× k + 5j × i− 30j × j+

+25j× k− k× i+6k · j − 5k · k = −k+3i− 5j +3 · 0− 18k− 15j− 5k−
−30 · 0 + 25i− j − 6i− 5 · 0 = 22i− 21j − 24k.
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������ ����� ��������� 	�
��� �����
������ � ABC� ����

A(1; 1; 1)� B(1; 2; 3)� C(−1; 2; 1)�
� � � � � 	 �
 ������ � ABC ����� ���	�� �����	 ��������

�������� �������� �� �������AB 	 AC� ����� � ��������		
� �� ���� ����� ����� ������� ��	 �����	� !�	� ������


S�ABC =
1

2

∣∣AB ×AC
∣∣ .

"�#��� ���	���$ ������ AB 	 AC 	 	� ������� ��	 �����
�	�


AB(0; 1; 2), AC(−2; 1; 0),

AB ×AC =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 1 2
−2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ 1 2
1 0

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ 0 2
−2 0

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ 0 1
−2 1

∣∣∣∣ =
= −2i− 4j + 2k.

%$&	����� ����� !�� ������ � '����� (�)�*+
∣∣AB × AC
∣∣ =√(−2)2 + (−4)2 + 22 =

√
24 = 2

√
6.

,��&������
 S�ABC =
1

2
· 2√6 =

√
6�

������ ���-� ��������� 	�
��� 	�������
������� 	
���
���

�
�
 �� ����
��� p − q � 2p + q� ���� p � q � �������� ����
���


��������� ��
� 60◦�

� � � � � 	 �
 "�#��� ���&��� ������� ��	 �����	�


(p− q)× (2p+ q) = 2p× p+ p× q − 2q × p− q × q =

= 2 · 0 + p× q + 2p× q − 0 = 3p× q.

.���� �� ������	&���	# ��$�� 	 ��������	� ������� ��	 ���
���	�� ���&���


S = |3p× q| = 3|p| · |q| · sin 60◦ = 3 · 1 · 1 ·
√
3

2
=

3
√
3

2
.

������ ���/� ������ ���
�� CD ΔABC �� 	������  !�"�



��������	�
� ������ ��� ��
��������� ����
�
� ���

� � � � � � �� ��	
�� CD = h � 	�
�
�� AB ����� �	�
�����

�
����� ��� ��
��� �����
������ SΔABC =
1

2
|AB| · h� �
�
��� ��

���� ����� ����
��
� ��
��������� � ������� � !"� SΔABC =
√
6!

#�� �

������ ����
� AB = (0; 1; 2)� �������� ����� 
��������
����� 
	�
���� �����
������

|AB| =
√
12 + 22 =

√
5,

�� ��������
√
6 =

1

2

√
5h �$
����

h =
2
√
6√
5

=
2
√
30

5
.

������ � !%� ����� �����	�
� ������ ��������������
� ����

���� a = (2;−1; 5) � b = (−2; 3; 0)�
� � � � � � �� � ���	��� ����
�� ��������������
�
 �� ����
��

a� �� � b, ��&���� �$ ����
��
� ��
����������

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 −1 5
−2 3 0

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ −1 5
3 0

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ 2 5
−2 0

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ 2 −1
−2 3

∣∣∣∣ =
= −15i− 10j + 4k!

'����� ����� ����
�� 	
���������� (�
�� � �������
� ������

e =
a× b

|a× b| =
−15i− 10j + 4k√
152 + 102 + 42

= − 15√
341

i− 10√
341

j +
4√
341

k.

#������ ��
 ����� 	 ����
�
� e� �	�
��� ����
�
� �
)�� &���
��)� ����
� −e!

������ � !*� ������� �������� ����������� ������

a = (1;−1; 2)� b = (0; 1; 2)� c = (2; 0; 1)�

� � � � � � �� � 	

����	���� 	 �
����
� +� !,- �$
����

(abc) =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 1 2
2 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 1 2
0 1

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣ 0 2
2 1

∣∣∣∣+ 2 ·
∣∣∣∣ 0 1
2 0

∣∣∣∣ =
= 1− 4− 4 = −7.
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������ ���

������ 	
��� ������� �	
�� ���������� ������� � �������

�� A(2; 2; 2), B(4; 3; 3), C(4; 5; 4), D(5; 5; 6)�

� �  � � � �� �������� ��������� ��� ����� ���� �!���" �������#
V�� $ ������" � ����� % � & ��� ����� ������ ����!!�!�������

V��� ��$������� � �� �������' AB� AC� AD� (�"$�����!���� V�� =

=
1

3
S��H� V�� = S��H�  �� S��� S��� H ) $������$������ �!��

*��� �$������+ �������#� ����!!�!������� � �' ��*�+ �#$���� ,$!�

���$��� ��� S�� =
1

2
S�� -�!�*��� ���� �!����� ����� ��!����� ��

�!�*��� ����!!�!� �����.� �� ��!����� V�� =
1

6
V��� /#��$!��

���������# ������$!���#' ��������� AB = (2; 1; 1)� AC = (2; 3; 2)�
AD = (3; 3, 4)� ��"��� $������� �������������

(ABAC AD) =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
2 3 2
3 3 4

∣∣∣∣∣∣ = 2 ·
∣∣∣∣ 3 2
3 4

∣∣∣∣− 1 ·
∣∣∣∣ 2 2
3 4

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣ 2 3
3 3

∣∣∣∣ =
= 2 · 6− 1 · 2− 1 · 3 = 7.

��������!���� V�� =
1

6
V�� =

1

6
|ABAC CD| = 7

6
�

������ 	
�
� ������� ������ ���������� ������� �� �����

� ����� ��������� �� ������ A�

� �  � � � �� 0�� ��� �#$��� �������# ����� �#$��� ����!�
!�!�������� ��"��� H �� 1����!# V�� = S��H� (!+ ��'�2����+
S�� �!�*��� �$������+ ����!!�!������� �#��$!�� ��������� ����

��������� BC×BD� /#����+ �� ��������� ���3� ���������# ����!��
��!���� BC = (0; 2; 1), BD = (1; 2; 3)�

BC × BD =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 2 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = i ·
∣∣∣∣ 2 1
2 3

∣∣∣∣− j ·
∣∣∣∣ 0 1
1 3

∣∣∣∣+ k ·
∣∣∣∣ 0 2
1 2

∣∣∣∣ =
= 4i+ j − 2k.

S�� = |BC × BD| =√42 + 12 + (−2)2 = √21. 4� ��������+�

7 =
√
21H ��!����� H =

7√
21

.







������ ��	 
������ ���

Mo( xo; yo; zo)

M(x;y;z)

N

.
���� ���� ��������	
 ����� ��������

−y0)j+(z−z0)k� ��������	
 � ��� �������	 ������	�	��	� �������
��� r = OM � r0 = OM0 ��������	����� ���	� M � M0 �����	����	��
��� �� ���
�	 ������ �����
 M0M = r − r0 � ��		� �� ���������
������ ����!� ��������� � ��� �������	 ������	�	��	� �����

��������� ��	����
� ������
 

(r − r0) ·N = 0. ��"�#�

$������ %�� �����	��	 � �����������& ���
	� �����	
 �����	��	
��������� ���'���(	& �	�	� ������ ����� � �������
 ���
�)��

�	�����
 

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. ��"���

*��������� ���& ����� M �������� ����	������� �����	���
��"���� � ������ �	 ������	+�(�	 ��������� �	 ����	�������� ����
� %��
 ����	 M0M 
⊥ N �

������ �"�#� �	�
	�� ��	����
� ������
� ���������� �����

����� M0(1; 2; 3) �������
������� ������� N = (2;−1; 1)�
, 	 - 	 � � 	 $�	�) A = 2� B = −1� C = 1� .� ��������� ���
��

��"��� �����	
 
2(x− 1)− 1(y − 2) + 1(z − 3) = 0 �� 2x− y + z − 3 = 0
���	�� 2x− y + z − 3 = 0�
/�� � �����	��� ��"�#� �������) ������� �������� �	������	

�����	��	 �������� � ���	 

r ·N +D = 0, ��"���

0�	 D = −r0 ·N �
$������ ��		 %�� �����	��	 � ��
�()� ���
�� ����#�� � �����

������'� �����
 �	���(		 �����	��	 



��� ������ 	
� ��������

Ax+ By + Cz +D = 0. ������

��	
� ��
���� ��� ���
�� �������� ������ ������� ��� ������
�������� ��������� ��
������ ����
����� ���� ���� ���� �� 
�� !
 �"������ A� B� C �� ���� ���#� $������������� ����� ��������
A 
= 0� �� �������� ������ ��%�� ������ � ���� ����&�'

A

(
x +

D

A

)
+ B(y − 0) + C(z − 0) = 0.

(��� �������� ������ ���� �������� ����
���� � �������)� ��
��!

��� N = (A;B;C)� �������*�� ����� ���
� M0

(
−D

A
; 0; 0

)
�

����������� ���+	 ��������� �	
�� ���������� ����� �������
���� ���������� ��������� �	
�� � ���������� ���������� ����� ��
��! "����  ����# ��"��� ��������� �	
�$ � �	
�	 � �����������#�
���� ����������� � ��������! %�����

,)����� �������� ����
����� �������*�� ����� ��� ���
�� ��
��%*�� � ����� ������' M1(x1; y1; z1)� M2(x2; y2; z2)� M3(x3; y3; z3)
����� +-+��
./������ r1, r2, r3, r 0 �����!��
���) ���� ����
 � ��
�*�� ���!


� ����
���� M(x; y; z) ���������������

M

M M

1

2 3

M

O

r r

r

r

1

3

2
-

-

-

-

���� ���� ��������� �	
	� �
� �����

, 
������ ��������	� ��
��� ����
���� �)/���� ��
��� N =
= M1M2×M1M3� ��������� ��������
�����)� ����
����� , �������!
����� � ����+� ������� ��
������ ��������'

(r − r1)((r2 − r1)× (r3 − r1)) = 0.
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 �����
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 ����
��
 �����
���	� �

� 	� 	���� ������
	 ����

((r − r1)(r3 − r1)(r2 − r1)) = 0. � !��"

#������ �	� ����
��
 � ����$�% &����' �����" � �������	�(�
������� ����
��
 �������	� �

� 	� 	���� � �������	��) &��
�∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. � !�*"

�����������  !��	 ����������	
 �������	�� ���������� ���

��� ������ 	����� �������	�� ������ �������	��

+���
��
 � !��"� � ��	��� ���&&�,�
�	' A� B � C ����	 ���
����	� �%-'
 ����
���� ����
	�� ����
��
� ������ �������	
)�

����� ����	
 ����� ��������
��� ���������

.��� ���&&�,�
�	 D = 0� 	� �������	� ��(���	 �

� ������
�������	� 	��� �������	' 	���� O(0; 0; 0) �����
	���%	 ����
��%

Ax+By + Cz = 0.

.��� ���&&�,�
�	 A = 0� 	� �������') �
�	� �������	� �
�
�
�������
� ��� Ox ����
�	
 �����	��	
���� �
�
����������	�
�
�	��� N = (0;B;C; ) � i = (1; 0; 0)" �� ��
����	
����� ������ �����
���	� By + Cz +D = 0 �����
���� ��� Ox�

.��� ���&&�,�
�	' A = 0 � D = 0� 	� �������	� By + Cz = 0
��(���	 �

� ��� Ox� 	��� ��� �����
���� ��� Ox � ��(���	 �

�
������ �������	�

.��� ���&&�,�
�	' A = 0 � B = 0� 	� �������') �
�	� �����
���	� �����
�
� ��� Oz ����
�	
 �����	��	
���� ������
����	�
�
�	��� N = (0; 0;C) � k = (0; 0; 1) �� ��
����	
����� ������ �����
���	� Cz+D = 0 �����
���� �������	� Oxy � �
�
��������� ���
Oz�

.��� ���&&�,�
�	' A = B = D = 0� 	� ������ �������	�
z = 0 ����
	�� �������	��) �������	�% Oxy ������
���� �����
���	� Oxy � ��(���	 �

� ������ �������	"�
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� ��������

����� ���� �	
�� ����������

���������	 ��
� ���� ����� ��
��
����� ���� ���� ���� ��
�
��������� ���
���� ����� �����

N
_

N
_

2

1

α

ϕ α

ϕ

2

1

���� ���� ���� ����	 
���������

���� ���� �� ��
��
���

α1 : A1x+ B1y + C1z +D1 = 0,

α2 : A2x+ B2y + C2z +D2 = 0,
������

�� 	
�� ���	 ���� ���������� ��� 	
�� ���	 �� �����������
�������� N1 = (A1;B1;C1) � N2 = (A2;B2;C2)�

cosϕ =
N1 ·N 2∣∣N1

∣∣ · ∣∣N2

∣∣ = A1A2 + B1B2 + C1C2√
A2

1 + B2
1 + C2

1 ·
√

A2
2 +B2

2 + C2
2

. ������

������ ����� ���������	 
��� ���
 ���������� 2x+ y− z+
+ 1 = 0 � x− y + 3z = 0�

�    � � � !� "���	� ������ #��	����

cosϕ =
2 · 1 + 1 · (−1)− 1 · 3√

22 + 12 + (−1)2 ·√12 + (−1)2 + 32
= − 2√

66
⇒

⇒ ϕ = π − arccos(
2√
66

) ≈ 1, 82.

$���� cosϕ = − 2√
66

.



������ ��	 
������ ���

����� ������	�
���
 � �	��	�����������
 ������	�

��� �������	
 ���	 ����������� 	��� 
 	����� 	���� ����

� ���������� ���	��� ����������� 
 �������	
 �� �������	� ����
������
��� 
 ��	�	����� �����
�� ������������	
 ��� �������
�	�� ���� ! "��"�	�" �����
� ����#!$

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

, ����#!

��
 �����

� �	� �������	
 �� �������	� %������� �����
� �����
������"�	�" ��
����
���
�� ����� ���	�� �������
� ���� !�

&�����
���� �� �������	
 ������
���"��� 	��� 
 	����� 	��
��� ���� 
� ���������� ���	��� ������
���"���� ���� ������
�
��� 
 ��	�	����� �����
�� ������
���"����	
 ��� �������	��
���� ! "��"�	�" �����
� ����'�!$

A1 ·A2 + B1 ·B2 + C1 · C2 = 0. ����'�!

������ ����� ��� ����� �	�
�	�� � �� ��������� 2x−3y+5 = 0
� mx+ 7y − 6 = 0 ���� ���������	��

( � ) � � 
 �$ %�����
� ��������
� �����
" ����#!$
2

m
=
−3
7

=
0

0
.

(�)��� ������ �������
�
2

m
=
−3
7

=⇒ m = −14

3
� %�
 *	�� �����

���	
 2x − 3y + 5 = 0 
 −14

3
x + 7y − 6 = 0� ����
��� ��+�
���� 	���

������	�� 2x− 3y + 5 = −14

3
x+ 7y − 6 �� "��"�	�" 	�,��	����

-	��	$ m = −14

3
�

����� �������	 �� ����� �� �������

%��	� ��� 	���� M0(x0; y0; z0) 
 �������	� α : Ax + By + Cz +
+D = 0� ����,��� �	� ����	�"�
� d �	 	���
 M0 � �������	
 α� 	���
�
�� ������
���"�� M0M1 �� �������	� α ��
�� '.�!� ���
��"�	�"
�� /������$

d =
|Axo + Byo + Czo +D|√

A2 + B2 + C2
. ����''!



��� �����	 
�� ��������

N
_

α

M 0

M 1

���� ���� ���������	 �� ��
�� �� ��������

� � � � � � �� ��	
���� N � �	������� ����	� ��	��	���
α : N = (A;B;C)� �		������� �	��� M1(x1; y1; z1)� d =

∣∣M1M0

∣∣� ���

����	� M1M0 ���� �		�������� M1M0 = (x0−x1)ı+(y0−y1)j+(z0−
−z1)k� �	��	����N ‖M1M0 �ϕ = 0 ��� ϕ = π � ��� �	 	���������!
����"��	�	 ��	�
������"�

N ·M1M0 =
∣∣N ∣∣ · ∣∣M1M0

∣∣ · cosϕ = ± ∣∣N ∣∣ · ∣∣M1M0

∣∣ . �#$�%& 

' ����	� ��	�	��� � �		��������� � (	���	� �&)�%) �

N ·M1M0 = A(x0 − x1) +B(y0 − y1) + C(z0 − z1). �#$�%# 

*	 �	��� M1 ∈ α� �	+�	� Ax1 +By1 + Cz1 +D = 0 =⇒ −Ax1 −
−By1−Cz1 = D � N ·M1M0 = Ax0 +By0 +Cz0−Ax1−By1−Cz1 =
= Ax0+By0+Cz0+D ,������"� ��	

∣∣N ∣∣ = √A2 +B2 + C2,
∣∣M1M0

∣∣ = d�
�
 (	��� �#$�%& � �#$�%# �	������

±
√
A2 + B2 + C2 · d = Ax0 +By0 + Cz0 +D,

	�����

d = ±Ax0 + By0 + Cz0 +D√
A2 +B2 + C2

�� ���� d ≥ 0� �	����� (	���� �#$�%% � - ����	��	� (	�� (	����
�����	"��" 	� �	��� �	 ��	��	��� �	�������" � ��.�	 �#$�# � �����

d =

∣∣r0 ·N +D
∣∣

|N | . �#$�%/ 

0���	����	 	�1�� ��������! ��	��	��� � ��	��������� �#$�/ �
�� ��	��	��� ��������� �/�2 

Ax+By + C = 0, ��� A2 + B2 
= 0



��������	�
� ������ ��� ��
	�
	�� ���

������ ���	
� � ��������� ����	 
������	 ���	�� � ����������
���� ��������� ��� ������ N = (A;B) �
��� ��������
����

���� ���	��� � ��������� ��	����	 �������	 ���	�� � ������
�� ����������

 !�� 	���
 ��
	� ���	�	� A1x+B1y+C1 = 0 � A2x+B2y+C2 = 0
���� 
!�
 	���
 �" ��	����	� �������	�#

cosϕ =
N1 ·N2∣∣N 1

∣∣ · ∣∣N2

∣∣ = A1A2 + B1B2√
A2

1 +B2
1 ·
√

A2
2 + B2

2

. $%&�'()

*���"���	�	 � ���������	 
������	 ������������� ��
" ���+
����" ���	�" �������� 
������ N1‖N2� � ���	�� � ���������#

A1

A2

=
B1

B2


= C1

C2

, $%&�',)

� 
������ �" ��������
������� 
������ N1⊥N2#

A1 · A2 + B1 · B2 = 0. $%&�'-)

.�������� �� ����� M0(x0; y0) �� ���	�� Ax + By + C = 0 �
��������� Oxy ������������ �� /��	
�� $%&�'0)#

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 + B2
. $%&�'0)

1������������� ���" /��	
� ��������� ��������� ��2� ��� ��+
��������
���" 
������ � ������������

��������	�
� ������ ��� ��
	�
	��

������ %&�'� ���������� 	��
���� � 	������� α :
2x− 3y + z − 1 = 0 ����� ����� M1(1, 0,−1) � M2(1, 1, 1)�

. � 2 �  � �# 3�������� ��������� ����� M1 � 
������ ����+
������ ���
��	# 2 − 1 − 1 = 0� ���� ����� M1 ∈ α� 1�� ����� M2

����!��� ���
���	# 2− 3 + 1− 1 
= 0� ���� M2 /∈ α�

������ %&�4� ������� ���������� �� ����� M2 �� 	������� α
� 	������ �����

. � 2 �  � �# 3� /��	
�� $%&�'') ���
���	#

d =
|2− 3 + 1− 1|√
22 + (−3)2 + 12

=
1√
14

.



��� �����	
���� �����	� ��� �������

������ ����� ������� �	�
����� ��������� �	�������� ��	��

����� M0(2; 1; 1) ��	����� �������� 2x− 2y + 2z + 1 = 0�

� � � � � � �	 
�������� ��������� ������ �������� ������� 
!���� �������" �!�� M0� # ��!����� �������$ ������ ����%�
�������& ����� ������ ������� N = (2,−2, 2)� ���� �� ��'
��������&� (��!��	

2(x− 2)− 2(y − 2) + 2(z − 1) = 0.

��� ���� ��������	 x− y + z − 2 = 0.

������ ���)� ������� �	�
����� ��������� �	�������� ��	��

����� M0(2; 0; 3) ��	��������	�� 
����	� N = (2; 2;−2)�
� � � � � � �	 
������� *����� ������� ���!���

2(x− 2)+2(y− 0)− 2(z− 3) = 0� +������ ������	 x+ y− z+1 = 0�

������ ���,� ������� �	�
����� ��������� �	�������� ��	��

�	� ������ O(0; 0; 0)� M1(−4; 2;−1)� M2(−2;−4; 3)�
� � � � � � �	 
������� *����� ����-�� ���!���	∣∣∣∣∣∣

x− 0 y − 0 z − 0
−4− 0 2− 0 −1− 0
−2− 0 −4− 0 3− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔
∣∣∣∣∣∣
x y z
−4 2 −1
−2 −4 3

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔

⇔ x ·
∣∣∣∣ 2 −1
−4 3

∣∣∣∣− y ·
∣∣∣∣ −4 −1
−2 3

∣∣∣∣+ z

∣∣∣∣ −4 2
−2 −4

∣∣∣∣ = 0⇔
⇔ x(6− 4)− y(−12− 2) + z(16 + 4) = 0⇔ x+ 7y + 10z = 0.

������ ���-� ������� �	�
����� ��������� �	�������� ��	��

����� M1(2; 0;−1) � M2(1;−1; 3) ��	��������	�� ��������

3x+ 2y − z − 5 = 0�

� � � � � � �	 
�������� *����� ������ ��������� ��������
������� !���� �����" �!��� # ��!����� �������$ ������ ��'
�� ������� ����%� �����N � ��������������& ������M1M2

� ��������� ������ ������ �������N1 = (3; 2;−1)� ���������
�� ������� ����������� M1M2 × N1 .� ��� �������& ������
M1M2 = (−1,−1, 4) � �������& �����	

N = M1M2×N1 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
−1 −1 4
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = i·
∣∣∣∣ −1 4
2 −1

∣∣∣∣−j·∣∣∣∣ −1 4
3 −1

∣∣∣∣+k·
∣∣∣∣ −1 −1
3 2

∣∣∣∣ =
= −7i+ 11j + k�



��������	�
� ������ ��� ��
	�
	�� ���

������� ��	
����� ��������� ��������� ����� ����� M1 � ����
�	����� 
������� N � ����� ����� 
���

−7(x− 2) + 11(y − 0) + 1(z + 1) = 0 ��� − 7x+ 11y + z + 15 = 0.

������ ��� � ������� �	
� ���� ��
��
����� α1�

x− y + 2z − 3 = 0 � α2 : 2x+ y = 0�

! � " � � � �� #�	� N1 = (1,−1, 2)� N2 = (2, 1, 0) ����	�����

������ �	���� ���������� � $������ %���&' ����	���

cosϕ =
N1N2

|N1||N2|
=

1 · 2 + (−1) · 1 + 2 · 0√
12 + (−1)2 + 22 · √22 + 12 + 02

=
1√
30

.

������ ���&� ������� ��������� ��
��
���� ��
�
����� �����
�
��� M0(0, 2, 1) ����������
 ����
��� a = i+ j + k � b = i+ j − k

! � " � � � �� ( �	����
� ����	����)� 
�����	 ������� ��������

������ 
�������� ����
������ �	���� 
������
�

N = a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = i ·
∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣− j ·
∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣+ k ·
∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣ =
= −2i+ 2j�

( ����
����
�� � $������� %���*' ����	�� ��	
����� ���������
−2(x− 0) + 2(y − 2) = 0 ��� x− y + 2 = 0�

������ ���+� ������� ��������� ��
��
���� ��
�
����� �����
�������� 
������ AB ��������������
 � ��
�� 
������� ���� �
���


������ ��� � �

������� A(−7; 2;−2), B(3; 4; 10)�

! � " � � � �� ,������	�� ����� Mo - �������� ������	 AB


������.��� � $�����	� %*&� '� xo =
−7 + 3

2
= −2� yo = 2 + 4

2
= 3�

zo =
−2 + 10

2
= 4� ( �	����
� ����	����)� 
�����	 
����/� 
�����

AB = (10; 2; 12)� ������� ��	
����� ������ 10(x+2)+2(y−3)+12(z−4)
��� 5x+ y + 6z − 17 = 0�

������ ���0�� ������� �����
���� ���� ������������� ��
�!
�
������ α1 : 2x+ y − z + 3 = 0 � α2 : −2x− y + z − 5 = 0�



��� ������ 	
� ����� � ����������

� � � � � � �� ��	�
�� ���� M �� ������� α1 � ������ 
�����
���� � ��� ���� � ������� α2� ������� ��� �
������ ����
M � xo = 0� yo = 0� ������ zo = 3� ���� M(0, 0, 3)� ����� 
��������
�� ��� � !
���� "#$�%%&�

d =
|3− 5|√

(−2)2 + (−1)2 + 12
=

2√
6
.

����������	
��� �����

������ #$�%%� ������� ��		�
���� 
� �
�� M � ������� 
��

���
� AB � 
��
����� 1 : 2� �
 ��
	�
	�� x − 3y + z − 6 = 0� �	��
A(2, 0, 1)� B(−1, 3, 1)�

������ #$�%'� ����� �
�� A 
������ AB ��
������ ��
	�
	���

���������������� ��
�� 
������� �	�� A(−1, 2,−3)� B(0, 2, 4)�

������ #$�%#� ������� ��������� ��
	�
	��� ��
�
����� ����

�
�� M1(2,−5, 0)� M2(6, 0, 2) ��������������
 ��
	�
	�� x + 5y +
+2z − 10 = 0�

������ ��� ������ � ������������

(	)��� ����
���� ��
����
�������� ����������� �
�������
�
��� � �
��
������� *+� ��,�� �
������ -��� �����
����� -�
�������� �
��� � ��������

����� ������ 	 
�������	�

-
���. � �
��
������ /������ ��
��������� ��� ��������
"
��� %01&� ���� ������� "#%�%& � ����
�� !
�� ��� ������� "#%�'&
� �
�������� {

N1 · r +D1 = 0,
N2 · r +D2 = 0.

"#%�%&{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

"#%�'&

2��� ��� ������� �� ��
�����3��� ���� � �
���3��� ����
�
�� �������
��� N 1 = (A1;B1;C1), N2 = (A2;B2;C2), N1 ∦ N2, �
������� "#%�%&� "#%�'& �
�����.� �����������. �
���.�
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1

1
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������	�� 
���������

����������� ����	 ��������� 	
���� 	
��� ���������� �����
�� ����������� �������

�����	 
 ��

�������� 
��
���� ����	� � ���
���
�� ����
�� ������ ��������� �����������	� �� ���	 M0(x0; y0; z0) � �����
s = (m;n; p), ������������  �� ������� ������ s ���������� ���
���������� �������� �������

!�� ������������ ���� M(x; y; z) ������ l "��
� �#$% �����&
OM = OM0 + M0M. '���� M0M ‖ s =⇒ M0M = s · t, (�� �����
��� t ∈ (−∞; +∞). )�������� ����	
������� ���� M0 � M 
���
��
����� r0 = OM0 � r = OM, ���	����&

r = r0 + t · s. "����%

0
y

z

M

M
s
_

l

0

x

r ro

���� ���� ��
��������� ������ 
�����

��������� 	
��
 ���������� ��������� ���������� ������� *��
�
������	 �������� �������� t 
����
�	� ����	
������ r ����
M ∈ l.



��� �����	 
�� �	��	 � ������������

��� ������	
� �������
����
� ����	�	
� ����� ��������

����	�	
� ������ � �����
	��	�� �����

r = OM = xi+ yj + zk, r0 = OM0 = x0i+ y0j + z0k, ts =

= tmi+ tnj + tpk.

�����
� ⎧⎨⎩ x = x0 + tm,
y = y0 + tn,
z = z0 + tp.

������

����������� ����	 ��������� 	
��� ���������� ������������
����� ����������� ������� ��� ����� ���������� ������ �������
�� ����� M0 � ��������� �!� ������� s. "�� ��������� ���������
t ���������� ���������� x; y; z � �����M(x; y; z) ������ ����� ��
�������

� ��!
 ������� t 
! ��"��#� ����	�	
� �
��� ������ 
 ��
$
���	�� ���� � ����
 ������		 � ����	�	
��

t =
x− x0

m
, t =

y − y0
n

, t =
z − z0

p
.

�����
 ����	�	
��

x− x0

m
=

y − y0
n

=
z − z0

p
, ����%�

!���&'
� ����&�

����������� ����	 ��������� 	
��#� ���������� ������������
�� ����������� �������

(���
) ��� ����	�	
� ����%� ���	��
�*	 �
���� ���� ����	�$
	
� ������ �����	
� ⎧⎪⎨⎪⎩

x− x1

m
=

y − y1
n

,

y − y1
n

=
z − z1

p
.

����+�

,���*� ����	�	
�
x− x1

m
=

z − z1
p

�������� �������
� -�
� �����

,��
 �.��!�) ��	�	
����
� ����	�	
� ����%� !���&� ����& ����$
����	
� ���� ����������� ��������
) !������ � ����	�	
�
 ����+�)
�.����&� ���.�		����
� ������ 
! 	
� ��������*	� ��
 Oz, ������ /
��
 Ox ��� �� �0�� ���1

 �0��



������ ��	 
���� � ����������� ���

���������� ����������	 
���� ��������	 ������ � �����

x− x1

0
=

y − y1
n

=
z − z1

p
,

���� ������ s ����� ���������� s = (0;n; p). � ���� ������ s ⊥ Ox �
x = x1. ���������� 
�	��	

x− x1

0
=

y − y1
0

=
z − z1

p


��������� ��� Oz, ���� � ���� ������ s ⊥ Ox � s ⊥ Oy (x = x1,
y = y1).

������ ����� 	
����� ����� �
������� �
����{
4x− y − z + 12 = 0,
y − z − 2 = 0.

���� �

� ������������� �����

! � " � � � �� ��	 
�������	 �����������# ��������$ ���%#�����
��$�� ����� M0 � ��
����	&'�$ ������ s 
�	��$�

��	 ��#�(����	 �����M0 ����� ����$ �) ��������� �����*��%��
)�������+ ��
�����+ z = 0, � ��$��� ��� ������ ���������� �) �����*
��� {

4x− y + 12 = 0,
y − 2 = 0,

⇔
{

x0 = −5

2
,

y0 = 2.
����,�

-���� �%��)�� ����� M0(−5

2
; 2; 0) ∈ l ��$�����

��	 ��#�(����	 ��
����	&'��� ������� s )������+ ��� ���������

���)������� ��������# �������� N1 = (4;−1;−1) � N2 = (0; 1;−1)
�����# ���# 
��������$ ��(�� 
���	� � �������� ��
����	&'���
������� 
�	��$ �# 
���������	+ ���� ������ s 
��������� l ����� �./��
s = N1 ×N2, s ⊥ N1, s ⊥ N2.

0������ s =

∣∣∣∣∣∣
i j k
4 −1 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = i(1+ 1)− j(−4)+ k(4) = 2i+4j +4k.

1����������+ ������������ ��������	 
�	��$ ���&� ����

x+
5

2
2

=
y − 2

4
=

z

4
.



��� �����	 
�� �	��	 � ������������

������ ����� �������� �	�
���� �	���
x+

5

2
2

=
y − 2

4
=

z

4



��	����	������� 
����

� � � � � 	 �
 ������	� ���� ������	� ������ � ����		 �����

���	� ����� t :
x+

5

2
2

=
y − 2

4
=

z

4
= t, �����
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+
5

2
2

= t,

y − 2

4
= t,

z

4
= t.

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
x = −5

2
+ 2t,

y = 2 + 4t,
z = 4t.

������ ����� �������� ����� �	�
���� �	���� �������� 
 ���

	����	������� 
���� ⎧⎪⎨⎪⎩
x = −5

2
+ 2t,

y = 2 + 4t,
z = 4t.

� � � � � 	 �
  �����! "������� t �� ������� 	
������ � �
��

������� �
��� ������ ���	��� ���������� 	
������ �
�����⎧⎪⎨⎪⎩

x = −5

2
+ 2t,

y = 2 + 4t,
z = 4t.

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
t =

x+
5

2
2

,

t =
y − 2

4
,

t =
z

4
.

⇐⇒
x+

5

2
2

=
y − 2

4
=

z

4
.

����
�� ��� �� �������� 	
������� ���	����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x+

5

2
2

=
y − 2

4
,

y − 2

4
=

z

4
.

⇐⇒
{

2x+ 5 = y − 2,
y − 2 = z.

⇐⇒
{

2x− y + 7 = 0,
y − z − 2 = 0.

����� {
2x− y + 7 = 0,
y − z − 2 = 0.

�� !"#

$������ ��� ���	���� ��%� 	
������ �� !"# ������&��� ��
	
������ �� !'#� ����
��� (�� �
���� ���� ������ � �
��
 � ! !



������ ��	 
���� � ����������� ���

������ � �	 � �
���	 ����� ���� � �� �	 �
����� ����� ��	������ �

����� �
��	
��	� ���
��	
� ��� ����� M0(−5

2
; 2; 0) � M1(−1; 5; 3) ����

��	���
��� �
���	���� � !�"# � � !�$#� %
����� �������� �
���	���
� !�"# � � !�$# ����� ���� �
���� M0M1.

%�� �����	��� �������	���& �
���	��' �
���'� �
�&���(	' �	�

	 ��	 ����� M0(x0; y0; z0) � M1(x1; y1; z1), ��	���� ��� � ���	���	
���
�����(	�� �	���
� � ���� �����	 ����� ���
���

s = M0M1 = (x1− x0)i+(y1− y0)j+(z1− z0)k. )���� �������	���	
�
���	��� �
���'� �
�&���(	' �	
	 ��	 ������ �
���� ���

x− x0

x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

. � !�!*#

������  !�+� �������� ��	
	������� � 
��� ����	�	�� ����
��

��
�
����� ����� �
��� M0(−5

2
; 2; 0) � M1(−1; 5; 3).

, 	 - 	 � � 	. � �����	������ � /�
������ � !�!*# ������	� �����
���	���	 �
���	���.

x+
5

2

−1 + 5

2

=
y − 2

5− 2
=

z

3
⇐⇒

x +
5

2
3

2

=
y − 2

3
=

z

3
.

%�� �����	��� ��(�& �
���	��' ���	
	� ��� � ����	���& �
0&
�
���	��'.⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x+
5

2
3

2

=
y − 2

3
,

y − 2

3
=

z

3
,

⇐⇒
{

2x+ 5 = y − 2,
y − 2 = z,

⇐⇒
{

2x− y + 7 = 0,
y − z − 2 = 0.

1� �������� �
���	��� � !�$#�

����� ���� 	
�� ���	�	�

2���� � �
���
�����	 ���� ��	 �
���	.

l1 :
x− x1

m1

=
y − y1
n1

=
z − z1
p1

,

l2 :
x− x2

m2

=
y − y2
n2

=
z − z2
p2

.
� !�!!#



��� �����	 
�� �	��	 � ������������

���� ����	 
��� ���������� ��� 	��� ����	 �� 
�����������
�� ��������� s1 = (m1;n1; p1) � s2 = (m2;n2; p2) :

cosϕ =
s1 · s2
|s1| · |s2| =

m1m2 + n1n2 + p1p2√
m2

1 + n2
1 + p21

√
m2

2 + n2
2 + p22

. �������

�������� �������� 
���� ��	� ����� ������� �������� 	������
�����
!��
���� �� 
����������� ��������"

m1

m2
=

n1

n2
=

p1
p2

�������

��� 	������# ��� $�� ����� 
� ���������� %�����
�� 	������ �����
����������� ������
����& ��� ����� ��
�& �' $��� ����� � 	����

�
�� ��	��&�

�������� �����
���	���
���� ��	� ����� �������� 	������ ����
��
���	���
���� �� 
����������� ��������"

m1 ·m2 + n1 · n2 + p1 · p2 = 0. �����(�

����� ��������	
� ����� 
 ��������


%	�� � �������
���� ��
 ������ l � �������� α"

l :
x− x0

m
=

y − y0
n

=
z − z0

p
, �����)�

α : Ax+ By + Cz +D = 0. �����*�

+�&��� ������
�� ����� P (x1; y1; z1) ��������
�� �����& l � �����
����� α# ��� ���� '���,�� 	���
�
�� �����& � ��������������& -���
�� ����(� �# ��������� '
���
�� x, y, z � ���	� ���� 	���
�
�� �����*�#

�&��� '
���
�� ��������� t1# ��� ������� ��
������

� ����
��
���� 	���
�
�� �����)� � �����*�"

A(x0 +mt) +B(y0 + nt) + C(z0 + pt) +D = 0 =⇒

=⇒ t1 = −Ax0 + By0 + Cz0 +D

Am+Bn+ Cp
. �����.�

%�������� '���� $�� '
���
�� � -���	� ����(�# ���	��� �������

�� ����� ��������
��"

x1 = x0 + t1m, y1 = y0 + t1n, z = z0 + t1p. �����/�



������ ��	 
���� � ����������� ���

�������� ��	 
	���� ��������������� ������� �		�������	�
	��
�	� �� ��� �		���������!�" ����	���" ���������  ���	� �  	��	�
���# {

r = r0 + t · s,
r ·N +D = 0.

$������ r ��  ���	%	 ��������� ������� �  	������� �	 ��	�	��
 	���� �� t1 
	����#

t1 = −r0 ·N +D

N · s .

����� ���� 	
�� ���	�� � ����������

&%	 ϕ ��'��  ���	� ������� �  	��	��(� �����)� �%�	 	 �����
����� ����� ���� ����� �%	 ��'�� �� �����!�� ����	�	� s  ���	�
� �	���(��� ����	�	� N  	��	���#

cos(N ; s) = cos(90◦ − ϕ) = sinϕ.

ϕ
α

S

N

p

l

���� ���� ���� ����	 
���� � 
���������

* ���%	� ��	�	���  	 
	���� �+,�+-�  	�����#

cos(N ; s) =
Am+ Bn+ Cp√

A2 + B2 + C2
√
m2 + n2 + p2

.



��� �����	 
�� �	��	 � ������������

��������	
���

sinϕ =
Am+Bn+ Cp√

A2 + B2 + C2
√

m2 + n2 + p2
. ������

��	����� ����		�	
����� ������ ������ � �	������� ������ ��	��
����� ���������  �	���� ��������� 	������� ������	�!"�#� �������
s ������ � �����	
��#� ������� N �	�������

Am+ Bn+ Cm = 0 ���$%�

���  �	���� ��� ������ �� ������	�&�� �	�������� '��	�����  �	��
��� 	�#�� ��������
 ������������ �  �������� �	������� �� ( �����
�������

��	����� ��������� 	������� ������ � �	������� ��	�����  �	��
��� ��		���������� ������	�!"�#� ������� s � �����	
��#� �������
N �	��������

m

A
=

n

B
=

p

C
. ���$��

����� ����	 
���	����

����������� ��)	 ����������	
 ���� ������	��� ����������
����� ������ ������ l, �������	�� ������ ������	��� � ������
l � ��
� ����� �������	� � ����������� ������ ������	�� � ���
��� � !"

' ��
 ��
 � ��� *����� �+"���  ���������� �������{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

���$$�

,���&��� ���  �������� � ��� �	��������� ���(���"�( ����* ����
� ! ���$$�� ����� ����

(A1x+B1y + C1z +D1) + λ(A2x+ B2y + C2z +D2) = 0, ���$�

#�� �������� λ ��������� 	!+-� ���������	
�-� *������� �� −∞ ��
+∞.

#�����	�
�	��� ��������� ���$� ��� 	!+�� ���������� *�����
��� λ ������	��� ������� ! �	������
� ���� ��	�����  ��������� ����
�%�)�� #�� A = A1 + λA2, B = B1 + λB2, C = C1 + λC2, D = D1 + λD2�
.�� �	������
 ���(���� ����* ���� ! ���$$�� ���� *������� x; y; z�
 ���	������!"�� ������� ���$$�� �+��"�!� � ��&������ �  ������
��� ���$� ��-��&���� � ���+��( ����- � 	!��



������ ��	 
���� � ����������� ���

��������� ��	�
��� �� ���	�� ����	���� ��	� �	���� ����	����
α2� A2x+B2y+C2z+D2 = 0) ��
�� ���� ������������ � ���� ��������
������� ���� ������! ��	� M0(x0; y0; z0) /∈ α2, ���� A2x0 + B2y0 +
+C2z0 + D2 
= 0� ��"���  ������ λ0 � �������� ���� 	���������
��	� M0 ������������� ��������! ��������

A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1 + λ0(A2x0 +B2y0 + C2z0 +D2) = 0 =⇒

=⇒ λ0 =
A1x0 + B1y0 + C1z0 +D1

A2x0 + B2y0 + C2z0 +D2

.

#�������� � ��������� ������� λ = λ0� ��
�� ���� ���������� ��
$�� ����� ���������� ����	����� ���%���&�" ��� �����! �������
���� �����! ���� ��	� ���������� � ��	� M0 � ������ λ0 ������'
���� � $��(� ��������� )�	� ������ ������� � ��	� M0, �� ������'
��
�&�� $��" �����" �M0 /∈ α2), ���� ���� ��������!� ����	����
��	�� ������ ���� ��	� ���������  �	������

����� ����	�
��� �������� ����� �������������

�������

�  �	�!���� ����������  ���� ��%�
����� 	����"*�(� ���'
������� ��
�� ����� �	��&���!&����� ������� � ������� ������'
���� ���% �����% � �������������

#���� ������  ���!��� ��	��� M1(x1; y1; z1)� M2(x2; y2; z2) � ��'
������!&��� ��	������ S1(m1;n1; p1)� S2(m2;n2; p2)� S1 ∦ S2�

+������� �� 	����"*�� ���������� h ��
�� ���� ����� ��'
���� ���������������� ����������(� �� ��	����% M1M2� S1� S2� ����
���������! ��
�� ����	������ ������������ ����������������� ��'
����������� $��� ������ � �����
�&��� �% ����� �,-�

M
S

S1

2

S1

S2

M1

2

���� ���� ���������	 
	�� ���	�������
��� ���
�
�





��������	�
� ������ ��� ���� � ��
	����	��� ���

�������� ��	 
������ z = 0 ��	�	� ��	��	��� Oxy �	�	 ���	
�	�
���� ����
 �� ��	������� 
������� ���� �	������ ��	�� �
����� ������ ��� z 
= 0�

������ ����� ���������� 	��
���� � 	����� l ����� �����

M0(0;−1; 2), M1(1; 1; 1)� � ��	����� ������������ ��������� 	������

l :

{
x+ y − z + 3 = 0,
2x− y − 1 = 0.

� � � �  � � !	�������� �		������ �	��� M0 � 
������
����	�� �	�
����{ −1− 2 + 3 = 0,

1− 1 = 0,
���� M0 ∈ l.

"���� �	�� ���	� � �		�������� �	��� M1� �	�
����{ −1− 1 + 3 
= 0,
2− 1− 1 = 0,

���� M1 /∈ l.

"�� ��	����� ��	������� 
������ 
�	 ���� �	��
 ���#
�	� � �������$%�� ����	�� "�� ��	����� �	��� �	���&� x0 = 0
� �� ������� ����� y0 = −1� z0 = 2 '�	�
���� �	��
 M0(� ) ����#
���� �������$%�*	 ����	�� � �		��������� � ���	���� � ���+��
�, �	���&� ����	� s = N1 × N2� *�� N1 = (1, 1,−1) � N2 = (2,−1, 0)
	������� ����	�� ���� ��	��	���� 

s = N1 ×N2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ 1 −1
−1 0

∣∣∣∣− j

∣∣∣∣ 1 −1
2 0

∣∣∣∣+
+k

∣∣∣∣ 1 1
2 −1

∣∣∣∣ = −i− 2j − 3k.

-�	������	 ��	������� 
������ ����	� ���$� ��� 

x

−1 =
y + 1

−2 =
z − 2

−3 ���
x

1
=

y + 1

2
=

z − 2

3
.

������ ���.� ��	����� 	�������������� ��������� 	����� ��

	������ �����

� � � �  � � -�	����� 	�%�� ������ ��	��� � ��	�������

������� ����	� ����� t 

x

1
=

y + 1

2
=

z − 2

3
= t.



��� ������	
���
 �����
 ��� ������ � �����������


������ ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x

1
= t,

y + 1

2
= t,

z − 2

3
= t;

⇔
⎧⎨⎩ x = t,

y = −1 + 2t,
z = 2 + 3t.

������ ��	
� ������� �	
� ���� ������� l1 � l2�

l1 :
x

2
=

y − 1

3
=

z + 2

2
, l2 :

x

−3 =
y + 1

1
=

z − 1

0
.

� �  � � � �� ������ ���������� ������������ ��������
������� s1 = (2, 3, 2)� s2 = (−3, 1, 0) � �� �������  ��	�!" ����#���

cosϕ =
s1 · s2
|s1||s2| =

2 · (−3) + 3 · 1 + 2 · 0√
22 + 32 + 22 ·√(−3)2 + 12

= − 3√
170

.

������ ��	$� ������� �	
� ���� ����
� l � ��
��
���� α�

l :
x

2
=

y + 1

3
=

z − 1

1
; α : 3x− y + 2z − 1 = 0.

� �  � � � �� ������� ���������� �����������%� ������� ���&
��' s = (2, 3, 1) � ������(��%� ������� ��������� N = (3,−1, 2)� �
������������ � �������'  ��	�)" ������

sinϕ =
s ·N
|s||N | =

2 · 3 + 3 · (−1) + 1 · 2√
22 + 32 + 12 ·√32 + (−1)2 + 22

=
5

14
,

ϕ = arcsin

(
5

14

)
.

������ ��	*� ������� �
��� ����������� ����
� l � ��
��
���

α �� ������ �����

� �  � � � �� +����� ��������� �����' l �, ������� ��	$ �
���������#����� �����

x

2
=

y + 1

3
=

z − 1

1
= t⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x

2
= t,

y + 1

3
= t,

z − 1

1
= t;

⇔
⎧⎨⎩ x = 2t,

y = −1 + 3t,
z = 1 + t.



��������	�
� ������ ��� ���� � ��
	����	��� ���

��������	 
�� �������� � ��������� ��������� � �����	 ������
��� ����	���� t� ��������������� ��������� ����������

3 · 2t− (−1 + 3t) + 2(1 + t)− 1 = 0⇒ t = −2

5
.

�� ����	���������� ��������� ���	�� ������	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = 2

(
−2

5

)
= −4

5
,

y = −1 + 3

(
−2

5

)
= −11

5
,

z = 1 +

(
−2

5

)
=

3

5
.

����� ����� � 
��	� ����������	� ���������� �������	����
���	�� � ���������� ���� �������� ������ �� ������������

 ����� M

(
−4

5
;−11

5
;
3

5

)
�

������ !"�#� ������� �	�
����� ��������� �	�������� ��	��

�	����
x

2
=

y − 1

3
=

z

1
� ����� M(1, 1, 2).

$ � % � � � �� ����� ���&� ��%��' 
�� ������� ��(��� ��� �����M0

� M1 ���	�� � ������� ��������� ���������� ���������� ����� ���
����� M, M0, M1� ) �������� ����� M0 ���(�� ����' ������ �������
�	�� �����������	� ���������	� ���	��� M0(0, 1, 0)� *�� �������
��� ���&�� ����� M1 ����%�	 ��������� ���	�� � ����	���������	
�����

x

2
=

y − 1

3
=

z

1
= t⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x

2
= t,

y − 1

3
= t,

z

1
= t;

⇔
⎧⎨⎩ x = 2t,

y = 1 + 3t,
z = t.

���������� ��������(��' �������� t /∈ 0, �����	��� t = 1� �����
���	 ���������� ����� M1� x1 = 2� y1 = 4� z1 = 1� ���� M1(2, 4, 1)�
+�����,� ��������� ��������� ����� ��� ����� M � M1� M2 �	��� ���
-!.�/0�∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 1 z − 2,
0− 1 1− 1 0− 2,
2− 1 4− 1 1− 2,

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔
∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 1 z − 2,
−1 0 −2,
1 3 −1.

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔



��� �����	
���� �����	� ��� ������ � �����������

⇔ (x− 1)

∣∣∣∣ 0 −2
3 −1

∣∣∣∣− (y − 1)

∣∣∣∣ −1 −2
1 −1

∣∣∣∣+ (z − 2)

∣∣∣∣ −1 0
1 3

∣∣∣∣ = 0⇔
⇔ 2x− y − z + 1 = 0.

����� ����� 	�
��� �� ������ � ������� ����� �����������
��� �� �������� � ����� �� ����� � !	�" �"� ���������� ��������
�	#���$ ⎧⎪⎨⎪⎩

x

2
=

y − 1

3
,

y − 1

3
=

z

1

⇔
{

3x− 2y + 2 = 0,
y − 3z − 1 = 0,

%���
�� �	�"����� ����� ����������$

3x− 2y + 2 + λ(y − 3z − 1) = 0.

&������� λ ��	������ �� ����"�# �	������������ �����M(1; 1; 2)
���������� '�����"�� ���	����� ����� M :

3− 2 + 2 + λ(1− 6− 1) = 0⇔ λ =
1

2
.

(	�"����� ������� ��������� ���������# �� �	�"����# ����� ����)

������ �	� λ =
1

2
$

3x− 2y + 2 +
1

2
(y − 3z − 1) = 0⇔ 2x− y − z − 1 = 0.

������ ���*� ������� �	�
����� � ����� ������ �	���������

�� ABC, 
�������� �� 
�	���� A� ���� A(1; 2;−1)� B(1;−2;−2)�
C(3; 4; 0)�

+ � 
 � � � �$ %����� ���	����� �	�,�,� ����� ������ ��
"�	
�� A� ���� ��	����� ��	���� BC$

M

(
1 + 3

2
;
−2 + 4

2
;
−2 + 0

2

)
, ���� M(2; 1; 1).

(	�"����� ������ AM ���������# ��� �	�"����� �	#��� ��	��
�"� ����� -����./$

x− 1

2− 1
=

y − 2

1− 2
=

z + 1

−1 + 1
⇔ x− 1

1
=

y − 2

−1 =
z + 1

0
.

0���� ������ ��	����#���# �� 1�	���� -23�4/$

d =
√
(2− 1)2 + (1− 2)2 + (−1 + 1)2 =

√
2.





��� �����	 
�� ��	��� ��������� ���������� ������������

������ ������ ���������� 	
��
������ ����	��� �������{
x+ y + z + 1 = 0,
x− y − z − 1 = 0.

������ ������ �
����� ������	
�� �������� ����� M(2, 1, 3)
	
 ��������� x+ 2y − z + 5 = 0�

������ ������ �
����� ��
�	�	�� ���������� ���������� �����

����� l :
x− 2

5
=

y − 3

1
=

z + 1

2
�����	�������	� ���������

α : x+ 4y − 3z + 1 = 0�

������ ��	 
����� ��������� ���������

����������

��	
�� n���	��� ������� ��	�	� �������	�� �������
����	� ������	��� �����	� ���������	�� ����� � ��	�	��

������ �����

����� ����	
� n������� ���	���

 �� �����!��" � !�#�� $%& ����� � '������	��� �'��!
��


������� ���! ( �� ������	�����) a = (a1, a2, a3)� *�!� ����� !���
	� '!�������& �� �	 �'��!
��
 '���� ���!) a = (a1, a2)� +!
 ��!"�
	�,�� ����	� ������	��� ����	����" x1, x2, x3� -���� a = (x1; x2)
	�������
 �����	��& � ����� a = (x1; x2; x3) ( ��./��	��� ��	
�
�� n���	��� ������ �������
 �	�!����	��

����	�
���� �$��� ������
 n �����������	�� ����� x1, ..., xn�

�
�
		�� � ������� 		�� �������� 	
���
���� n!���	�� ���������

"���� �
�����
�� n!���	�� ������ �������� �#�
����

a = (x1; ...; xn)� $���
 x1, ..., xn 	
���
��� ������	
�
�� ������
�

-����& � �������� �� ������	��� ���	� 	�!0& 	�������
 	�!"�

�������& �!� '����� 	�!.�) 0 = (0; 0; ...; 0)�
-���� (−x1;−x2; ...;−xn) 	�����0� '������'�!��	�� ������

a = (x1; x2; ...; xn) � ����	���0� −a�
������ �$��� %
�������� ������� ��	��	�� ��
�	�	���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
.................................................
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm.



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

����� ���	
 ������� x1 = α1; x2 = α2; ...; xn = αn ������� 
�

���� ����	� ������� ��	 
��� �	��	 
������
����� ���

n��
��� ���	
 x = (α1;α2; ...;αn)� ���	
 ������� ��	�	���� ���

�	� b1; b2; ...; bm �	��	 
������
����� ��� m��
��� ���	


b = (b1; b2; ...; bm)�

����������� ����	 ��� ������� a = (x1; x2; ...; xm) 	

b = (y1; y2; ...; ym) 
�������� ���
��	� a = b� ���	 ���
� 	� �����

��������	� �����	
���� ���� xi = yi(i = 1, 2, ..., n)�

��� ��	
���� ��
��
 ��
����� �� 	
������� � ��������� �
	 ���������	
 ���� ���
��� ����	
���	������ �����
���
����
�� �
���	� �� �� �! ������������ "� ����#�� 		
�
� ��
��

��
����� �� n��
���� 	
��������

����������� ����	 ������ ���� �������� a = (x1; x2; ...; xn) 	
b = (y1; y2; ...; yn) 
������ 
���� ������

c = a+ b = (x1 + y1; x2 + y2; ...; xn + yn), $���%&

� 	� ���
���� � ������

d = a− b = (x1 − y1; x2 − y2; ...; xn − yn). $����&

"����	
�
�
� 	
����� a = (x1; x2; ...; xn) � ����� λ ���	���
	
����

λa = {λx1; λx2; ...; λxn}. $����&

'�
��
 ��
����� �� n��
���� 	
������� �(������ �	����	��
��� �����	�
��� �� ��
��! ��
����� �� 	
������� � �����
����� � 	 ���������	
�

����������� ���)	 �
������� ���� n����
�� ��������� ��� ���
����� ����
����
� � ���!		 �����
	� 	 ��
���
	� 
� "	���� 
��

�������� ��	#���	"���	� ������
��  ������
����� 	 �$��
�"��

���� Rn�

*
����� a1 = (x
(1)
1 ; x

(1)
2 ; . . . ; x

(1)
n ), a2 = (x

(2)
1 ; x

(2)
2 ; . . . ; x

(2)
n ), ...,

ak = (x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; ...; x

(k)
n ) ���	���� ��
�� ��	�������� 
��� ���
�

��	��� ����
 ����� λ1; λ2; ...; λk� 
 	�
 ��	�
 ���� �� ������!
��

� �
��� ��	
��	�

λ1a1 + λ2a2 + ...+ λkak = 0. $���)&





������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

����������� ����	 ����� λ1, λ2, ..., λn ����	�
��� ����������
�� 	����� 	 ������ ������� � ��	����	� ������ ����	����� ������
������ 	����� a �� ������ a1, a2, ..., an�

a = λ1a1 + λ2a2 + ...+ λnan = 0. ������

�	
����� ���
������ λ1, λ2, ..., λn �����
� � ������ e1 =
(1; 0; 0; ...; 0)� e2 = (0; 1; 0; ...; 0), ..., en = (0; 0; ...; 0; 1)�

� ���� ����� 	� ��
��� � ����� ����� a = λ1a1+λ2a2+ ...+λnan�
�� � ���
������! ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x1 = λ1 · 1 + λ2 · 0 + ...+ λ2 · 0,
x2 = λ1 · 0 + λ2 · 1 + ...+ λ2 · 0,
.................................................
xn = λ1 · 0 + λ2 · 0 + ...+ λ2 · 1.

"�������#�� λ1 = x1, λ2 = x2, ..., λn = xn� $���� � 	
���
��%
���� Rn �& n%��
��'� �����
� a = (x1; x2; ...; xn) ���� x1; x2; ...; xn

&�&(��& �'� ���
�������� � ������ e1, e2, ..., en�
"����� �������#� ��� n%��
��� �����
��� 	
���
������ &�&���&

������� ������ ��� ���������'� )���*��'� �����
��'� 	
���
��%
����+� � ����
�� �����
� ����� ����# ���*����� ����'����� ���%
,����� � ��-�&! �.� �/�

0& n%��
��! �����
�� ��,�� ������ �	�
�-�( ���&
��'� 	
�%
��������& � 	��&��� �'� ��,�� �����
��� ����'���� ����� ���
��� ������ � ��-�� �/�1�� ���� ��� �����
� a = (x1; x2; ...; xn)
� b = (y1; y2; ...; yn)� �� a · b = (x1 + y1; x2 + y2; ...; xn + yn)� 2��&
��3
	
���������� ����� ������# ���*������� ����'������ ���,�����
� ��-�� �/ �& �
4!��
��! �����
���

����� ������	� 
�
�������

5���# � 	������� Q ������ 	
&���'�#��& ������� ���
������
0& �	
�6���& ��	��� � �������� 	
���
�������* ���
������ �����
����� ���������# �� x � y� � ��
�� x1 � x2 �� y1 � y2 � ����� � ��������
�
�� ������ i � j 7 ��
�� e1 � e2�

8������
�� �
������&� ��&����(6�� 	�
������� x1 � x2 � 	�
�%
������� y1 � y2 {

y1 = a11x1 + a12x2,
y2 = a21x1 + a22x2.

������

'�� a11, a12, a21, a22%	����&�����



��� ������ 	
� ������ ������� ������� �����������

������ ���	
 M ���	��� Q  	����������� x1 � x2 ����
�����

� � ���� �
 ���	��� 
�����
���� ���	� N � 	��������� 	������
y1 � y2 ���
�
����� ������
����� ����� �

����������� ���!	 ����� N ����	�
�� ������� ����� M � ���
�� ����� M �����	�
� 	 ��������� Q �
������� ����� L� �� 
�
����� �����	�
�� 	����
 ��	��� ����
 �
������� ����� λ� ��� ���
	���� � ������� ���	�
�� !"#�$% ������	��	�
�� �������
��

��� ��
������	���
 ��������� Q 	 �
��

" ��#�  �
�� ��� �����
 ���� �����
��� ����� ��
�� �
����
�
�
�$ ������
�$�� x1 � x2� ��� ���%���
��
 ��#���
�� ���
�����
" #������� ��
�
 	�������� Ox1x2 ���
���
 ���%���
��
 �����

&���	�
��#�
�� 	��������� �����'
�

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

�����
���� �# 	��((�'�
���� ���
���)� ���%���
��� ����� �

*�� ��
�� �����'�����%'�X =

(
x1

x1

)
, Y =

(
y1
y1

)
, �� ��
�

�� �����
��� ����� ����� #�����$ � �
���+
� ��������� (���
,

Y = AX. ����! 

����������� ���-	 &����'� A ����	�
�� �����'
 ���
 ���

�� �������
��� � 
� ���
(
���
�� |A| =
∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ) ���
(
���
�
�
���
 ���� �������
���

*��
 ��
 �������
��
 ����	�
�� �
	����(
���� !��� �++���
���%� 
��� 
�� �����'� �
	����(
���� ��
� 
��� |A| 
= 0� ���� �

|A| = 0� �� �������
��
 ����	�
�� 	����(
�����

.�� �((����� ���%���
��� ��
�� ����� ����#����� ��#�
����
������
�$�� x1 � x2� .� (������� ����
�� ��

�,

x1 =

∣∣∣∣ y1 a12
y2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ =
a22
|A|y1 −

a12
|A|y2.



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

x2 =

∣∣∣∣ a11 y1
a21 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = −
a21
|A|y1 +

a11
|A|y2.

����� ⎧⎪⎨⎪⎩
x1 =

a22
|A|y1 −

a12
|A|y2,

x2 = −a21
|A|y1 +

a11
|A|y2.

���	
�

�������� ���	
� ����������� ���� ������� ������ �����N(y1; y2)
������������� ������������ ����� M(x1; x2)� � ������ �� ����� M,
������ ������ �� ����� ����� N 	 !���� ������� �""����� ����#
������ ����� ��� ������� ����������� ���������� � ������� Q
� ����	 �� ������� ���	
� � ������ ��� ������� ���������� �����
�""����� � �$� ����%� ���& ����%�� ������� ����%� A'

A−1 =
(

a22/ |A| − a12/ |A|
−a21/ |A| + a11/ |A|

)
.

( "��� �� ���	
� ����� ����� ������ �� � �������& ��� �����
�������$� �������� ���	)� �� ����%� A−1'

A−1Y = A−1AX.

!�� ��� A−1A =

(
1 0
0 1

)
= E � EX = X� �� A−1Y = X. �����

X = A−1Y. ���	*+�

,�������� �������������� ����������{
y1 = x1,
y2 = x2

���	**�

������������� ��������� ����%� E =

(
1 0
0 1

)
.

������ ��	�� �������� ����	
�����{
y1 = 2x1 + 3x2,
y2 = 3x1 + 5x2

���	*��



��� �����	 
�� ��	��� ��������� ���������� ������������

�������� ���	

�� ��� ��� ����	�� A =

(
2 3
3 5

)
	���� �������

�	���� |A| =
∣∣∣∣ 2 3
3 5

∣∣∣∣ = 1 ���	�
�� �� 
���� �����
�� ��������
	�

�����	� �������� �	����� � !�"!# ��
��	����
� x1 	 x2${
x1 = 5y1 − 3y2,
x2 = −3y1 + 2y2.

�������

%�� ��������
	� 	���� ����	�� A−1 =
(

5 −3
−3 2

)
�

����� ����	 M(1; 2) ���� ����� N � �����	
����	 y1 = 2 · 1 +
+3 · 2 = 8 y2 = 3 · 1 + 5 · 2 = 13� ������� ������ L : x1 + 2x2 − 2 = 0
����	� ������ λ ����
�
	� ������� �����	��� ���	 � ����
�
	�
x1 + 2x2 − 2 = 0 �������	� ������
	� x1 	 x2 ����� y1 	 y2 ��
�������� � !�" #$

(5y1 − 3y2) + 2(−3y1 + 2y2)− 2 = 0, 	�	 − y1 + y2 − 2 = 0.

&��
� �������� ��� � ��'�� ������ ��	 ���	

�� ��������
		
������� ������ �������� �������

������ ����� (	
��
�� ��������
	�{
y1 = 2x1 + 3x2,
y2 = 4x1 + 6x2

�������

�������

��$ �)� ����	��

A =

(
2 3
4 6

)
	���� �������	����

|A| =
∣∣∣∣ 2 3
4 6

∣∣∣∣ ,
���
�� 
��*� %�� ��������
	� 
� 	���� �����
�)� 	 
� ����
���
�	���� ���	�
� ��
��
��
�)� ��������
	� ��������	 � ����� +���
���	����
� 	� ����
���
	� � !�,# ��)�� �	���� ��� �*��� �����
M ������ 2x1+3x2 = 0 	���� ���	� ������� 
����� �����	
�� ���
��� y1 = 2x1 + 3x2 	 y2 = 4x1 + 6x2 = 2(2x1 + 3x2) = 2 · 0 = 0�

������ ����� (	
��
�� ��������
	�{
y1 = x1,
y2 = −x2



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

� �������	 A =

(
1 0

0 − 1

)

�������

�� ��� ��� ����� ����

�	 ���� M(x1; x2) �������� ���� N � ���������
�� �
�������

 �� Ox1 ��������
� ������
���� ���� 
�������� ���� ����
M(1; 2) ���� ���� N(1;−2)�

����� OM ���	
�������� ���
 M(x1; x2) : OM = x1e1 + x2e2�
���������
� ������ ����
� ��� � ����������
� ��	
�������� ON ����

 N � ������� �� ����!�� ���
 M : ON = y1e1 + y2e2� ����"


x1, x2 
 y1, y2 #�
$ ������� ���!��% &�������
 �������

' !������
� �����
�� ��� � ������ (����������� Ox1x2x3� ���	�
����
"% �����"% 
 ����
"� ���������
�)

X =

⎛⎝ x1

x2

x3

⎞⎠ , Y =

⎛⎝ y1
y2
y3

⎞⎠ , A =

⎛⎝ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞⎠ ,

	�� ���%���	����*� ���������
� (|A| 
= 0) (����
� �������
�� ����
��*
��%� ����+�� ����,-�)

Y = AX, X = A−1Y.

��
 �&&
���� ���������

 (������������ � ����� (��!���� ���
��!�� (������
 �������� (�������� � ����!�� (���� . (������

����� ������	
��	�� ������	�

/�������
� � (������
 Q (�����*������ �
����� ���	
���
Ox1x2 � �����
 e1 
 e2� 0���	� � �
����� ���	
��� Ox1x2� ������
��	�� ��!%���� ����� � ��������
� ����� �
����� ���	
��� Ox′1x

′
2

� �����
 e′1 
 e′2� 0����� ���	
��� ����� 
 ���� �
���� ���(�	���
��
� ,1+��

'�!��2� � (������
 Q (��
!������� ���� M � ����� x1, x2 . �2
���	
���% � ����� �
������ � x′1, x

′
2 . � ���� � 0� 	�� ���!� ���	�

����%�
 
 ���%�
 ���	
�����
� 3�� #��*� ��!���
� ��	
��������
OM ���
 M �� ����������
� (� ����*������%� ��!
��� e1, e2 

e′1, e

′
2)

OM = x1e1 + x2e2, OM = x′1e
′
1 + x′2e

′
2.

4�
� ����!���

x1e1 + x2e2 = x′1e
′
1 + x′2e

′
2. ����,5�
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e

e

e

e

α
0  1

 1

 2

 2
, ,

x ,1

x1

x2

x’2 .M

���� ���� �����������	
� �����
	�

��������	 
������� ����������� ������

α11 = e1e
′
1; α12 = e1e

′
2; α21 = e2e

′
1; α22 = e2e

′
2.

����� ��������� ��� �� ���������� �����
��� � ���� ! 
���"�� ��#
���
��� �� ����������{

x1 = d11x
′
1 + d12x

′
2,

x2 = d21x
′
1 + d22x

′
2.

�����$!

%��	"�� � ����$! ������&�
 '��	"��	� ������������� ������#
��� �� ���
��
��� � 	����(�

L =

(
d11 d12
d21 d22

)
�����)!

* 	����(�+ ��������������

,�

	����	 	����(�#
����(� X =

(
x1

x2

)
� X ′ =

(
x′1
x′2

)
. -����

�������������� ��������� � ����$! � 	�������+ '��	� ����.��
 �
����

X = LX ′.



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

������� L ��	�
��� ��
� ���������� �������� ��� ���
�����
�	������ ������ ��	� ���	���� ����� �
������ ��� ������ ������
��
���� �	������ ������ ����	���� ����� ��	�� �������� ��	�
���
 �� ���� ���������� ���������� ����!���	"����

#������� ����������������� ������ LT =

(
d11 d21
d12 d22

)
, ���

����� ��	�$����� �� ������ L ������ ����� ���	����� %������
�������
���� ����� LTL� &$������ ��'�����$��	����� ��������
������ L� ��	�$�

LTL =

(
d11 d21
d12 d22

)(
d11 d12
d21 d22

)
=

=

(
d211 + d221 d11d12 + d21d22
d12d11 + d22d21 d212 + d222

)
=

(
1 0
0 1

)
= E. �()�*+�

,��� ������� ������ LT ��	����� �������� �� ����'���� �
������ L� ���� LT = L−1.

���������� -�	� ����� ������ ����
���� ��	�$��� �� ������ ���
���� �������� ���� �� �!�	 α� �� 	�!�� ��
��"� $�� .���	� �()�*/�
���	�!�$�� .���	� �������� ���� ����
����� ����������� �
	����� )�
0���" �����" � ������ ������ ����
���� Ox1x2 ��
��� 	�����

��� ������1���� �()�+� �	������� Q � ����� Y = AX� ������� ��$��
M(x1; x2) ������
�� � ��$�� N(y1; y2)�
-�	� ������$��" X ′ � Y ′������� ���	��� ����
���� ���� ��$��

� ����� ������ ����
���� (X = LX ′)� �� �1�� �������"� $�� ���
����
����� ������� .���	�� �

Y ′ = L−1ALX ′. �()�*2�

3��!�� �	����� ��	� � ����� ������ ����
���� ��$�� M(x′1; x
′
2)

������
�� � ��$�� N(y′1; y
′
2)� �� ��� ������1���� � � ����� ������ ���

��
���� ��
�� 	������ ������1���� � ������� A′ =
(

a′11 a′12
a′21 a′22

)
:

Y ′ = A′X ′ � ������ ���!� ������1���� ������� �� ������ �������
������'����� A′ = L−1AL�
4��� ��������� 
	� �	������� 	�!�� ����������� �� �	�$�� ��5��

����!� �������������



��� �����	 
�� ��	��� ��������� ���������� ������������

����� ����	
	��	 ��
������� �����

� ������	����� ��
�

���������	
� �
�
� ���� �����		�� x1 � x2 	��������� 	
�
�
���	 ��
�
� �����	��

F (x1, x2) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2. �������

 ����! ��
 �������� ��
�
�
 �
���"�! ��
�#�� � 	����� 
$#��

����	�	�� "���
� ��
�
�
 �
���"�! 
$����%� "��������	�% �
���
&�'� (��) ������� �
�
$���) ��"
� ���
$���
��	�� "

���	�� x1, x2,
��
$� � "��������	
� �
�� ����� ���	 � ��
������	�� "

���	���

*��+�� ����
! ����'� "��������	�% �
�� � �����	
 �����
*
����� a12 = a21, ������'� ��������

F (x1, x2) = (a11x1 + a12x2)x1 + (a21x1 + a22x2)x2.

,����(�A =

(
a11 a12
a21 a22

)
	��������� ����(�� "��������	
��
��

�� -���� ����(����
�$�( X =

(
x1

x2

)
� ���	��
	��
��		�% ��

����(�����
"� XT = (x1; x2)! �� �
����	��
 ����	���� ����! ��

"��������	�% �
�� ������� 
+	
 �������) � �����	
 �����

F (x1, x2) = XTAX. �����.�

*�
���)�� /�
 ��
��
����)	
! ��
���� ���$���� 
����(�� 	��
����(���

0��� ���"�
���) �����		�� x1 � x2 "�" "

���	��� �
��" �
���
��
�)	
� ������ "

���	�� Ox1x2� 1���
��� 	
��% ������
"

���	�� Ox′1x

′
2� *���) "

���	��� �
��" � ����
� � 	
�
� �������

�����	� �+�� �
$
� �
����� ���
$���
��	�� ����.2��{
x1 = a11x

′
1 + a12x

′
2,

x2 = a21x
′
1 + a22x

′
2.

� 
��
�
	��)	
� ����(�� ���
$���
��	�� L =

(
a11 a21
a12 a22

)
. 3
���

�� ���
$���
��	�� ����.2� 
+	
 �������) � �����%#�� �����	
�
�
���

X = LX ′. �������

 ���) X =

(
x1

x2

)
, X ′ =

(
x′1
x′2

)
.



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

���� �����	 x1 � x2 � 
���������� �	�� ������� �	��������
�� �������� ���� ���! x′1 � x′2" �	 �	����� 
���������� �	��
��������� x′1 � x′2# F (x′1, x

′
2)�

$	������ ���� �	%	& !�����# ��%��� �	��� ������� 
		�����
Ox′1x

′
2 ��
" ��	%� � 
��������	& �	�� F (x′1, x

′
2) 	�������	��� ����

� �	�!�������� 
		�����" ����� ��	����" ��	%� 	�� ������ ���'
���(�& ���#

F (x′1, x
′
2) = λ1x

′
1
2
+ λ2x

′
2
2
, �������


	�	�& ��!������� 
��	�����
���
)�� �	
�(���� !����� ��	%�!	����� %���� �	�	���� � ���'

���	& �	��� *����	��� ����� ���+	 ����,�'��	
�X ′ = (x′1 x
′
2)�

-�+
	 �%�������" ��	 ����� ����	 ������(�� �������	#

XT = X ′
TL

−1. �����.�

$	������� � ����� ����� �������� ������� �������� XT � X
�! ������� �����.� � �������#

F (x′1, x
′
2) = X ′

T (L
−1AL)X ′.

/�%��� ����� �	��� ������� 
		����� Ox′1x
′
2 ��
" ��	%� ���'

�,� A ������ ������(�� �	��#

A′ =
(

λ1 0
0 λ2

)
.

/ 0�	� ������ +	�	��" ��	 ����,� �������� 
 ���+	�����	'
�� ����� $� 0�	� 
���������� �	�� F (x′1, x

′
2) !���1���� � ����

��������
2��
" �	��� ������� 
		����� ���	 ��%��� ��
�� 	%�!	�" ��	'

%� ����,� L ��	%�!	����� ��	�����	��� �		��	1����(
λ1 0
0 λ2

)
= L−1AL.

3��	��� 	%� ����� 0�	+	 �������� ����� �� ����,� L#

L

(
λ1 0
0 λ2

)
= LL−1AL = EAL = AL.

2��
" ����,� L ��	%�!	����� ��	�����	��� ���	���

L

(
λ1 0
0 λ2

)
= AL.



��� �����	 
�� ��	��� ������� ������� �����������

���� ���(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
α11 α12

α21 α22

)(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
α11λ1 α12λ2

α21λ1 α22λ2

)
�

AL =

(
a11 a12
a21 a22

)(
α11 α12

α21 α22

)
=

=

(
a11α11 + a12α21 a11α12 + a12α22

a12α11 + a22α21 a21α12 + a22α22

)
,

�� (
α11λ1 α12λ2

α21λ1 α22λ2

)
=

(
a11α11 + a12α21 a11α12 + a12α22

a12α11 + a22α21 a21α12 + a22α22

)
.

��	
��� �� �	������ ����������� ������� ��������{
α11λ1 = a11α11 + a12α21,
α21λ1 = a12α11 + a22α21.

� {
α12λ2 = a11α12 + a12α22,
α22λ2 = a21α12 + a22α22.

��� {
α11(a11 − λ1) + α21a12 = 0,
α11a21 + α21(a22 − λ1) = 0;

�������

� {
α12(a11 − λ1) + α22a12 = 0,
α12a21 + α22(a22 − λ1) = 0.

�������

����� �������� �����	�� � ��!""������ ������������� α11�
α12� α21� α22 ��#����	� �� 	�	��� �������$ ������� � �������� %�&'
��� �� !��# 	�	��� �����	� ���������$� (�� ��)� ���� ��� �����
������ � �� ���� ��*����� ����#����� � ��	�������� ���� ������'
�����+ ��&��$ �� !��# 	�	��� � � ���� ���
,∣∣∣∣ a11 − λ1 a12

a21 a22 − λ1

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣ a11 − λ2 a12
a21 a22 − λ2

∣∣∣∣ = 0.

����� �������� ��	�� λ1 � λ2 ���
�	� ������� ��������)� ���'
����� ∣∣∣∣ a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0, �����-�

���

λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21) = 0. �����.�





��� ������ 	
� ������ ������� ������� �����������

��� ����� λ1, λ2 � λ3 	����� ��
��	������ � ���	���	����� ��������
������������ ���	���∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

���� �� �	�� ������� �������� 	������ ��� 	 ������
 �	�����
����� ����� F (x′1, x

′
2) = λ1x

′
1
2 + λ2x

′
2
2� �� 	 ���
 ������� ���������

��� ���� ������� 	���� ����� � A′ ����� 	��
(

λ1 0
0 λ2

)
, � �������

���
��� ���������	��� !"#$%& 	 ������� �������� Ox′1x
′
2 ��������

�� ������'�� �������( {
y′1 = λ1x

′
1 + 0 · x′2,

y′2 = 0 · x′1 + λ2x
′
2.

��� {
y′1 = λ1x

′
1,

y′2 = λ2x
′
2.

!"#$")&

*��������� 	 �	�
 ������� �������� Ox′1x
′
2 ����� M1(1; 0)�

M2(0; 1)$ +��	���� ��� OM1 = e′1 � OM2 = e′2$ , ���� ������ !"#$")&
�������� ����� M1 � M2 ���-�� ����	����	�� ����� Q1(λ1; 0) �
Q2(0; λ2)$ ,����� OQ1 = λ1e

′
1 ���� ����� 	������ OM1 = e′1� � 	�����

OQ2 = λ2e
′
2 ����� 	������ OM2 = e′2$

.���� ��� ���
�� ������-��� !"#$")& 	������ e′1 � e′2 ��������
������ 	 ����	����	�� ���������� 	������ λ1e

′
1 � λ2e

′
2$

����������� "#$))	 ���� ��� ��	
�
�
� �����
� 
�
������
��� ���������� �� ����� ���� ��	�
� r� 
����
� 	
�
�
�
 �������
�� 	
��������� ��� ��	�
� λ1r� �
 ��	�
� r ���������� �
�������
��� ��	�
�
� ��
�
 �����
�
 
�
��������� � ����
 λ � �
�������
��� ��������� 
�
���������

/���� �������� 	������ e′1 � e′2 �	������ �����	���� 	��������
���
��� ������-��� !"#$")&$

, ��������� �������� �������� �������	$


����� "#$%	 ���� ��� !
������ ���������� �
��� ��������
��� y1, y2 ����� ������ x1, x2 "�� "���
 �����#� $ �����
�
 ����


����
������ % 	�	�� �
�	� N(y1; y2) ����"�� ��� ��
� ���
����
�
����� "����� �
�	� M(x1; x2)&





��� �����	 
�� ��	��� ��������� ���������� ������������

{
α11(1− (−2)) + α21 · 3 = 0,
α11 · 3 + α21(1− (−2)) = 0;

�

{
α12(1− 4) + α22 · 3 = 0,
α12 · 3 + α22(1− 4) = 0.

����� ��	��
� �������� α11 = −α21, α22 = α12� ��������� α21 = 1�
α11 = −1� α12 = 1 = α22� ��	���� �������������� ��������	 � ����	
����

L =

( −1 1
1 1

)
, � �����
 �������������� ��������	 ����� !{

x = −x′ + y′,
y = x′ + y′.

"��#	����� $	� �
��%���� � �������� �����&� ��������
(y′ − x′)2 + 6(y′2 − x′2) + (x′ + y′)2 + 6y′ − x′ + 2(x′ + y′)− 1 = 0 ⇔
⇔ −4x′2 + 8y′2 − 4x′ + 8y′ − 1 = 0�

'���	��� �	� ��������� ����&��� �������������� ���	�%�����
#��(����� # ������������� xy� �#	) �� �	� ����� ��� ������	 #�#	��

��������	 �#�� �����* �!� +�� �������� ��������#��(� ��������
�����&� �
����� ����
& ������	� ��� $	� ������#) � ������� ��,
�����& �������

−4x′2+8y′2−4x′+8y′−1 = 0 ⇔ −4(x′2+x′+
1

4
)+8(y′2+y′+

1

4
) = 2 ⇔

⇔ −2(x′ + 1

2
)2 + 4(y′ +

1

2
)2 = 1 ⇔

(y′ +
1

2
)2

1

4

−
(x′ +

1

2
)2

1

2

= 1.

-����� ����� ��������	� X = x′+
1

2
, Y = y′+

1

2
, � ���
. ������,

��	�.X, Y ������ ��������#��� �������� (�������
�
Y 2

1

4

−X2

1

2

= 1�

'���	��� �	� ��#������ ������ ��������	 �#	) ��������)�
& ����,
��# #�#	��
 ��������	� /��*���� �
��#��������� �
 ������� ��,
������#��� �������� �����& �	���(� �������� ��#����%�� �%�
�
������� #�#	�� ��������	�

0	��	� (��������
Y 2

1

4

− X2

1

2

= 1�



������ ��	 
����� ��������� ��������� ���������� ���

������ ������ ��������� � �	
�
������� ���� �	

�� ��	�
�
��

������� ������	� ���������� ��� ��
��� ������� �
� ����������� �

�� �	�	������ xy − 2x− 3y + 6 = 0�

� � � � 	 
 �� �� ��		��� ����	�	
� a11 = 0� a12 = a21 =
1

2
�

a22 = 0� ��������
��
������ ����	�	
� 
���� �
��

∣∣∣∣∣∣∣
−α 1

2
1

2
−α

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔

⇔ α2 − 1

4
= 0 ⇒ α1 =

1

2
� α2 = −1

2
.

��������� 	����		��  	���	
� � �
����� !����"# 
 !����$#� %�������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−1

2
α11 +

1

2
α21 = 0,

1

2
α11 − 1

2
α21 = 0;




⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2
α12 +

1

2
α22 = 0,

1

2
α11 − 1

2
α22 = 0,

,

����� ������� 	������ α11 = α21, α22 = −α12.
&�%�
���� α11 = α21 = α12 = 1� α22 = −1� '���
(� %���)�� �*

��	
� 
���� �
�� L =

(
1 1
1 −1

)
� � +����� !����$# %���)�� ���	
�

�����
	��� {
x = x′ + y′,
y = x′ − y′.

��������� ,�
 ����-�	
� � ����	�	
� 
	

� %�������
(x′+y′)(x′−y′)−2(x′+y′)−3(x′−y′)+6 = 0 ⇔ x′2−y′2−5x′+y′+6 = 0�

�����		�� 
	��	�� %���)�� ���	
�� �	
���-
���� ��	 � %��*

 ����	
�� xy� ���. %������ �
����� �����
	��� �� %����	
� ��*

	�	
������� ����	�	
� ����
� %�	�� �������� (x′2 − 5x′ +
25

4
)−

−(y′2−y′+1

4
) = 0 ⇔ (x′−5

2
)2−(y′−1

2
)2 = 0. /����  ���	� �����
	���

X = x′ − 5

2
� Y = y′ − 1

2
� � 	���� �����
	���� X 
 Y %���
� ��	�	
*

������ ����	�	
� %��� %������ X2 − Y 2 = 0 ⇔ (X − Y )(X + Y ) = 0


� � )��� %�
���	�� +����� Y = X 
 Y = −X� �����	��  ���	�
�����
	�� ���. %����.	�� %���	�� �
����� �����
	���

0����� %�������12
��� %����� Y = X 
 Y = −X.



��� ������	
���
 �����
 ��� ����������� ������

��������	�
� ������ ���
�
���
���� ���
�� �
 ��������� ������ �����

��������� 	
��
� ���������� �
���

������ ����� ����� ���	
��� 	
���� AB �� ������	��	 	
�

���� 2a− 3b� 	��� A(1; 2; 0)� B(−2; 2; 1)� a = (2; 1; 3)� b = (0; 2; 1)�

������ ����� ����� ������� ΔABC� 	��� A(1; 2; 3)� B(2;−1; 0)�
C(1; 1;−1)�

������ ����� ���	�	���� ����������	 
������� ������ l

l :

{
4x− y − z + 12 = 0,
y − z − 2 = 0.

������ ����� ����� ���	
��� ���
� M(1; 0; 0) �� ����
���� α :
x+ y + z + 1 = 0.

������� �������	 	
��
�
 ���������� �
���

������ ����� ��		� A(1; 2; 0)�B(−2; 2; 1)� a = (2; 1; 3)� b = (0; 2; 1)�

� � � � 	 
 �� �2a−3bAB =
AB(2a− 3b)

|2a− 3b| � AB = (−3; 0; 1)�
2a− 3b = (4;−4; 3)�

�2a−3bAB =
−12 + 0 + 3√
16 + 16 + 9

= − 9√
41
≈ −1,4�

������ ����� ��		� ���
� A(1; 2; 3)� B(2;−1; 0)� C(1; 1;−1)�
� � � � 	 
 ��

SΔABC =
1

2
|AB × AC|. AB = (1;−3;−3), AC = (0;−1;−4).

AB ×AC =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 −3 −3
0 −1 −4

∣∣∣∣∣∣ = 9i+ 4j − k.

SΔABC =
1

2

√
81 + 16 + 1 =

√
98

2
≈ 4,9.

������ ����� ������

l :

{
4x− y − z + 12 = 0,
y − z − 2 = 0.

cosα =?, cosβ =?, cos γ =?



��������	�
� ������ ��� �
���
���� ���
�� ���

� � � � � � �� � �	�
�	� ��� ������ �� ������ ���	��������

�����	 ���� �	�
��� S = 2i+ 4j + 4k �����
 ��� 
����� � �����	�� 

����!� �����"�!� �����	 |S| = √4 + 16 + 16 = 6

eS =
S

|S| =
1

3
i+

2

3
j +

2

3
k.

#��	�����! ����� �����"���� �����	� �������� ��� ���	����� 

��
� ��������
�$ �� ���	�������
� ��������
� �	�
�� l�

cosα =
1

3
, cosβ =

2

3
, cos γ =

2

3
.

������ �%&� ����� M(1; 0; 0)� α : x+ y + z + 1 = 0.

� � � � � � �� ������
 ��	�
��	�"����� �	������� �	�����	� 

���� �	�
�� l$ �	�'������ "�	�( ��"�� M ��	���������	�� ������ 

��� α )* ���	�������
 �����	�
 +���� ��	
����!� �����	 ������ 

��� N = (1; 1; 1)$ �����
� ��	�
��	�"����� �	������� l �
��� ����

l =

⎧⎨⎩ x = 1 + t,
y = t,
z = t.

�����
 ��"�� ��	���"���� �	�
�� l � ��������� α�

1 + t+ t+ t+ 1 = 0⇒ t = −2

3
⇒ x =

1

3
, y = −2

3
, z = −2

3
.

,���
�� �	������ �
��� ���	�����! M ′
(
1

3
;−2

3
;−2

3

)


����������	
��� �����

������ �%-� ���� 	�
��� a = (4;−2;−4) � b = (6;−3; 2)�
������� (2a− 3b) · (a+ 2b)�

������ �%.� ��������� ���������� �� ���
� A� B� C� D ���

��� ����
����� ���� A(3; 1; 1)� B(−2; 1;−2)� C(−3;−1; 0)� D(2; 0; 17)�

������ �%/� ������� ��	����� ����
����� ��������� ����

�����
x+ 1

2
=

y − 1

−1 =
z − 2

3
������� �� �����

x

−1 =
y + 2

2
=

z − 3

−3 �

������ �%0� ����!��� ��	����� �������
���� ��������"�

�� ���
� M(0; 1; 2) �� �����
x− 1

2
=

y

1
=

z + 1

0
�



��� �����	 

� ���������� �����

����� ��

�������� ��	
�� ������

������ ��� 	
�������� ����

��	
�� � �������	�� ������� �����������
� �����	����
������
 � ���������	�
 ����� �������	�� �����  �!"��
� ���"�	� �������	��� ������ ����������
 �	������#�

�������	�� ����� $��%	�� "�	�%	�� !�	� � &��&!�
	� & ���	� �������	�� ����� ��&��	� ���	
 �� ����
����	��� ������

����� �����	
 � ����
����� �	�����

���
���	�
���� ����� ����
������ �	���

����������� ''�(	 ��������	
� ������ z 	�
����� ������

����		� �� �����������	
� ����� (x; y)� x 	�
����� ��������

����	�� ����� ��������	��� ���� x = Re z� y � �	���� ������

y = Im z�
z = (x; y) )''�(*

+,��&����	�
 !�	�#� 1 = (1; 0)� �	���
 ����	�����
 i = (0; 1)�
-���� �������� �	�%��&� !,��&����	�� ���� x = (x; 0) � �	�%�
��&� ����� �	���� ���� iy = (0; y) 
&�
.��
 ��!�	�%��&��� ����
����	�� ����� +�
 �	���, !�	�#� i ����&!��&� ��&	��&�/

i2 = −1. )''�0*

����������� ''�0	 �
���	�� z = x+ iy 	�
����� ��� ���

������ !����� ��������	��� ����"

z = x+ iy. )''�'*

1��������� �&�,��&� �������	�� ���� � ����������� !,�
��&�
 � �������	��� �������� ��!�		��� & �����������, �����
+�
 !&"� �������	�� ���� z1 = x1+ iy1 � z2 = x2+ iy2 ����&!��&�/

• ��������	
� ���� z1 = x1 + iy1 � z2 = x2 + iy2 ��	
� ����

��	
 �� �����������	
� � �	��
� ����"

z1 = z2 ⇐⇒ x1 = x2, y1 = y2. )''�2*



������ ��� 	
�������� ���� ���

• ��� �����	�� 
�����	��� ��������	�� ���� ������	� �����
�������� 
���������� �����������	�� � �	���� �����

z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2). ������

• ��	���	�� ��������	�� ���� ���������� ��� ��	���	��
�	�����	�� � ����� 
  �!�

z1 · z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1). ������

• "�������	�� ���� z = x−iy 	�#������� �������		�� ����
�����	��� ���� z = x+ iy � �� ����#����	�� ������	� 
  �$�%
���	�

zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2. ������

&���� �'��#��% ����� ��������� ���� �����������	��
���� �������������� 	� ����#����	�� �������		�� ���������
	�� �����

• (���	�� �� ����	�� ��������	�� ���� z =
z1
z2

�)���� ��

������)�� �����* �������� � #	���	����� ���'�
z1
z2

��	��

������ 	� ���� z2% �������		�� #	���	�����% � #���� ���
�������� �����������	�� � �	���� ����

z1
z2

=
z1 · z2
z2 · z2 =

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)
=

x1x2 + y1y2
x2
2 + y22

+i
x2y1 − x1y2
x2
2 + y22

. ������

������ ���	� +������% ������% ��	����� � �������� ���
��������	�� ���� z1 = 2 + 3i � z2 = 3− 2i�


 � � �  � �� �� ������� �������

z1 + z2 = 5 + i, z1 − z2 = −1 + 5i,

�� ������� �������

z1z2 = 6 + 6 + i(9− 4) = 12 + 5i,

�� ������� �������

z1
z2

=
2 + 3i

3− 2i
=

(2 + 3i)(3 + 2i)

(3− 2i)(3 + 2i)
=

6− 6 + i(9 + 4)

9 + 4
= i.
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� ���������� �����

��� �����	
�� �����	
�� ����
�
�� x2 + px + q = 0 ��� ������

��
�
	� D =
p2

4
− q < 0 
� ����	 ���	��	���
�� ���
��� ����
�
��

z2 + pz + q = 0 ������

����	 ���
p2

4
− q < 0 �� ��������
�� �������

�� ���
�

z1,2 = α± βi, ���� !�

"� α = −p

2
� β =

√
q − p2

4
�

#���� �$������ � ��������
�� �$���	� �����	
�� 	�%�&��

z2 + pz + q ����������	�� 
� �
���	��� ��� �	��'�	���
�� ���
�����
�
	�

z2 + pz + q = (z − z1)(z − z2) = ((z − α)− βi)((z − α) + βi). ����  �

������ ���(� ����� ���	� 
���	�	� z2 + 8z + 25 = 0 � ������

���� �������	�� �������	 	� �	��������

) � * � 
 � �+ ,� -������ ���� !� 
�����+
z1,2 = −4±

√
16− 25 = −4±3i � z2+8z+25 = ((z+4)−3i)((z+4)+3i).

����� ������	
����� 
���	�	����
� ��������� �
���

.��� �	������	� /��	��	���
�0 &��	� Re z = x ��������
�"�
&���� z 
� ��� Ox� � �
���0 Im z = y 
� ��� Oy ����	���� ���	���
�����
�	 Oxy �����  1���

r

y

x x=Re z

y=Im z

z

ϕ

z

���� ���� ��������	
� ��������



������ ��� 	
�������� ���� ���

����� ������	 ���
������	 ���	 z = x+ iy �	��� ����������
���� ���� ����� 
������ Oxy � �������� ������ ����� 
������
Oxy � ���� ���
������ ���� z� ������	 ����� ���
������� ����
z ����� �������� � ����� z ���
������ 
������� ������� ��	 
���
���� ���
������ 
������� � �	��� ���������� �� ������� z �

���������   �!� �������� ��� 	�
�������
� 
������
� ���
��� ������ � �	��������
� z = ∞� ��� ���	������� �������
���
��
�� �� �������
��� ���
��
�� z ��� ������ 
�	� ����
������
������� �
�� ��
��������
� 
����� ��� ���	������� �������
���
��
�� ���
�  !"#� ��
������� �$ ���� ���	� ��� ��
���
 ���
��
��
z � ������ ���������� 
�
���� ��������� O � ������ ����� z
��������
���% ��
�% z# ��
����� � 
������
���� ����% z �� 
���
��� ����&'%&
� ������ ����
������ ������ 
������&'�� ����% z
�� ���
��
�� z � ����% N ����������� �������������%& O� ��
	�
�������
�� �� ���
��
�� z 	%��� 
������
������ ���� �����
N �� ���� 
�����

z

z
y

x
0

N

z

���� ���� ����� ���	
����� ����


����� ������ 	 
������ ����������� �	��
�

��	�������	����
� 	 ���
�
�����
� ���


���������� �	���

	
��������   � � (��%��� �������
��)� ��
�� |z| ��������
�
���������� ����� �� 
%��� ��������� �)� ���
��������� � ����
��� ��
���*

|z| = r =
√
x2 + y2. "  �!#$

%����������� ���	�� ���
������� ���� ����� ����� ����	��
������� �r ����� z.



��� ������ 		
 ���������� �����

����������� ����	 ��������	� 
	����
�	�	 ���� z �������
��� ��	� ����� ��������
�	�	� �r �	�
� z � 	�� Ox ���� ����

ϕo = arg z =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg
y

x
��� x > 0,

π + arctg
y

x
��� x < 0,

π

2
��� y > 0, x = 0,

−π

2
��� y < 0, x = 0.

�������


����� ����	  ��������� �	���� � �������� 
	����
��! ����
z1 = 1+i

√
3" z2 = −1+i

√
3" z3 = −1−i

√
3 � z4 = 1−i

√
3 � ��	#������

�! �� 
	����
�	$ ��	
	���

� � 	 � 
 � �� �� z1 � z3 ��
�	�
��
y

x
���
������ ��
��� �����

z1 ���������
� � ���� ������
�� � ϕo
1 = arctg

√
3

1
=

π

3
� ����� z3 ����

������
� � ������ ������
�� � ϕo
3 = π + arctg

−√3

−1 =
4

3
π. ��� �����

z2 � z4 ���������
� �����������

� �� ����� � � ��� ������
��! �

��"#��
�� ϕo
2 = π + arctg

√
3

−1 =
2π

3
� ϕo

4 = arctg
−√3

1
= −π

3
� $��#�%

���! �����&! ��������
�! ����� r =
√

x2 + y2 =
√
1 + 3 = 2. '�����

�����%
�� ��� (�� ����� ���������
� 
� ���#�
���� ����#�� r = 2 �

�)��

��� *
���
���� ��"#��
��� ����� �+���
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������ ��� 	
�������� ���� ���

��� ����� ��	
������ 
�������� z � 	�����	� �����	 R� ����
���������� ���������

|z| = R, �������

������� ����	 ������	 �������� ���������	 ���� ����� ������� R
� !�����	 � ������ ����������
"�� ����� ��	
������# ������ ���
��� ����# ������ $�� ���� �

����� �
���������� �����������	

|z| < R, �����%�

��� �&

|z| > R. �����'�

(�������� ��� ���� !���� $�� ���� ����� �	�����) � ����� z0
����� �*+�� �& ��������� �����

|z − z0| = R �����*�

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

y

x0

z

R

R
0

���� ���� ��������� ��	�
 |z| < R � |z − z0| < R.

"�� ����� ���# ������ �� �,�# ������ $�� ���� ����� �������
������� �����������

|z − z0| < R, �����-�

��� �&

|z − z0| > R. �����.�

(������� �
�������	�� �����������	� �����%� � �����-�� ��/����
#����� �� ���� �*+�



��� �����	 

� ���������� �����

�������� ��	
����� z ������������ ����
��� ������� ������� ���
������ 	������ ��� �� �������� ������� ����� �� !"# � ����� ���
$
���� %� &������� ��� ������� ��� �� �� z �� ������� � � �� �	�
��	
���� �������� �� 2πk k ∈ Z� '���� �$����� $���� �$(�� ������
��� ��	
����� ϕ = Arg z ���������� � ����
���

ϕ = Arg z = arg z + 2πk = ϕo + 2πk, k ∈ Z, ����)*�

������� ��� k = 0 ���������� 	������ �������� ��	
����� ��������
+� �� � �,- ����� ���

x = r cosϕ, y = r sinϕ ����)��

�  ������������ ������� ��� �� �� ��.�� $��� ���������� ����� r
� ϕ �� ����
��

z = r(cosϕ+ i sinϕ), ����))�

 ���
/(�� �� ������  
�0��� ����)���

����������� ���1	 ��������� 	

��� ���������� �����������
�������� ������ ������������ ������

2�.�� �������� ��� ��.�
 ������������� � ���	���������� ���
�
��3���� ����� �  ���� 
 ������������� ����
��� 4�����

eiϕ = cosϕ + i sinϕ. ����)��

����������� ���,	 ���������

z = reiϕ, ����)5�

������ �� �� 	

��� � ��!��� 	

��
 ���������� ���������"���
������ ������������ ������

6���
�� ������ ������ ����))� � ����)5� ����/� � ��������� ���
�� �/ ������� ��	� �� �� z � ������� �� ����� �� ��� � ��
	�� ��
���� �������  ��.�� ���


����� ���5	 #���������" � ������������������ � ���������"�
��� �����$ ������ �� ����������� ����� z% �������� � ����&������
���� �����' ( z1 = 3) � z2 = −3) 
 z3 = 3i) * z4 = −3i �
+ z5 = 3− i

√
3�

7 � 8 � � � �9 �� :������ �������� ��	
����� ��� �/$�	� �����
.�������	� ��� ���������	� �� �� ϕ◦ = 0 �  ������������ �� ����
�
��� ����))� ����)5�  
�0��� �����)� � ����)*� z1 = 3 = 3(cos 2πk +
+i sin 2πk) = 3ei2πk.



������ ��� 	
�������� ���� ���

�� ��� ����	� �
���
�����	� ����
��
�����	� ����� ϕo = π ��
�������
������

z2 = −3 = 3(cos(2k + 1)π + i sin(2k + 1)π) = 3ei(2k+1)π.

�� ��� ����	� ���
� �����	� ����� x = 0 � ��� y > 0 → ϕo =
π

2
�� �������
������

z3 = 3i = 3(cos

(
2k +

1

2

)
π + i sin

(
2k +

1

2

)
π) = 3i(2k+1/2)π.

�� ���

y < 0 → ϕo = −π

2
�

z4 = −3i = 3

(
cos

(
2k − 1

2

)
π + i sin

(
2k − 1

2

)
π

)
= 3i(2k−

1
2
)π.

�� ��� z5 = 3− i
√
3 	������ �������� ��	����
�

ϕo = arctg
−√3

3
= −π

6

�� �������
������

z5 = 2
√
3

(
cos

(
2k − 1

6

)
π + i sin

(
2k − 1

6

)
π

)
= 2
√
3e

(
2k−1

6

)
π
.

 ������� ������ ������������� ��!���
������ � 
��	�����
����"
�!�� #��� !�����!��$% ����� ��� ����&����� �������� ����������
� �
����� � ���������� !�����'
���
� z1 = r1e

iϕ1 � z2 = r2e
iϕ2� 
�	��

z = reiϕ = z1z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2) = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2),

(��'���

z = reiϕ =
z1
z2

=
r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2) =

r1
r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)) (��'�)�

�� �������
������ ��� ��������� ���	
����� ����
 � ����
� 	��

����������� r = r1r2� � ��������� ��
��������� ϕ = ϕ1 + ϕ2�

	�� ��
���� � ����
� ��
���� r =
r1
r2
� � ��������� ����������

ϕ = ϕ1 − ϕ2.
*�������� ��� ���������� � �
����� !�����!���	� ����� z = reiϕ

�����
zn = (reiϕ)n = rneinϕ. ������	



��� �����	 

� ���������� �����

� ��������	���
	��� ����	 ������� ������� ����� �������	 ����
���� 	�
��


(r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ). �������

��������� sinϕ � cosϕ� � ��	�����	����� �������� ������� � eiϕ

 �� !�� "	�����
	����� ����#� �� � "	������ 2π� � �������$
�����%�&�����'�� � "�� #	��� n � � �������$ �������� ������� ϕ ��	��	�
(���� ����)� ���	�� �������� ���
	��! ϕo = arg z.

*�����) ������� � ������� �"���	����) � "�� ���(��� n� �� "��
+��� � +��$ �������$ �	�($����� �
��)���� ��������
����� ����,
�	��� ���"�	������ 
���� � � �����	������ � ������� �����-� "���,
.��� ϕ = Arg z = arg z + 2πk. � 
��������� "�� ����	
	��� ���� 
n,� ��	"	�� � ���"�	������ 
���� z = reiϕ "���
�	�

n
√
z = r1/ne

i
ϕo + 2πk

n = n
√
r

(
cos

ϕo + 2πk

n
+ i sin

ϕo + 2πk

n

)
. �����/�

������� k "���	�����	���� ���
	�� 0, 1, 2, ..., n− 1� "���
�� n
�
������ ��
���� n

√
z � ���
����� �������� �� �
������ 
��

������
�� �
 ����������� �������� z ��� �� ��
���� �
��

�������� �
 ��������� �
���
 n
√
r � �����
� ��
�� ���� n�

���� ��
� ���
����� � ��� ��������� � 0��� k "������	� ���
	,
�� (���1	 n− 1� �� +�� ��
�� "����� !�� �

2� ���������� �
	������ 
�� �����	��	 n,� ��	"	��

zn − a = 0, �����-�

��	 a = reiϕ & ���"�	����	 
����� ��		� n ����	 z = n
√
a� �"�	�	� 	,

�)$ "� ������	 �����/��

������ ���3� !������ � "��# ������  ����� ����� "���

������ � ������������ ���
 z = 3− i
√
3.

4 	 1 	 � � 	5 6����� � ������	 ���
	��	 �����	��� 
����
z = 3− i

√
3 �) ��1�� � "���	�	 ����� 7�� ����) �����	����	��� 2

√
3

� −π

6
� 8�	�����	����� "� ������	 �������

(3− i
√
3)6 = (2

√
3e−i

π
6 )6 =

= 2633ei11π = 1728(cosπ − i sinπ) = 1728(−1− i0) = −1728,



������ ��� 	
�������� ���� ���

� �� ������	 
�����

6

√
3− i

√
3 =

(
2
√
3e−i(

π
6
+2πk)

)1/6
=

6
√
2

12
√
3ei

(−1+12k)π
36 .

�������� k ����	��� ��������� ������� � ������ ����	���
6
√

3− i
√
3 

z1 = (
6

√
3− i

√
3)1 =

12
√
12e−i

π
36 , z2 = (

6

√
3− i

√
3)2 =

12
√
12ei

11
36

π,

z3 = (
6

√
3− i

√
3)3 =

12
√
12ei

23
36

π, z4 = (
6

√
3− i

√
3)4 =

12
√
12ei

35
36

π,

z5 = (
6

√
3− i

√
3)5 =

12
√
12ei

47
36

π, z6 = (
6

√
3− i

√
3)6 =

12
√
12ei

59
36

π.

!"	 #$� ����	��� �� %����	%"��� ���"%�"$� z ��"����&	�� � �	�'
(���� ������)��*� (	"$��*��)��%�� ���"����*� � �%��&��"$) ����'
�"� 12

√
12 
��"� �+���

1212

1212

y

x

z

z

z
z

z
2

3

4

5

6

1

36
11πz

���� ���� � ������� ��	


������ ����� ����� ��� 	
��� �������� z4 + 1 = 0.

, 	 ( 	 � � 	 z4 + 1 = 0 → z4 = −1 → z = 4
√−1.

��"%��)%� ��� �-.�*� �$��/�$	�)��*� �	�"$��$	�)��*� ��"��

arg z = π, −1 = 1ei(π+2πk)

�� "�	����$	�)���

z = ei
π+2πk

4 .
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 ���������� �����

������� �	
��	 ����� ������� k ������ ��������

z1 = ei
π
4 = cos

π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
(1 + i),

z2 = ei
3π
4 = cos

3π

4
+ i sin

3π

4
=

√
2

2
(−1 + i),

z3 = ei
5π
4 = cos

5π

4
+ i sin

5π

4
=

√
2

2
(−1− i),

z4 = ei
7π
4 = cos

7π

4
+ i sin

7π

4
=

√
2

2
(1− i).

�� ������
� z �
� ���� ��������	�� � �	������ �����
��
���������� � �������
� 	��������� �������  ���! �"#$!

y

x1

1

-1

-1

π
4

zz

z z

12

3 4

���� ���� � ������� ��	


������ ��!"� ���������	 �
��������� ���� ������ ��
������

z5 − 32 = 0 �
 ��������� z .

% 	 � 	 � � 	� &������ z5 = 32 = 25� ���� �' ���	( �	�� ��)
����
��� � �� ���	� z1 = 2! *�
�����	 �	
��	 ���� ��������	�� �
�	������ ����������� ��
���������� ���������� � �������
� ��)
����� �  ���! �"+$!

,�
	�	��� �
�	
�
�� �
� �' -������ .�����  ��!�/$ ����� ��)
����
� 
�������	
���	��	 -������� ������01�	 sinnx � cosnx
�	�	' sin x � cosx.

������ ��!/� ���
���	 sin 2x � cos 2x ����� sinx � cosx.



��������	�
� ������ ��� �
�����	��� ��	�� ���

y

x

2π
5
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2
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-2 z

z
z

z
z

1

2

3

4

5

���� ���� � ������� ��	


� � � � � � �� ��	�
�� � ����	� �������

n = 2 : (cosϕ+ i sinϕ)2 = cos2 ϕ+ 2i sinϕ cosϕ− sin2 ϕ =

= cos 2ϕ+ i sin 2ϕ.

��� ���� ��	� ����	������ ���	� ������ �� ����� ��  �!������	"#
��� � ������ ������ �	� �����	"���

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ � sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ.

��������	�
� ������ ��� �
�����	��� ��	��

$ ����	� �����������%� &��'��' ���������� ������� ��  �!����'
� ����	������� ���	���� &� ������ � �	%�(��������! ���� �������

������ ���)� ����� �����	 
������	 �
��������� � ������

���� ���������� ����� z1 = −3 + 4i � z2 = 4 − 2i � ���
����� z1	
z2	 z1 + z2	 z1 − z2	 z1 · z2 � z1/z2 �� ��������� ��������

� � � � � � �� *�%	���� ����	�� ����+� , ������

z1 + z2 = 1 + 2i, z1 − z2 = −7 + 6i,

z1z2 = (−3 + 4i)(4− 2i) = −12 + 8 + i(6 + 16) = −4 + 22i,

z1
z2

=
−3 + 4i

4− 2i
=
−3 + 4i

2(2− i)
· 2 + i

2 + i
=
−6− 4 + i(8− 3)

2(4 + 1)
= −1 + 1

2
i.



��� �����	
���� �����	� ��� ���������� 
	���

�������� ��	
���� ����
�����

z1 = z2

(
−1 + 1

2
i

)
= (4− 2i)

(
−1 + 1

2
i

)
=

= −(2− i)2 = −(4− 4i− 1) = −3 + 4i.

����	�� z1� z2� z1+z2� z1−z2�
1

4
z1z2 �

z1
z2
�� ����
��	��� �
�	��	��

���	� �����

z1 z2

z1

z2

z1 z2z1
z2

z1z2

y

x1-1-3-5-7
-2

2

4

6

4

4

���� ���� � ������� ��	


������ ����� ������ ��	
�	��� ��	������ z2 + 4z + 13 = 0.

 � ! � � � �� �� "����
� �����#� ��$���� z1,2 = −2±
√
4− 13 =

= 2± 3i.
 �		������ ������ ������% �� ����	���
���� ����
��	�%$ &�	�


� ���'��������&�	�� � ��������
��� "����$�

������ ����� �	��� 	�������� � �
��� ���������� ���

�������� ����� z = 1+ i � z = 1− i� �	���	�� �� � ��	�	������ �

��������������� ���	��

 � ! � � � �� �� "����
� ������� �����

arg z = arg(1 + i) = arctg
1

1
=

π

4
,

arg z = arg(1− i) = arctg(−1) = −π

4
,

�� "����
� ��������

|z| = √1 + 1 =
√
2, |z| =

√
2.



��������	�
� ������ ��� �
�����	��� ��	�� ���

����������	
�� �� ������ � �������

z =
√
2e

π
4
i =

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
,

z =
√
2e−

π
4
i =

√
2
(
cos

π

4
− i sin

π

4

)
.

������ ����� ��������� ��	
���� ������ ����
�	���� ����

������ ����	������ ����	� ����	� � 
������� ������� ����	�����

���� ���
������
�� 2 < |z| < 4�
π

2
< arg z < π�

� � � � 
 � �� ������
���� 2 < |z| < 4 ������������� ��� ���������

 � !����� �����	 ����� " #����!�
 ��$�� � � �� ���� �
�$����� ���
!��� �������$�

 " � ���	%� ��$�� ����$
������ � ��������� r = 2
� r = 4 ���� &''��

y

x

2

2

-2

-4

4

4-2-4 0

���� ���� � ������� ��	


������
����
π

2
< arg z < π ������������� ��� ��!��� ��$�(�� ��

���� ������
��� )���� �*��#�� ������+ �*����	� �������� �*����	�
#����!�

�� ��$�� ����$
������ � ��������� r = 2 � r = 4 � ����
����$�

 �� �� ���� ������
�� #�����"���
� 
� ���� &''��

���������� �����	 ������ 
� ��#����
�� ��������
 " !���� �
�����
	 � �#���!�
�� ���
� �# ��������
 " !�����

������ ���,� �
�� (1 + i)4� �����	
�� ��� ������� � 
	����

�
������� ���
 
��	��� � ����������������� !���
�� "�
�����

��	������� �� �	��
���



��� �����	
���� �����	� ��� ���������� 
	���

� � � � � � �� ��	
������ �
����� 
 ����� ������� ����� ����

���� �� ������� ������ ������� �������	�
��� ������� ��� !"# 

$�����% �������� m = 4, a = 1 � b = i"�

(1 + i)4 = 1 + 4i+
4 · 3
1 · 2i

2 +
4 · 3 · 2
1 · 2 · 3 i

3 +
4 · 3 · 2 · 1
1 · 2 · 3 · 4i

4 =

= 1 + 4i− 6− 4i+ 1 = −4.
�&������� ��' 1 + i 
 ��$�	�������% � ���(����������$�% ����

��) �& ����� 
 ������� ** *# 
 $������ �������

k = 0 : 1 + i =
√
2e

π
4
i =

√
2(cos

π

4
+ i sin π

4
).

+�(����� �������� �** ,-" � �** ,."�

(1 + i)4 = (
√
2)4eπi = 4(cosπ + i sinπ) = −4,

��# ������
����# ��
������ � �������&� 
&�� ��	�������� 

������ ** /� ����� ��� 	�
����� 
����� 4
√
1 + i � �����

�� � ���������� ����������

� � � � � � �� 0	
������ $���' �	 $�����$���(� ����# $�$ �&��
��$�	��� 
 ��$��� **# ���� ���
����� �� ������� �** ,�"

4
√
1 + i =

4

√√
2e

i
4
(
π
4
+2πk).

1�$���# ������
 k ��
�&� 2#�#,#*# ��)���� ��&�� ��	���&) 	���
���'�

z1 =
(

4
√
1 + i

)
1
=

8
√
2ei

π
16 =

8
√
2
(
cos

π

16
+ i sin

π

16

)
,

z2 =
(

4
√
1 + i

)
2
=

8
√
2ei

9π
16 =

8
√
2

(
cos

9π

16
+ i sin

9π

16

)
,

z3 =
(

4
√
1 + i

)
3
=

8
√
2ei

17π
16 =

8
√
2

(
cos

17π

16
+ i sin

17π

16

)
,

z4 =
(

4
√
1 + i

)
4
=

8
√
2ei

25π
16 =

8
√
2

(
cos

25π

16
+ i sin

25π

16

)
.

��� 3�� ��$� ����������& �� �$�������� ������� 8
√
2 
 
�����

��) $
������ ���� �-." 

������ ** -� ��	������� 	���������� ���� ��	�� �	�����

z3 + 27 = 0 � ��������� z �



��������	�
� ������ ��� �
�����	��� ��	�� ���

28

28

y

0

z

z

z

z

1

2

3

4

x
π

16

���� ���� � ������� ��	


� � � � � � �� �� �	
	����� �	������ �	��
�� z3 = −27 →
→ z = 3

√−27.
�
�� �� ������ ��������� ��� z2 = −3� ����	 z2 = −3� 
�� �������

|z| = 3� 	 arg(−3) = −π� �	 ����������� ��������� �������� �
���
�� ������ ��	�������� ����������	� ����	����� � ��� ����� �	!

��	 r = 3 "���� #$%&� 
�� 
���� ������' �	��
���� � ����	� (���

��� ����� z1 � z3 � 	������	�� arg z1 =
π

3
� arg z3 =

5π

3
�

y

0
x

-3 3

3

-3

z

z

z

1

3

2

���� ���� � ������� ��	�

) �	��*����� �	���� �	����� �'�	��� sin 3ϕ � cos 3ϕ ����� sinϕ
� cosϕ�



��� �����	 
�� ����������� ������� ����� ����������

� � � � � � �� �� 	�
��� ����
� ������� �
� n = 3 :

(cosϕ+ i sinϕ)3 = cos 3ϕ+ i sin 3ϕ → cos3 ϕ+ 3i cos2 ϕ sinϕ+

+ 3i2 sin2 ϕ cosϕ+ i3 sin3 ϕ = cos3 ϕ− 3 sin2 ϕ cosϕ+

+ i(3cos2ϕ sinϕ− sin3 ϕ) = cos 3ϕ+ i sin 3ϕ.

�
�
������� ������������� � ������ ����� � �������� 
���� 
���� ������

cos 3ϕ = cos3ϕ− 3 sin2 ϕ cosϕ � sin3ϕ = 3 cos2 ϕ sinϕ− sin3 ϕ.

����������	
��� �����

������ ����� ����� �����	 
������	 �
��������� � ������
���� ���������� ����� z1 = 4 + 3i � z2 = 2 − i � ���
����� z1	 z2	

z1 + z2	 z1 − z2	 z1z2 �
z1
z2
�� ��������� ��������

������ ���!� ������ ����
����� �
������� z2 + 2z + 10 = 0	
3z2 + 2z + 4 = 0�

������ ���"#� �
��������� � ����������� � �
������
��
�����  
��� ���������� ����� z1 = i	 z2 = −2	 z3 = 1 + i

√
3�

������ ���""� ����� (1+ i
√
3)3� �
������ !�� �������� � ���

���
�������	 ����������� � �
������
������  
����

������ ���"�� ����� ��� �
�� �
������� z6 + 1 = 0	 z3 − i = 0
� ������� �� �� ���������" ��������

������ ��� �������	
��� ������� �����

����������

$�%���
�� �������� � ���&�����'� ��(�)���� ���&����� ��
���)����� ��(�)���� 
�*�������' �
�+�� �� �
���������

����� ����	
���
� ��	��� �����
�� ���	� �����

� �������
	� ��	��

��*�������� 	��%*��� �� 
�*�������� �
�+�,- ��(�������
	��%*��- 
����� �������� �� ������ ���' ���&�������

R(x) =
Qm(x)

Pn(x)
, ��.�"�



������ ��	 
��������� ������ ���� �������� ���

���

Pn(x) = anx
n + an−1xn−1 + an−2xn−2 + · · ·+ a1x+ a0 =

n∑
k=0

akx
k, �����	

Qm(x) = bmx
m+bm−1xm−1+bm−2xm−2+ · · ·+b1x+b0 =

m∑
k=0

bkx
k. �����	

�����������	 
���� ��������	 ����������� ���� ������� ������
���	 ������ ������� ���������	 � ������������ � � ���������
�������


���� ������������ ������������ ����� ����� ����������� �
���� ����� ���������� � ��������� ������

������ ���!� ���
������� � ��
� ����� ���������� � ��������
��� 
���� ���
�� �� ������������ 
����!

R(x) =
x4 + 5x3 − 6x+ 5

x3 + 2x2 − 1
.

" � # � � � �$ "�%����� ��������� �� %����������& ������� �
������� x+ 3 � � ������ −6x2 − 5x+ 8& ����

R(x) = x + 3 +
−6x2 − 5x+ 8

x3 + 2x2 − 1
.

'����� �� ������� ���������� Pn(x) �� ��%����� x − a �����
�� ��& �� �������� ������ �������� ������� �� ��������� ������(� 
��������

������	 ���!� "#������ $��%� &�����' �� 
�����	 ����������
Pn(x) �� ������� x− a ����� ������� ���������� Pn(x) ��� x = a.

������ ����� (���� ������' �� 
�����	 ����������
P (x) = 3x9 − 2x5 + 3x2 + 4x− 8 �� 
������ x+ 1�

" � # � � � �$
)���� a = −1. *�+���� ����� ������ �����$

P (−1) = 3(−1)9 − 2(−1)5 + 3(−1)2 + 4(−1)− 8 =

= −3 + 2 + 3− 4− 8 = −10.





������ ��	 
��������� ������ ���� �������� ���

����� ����	�
��� 	�������

x2 − 5x− 6 = 0,

������ ��	��� −3 � 2� �������
������ ��	�� ������� 	��������

x1 = 1, x2 = −3, x3 = 2.

������ ����� ����� ������	
�� 
� 5x4−4x3+115x2−140x+60 =
= 5(x− 1)(x− 2)(x− 2)(x− 3)�

������ ����� ��������� x3 + x = x(x− i)(x+ i)�

�� ����	 
	����� ����	��
�� � ������ ����� ��� ��	�������
�����	��� 	�� �����  �!	"��� �� 
����	� �����#
��� �� ����	��
	
� �	��$

Pn(x) = an(x− a)k1(x− b)k2...(x− p)ks, ����%�

��� �"� ����	 a, b...p �� 
	#�� 	 "���� !��� ���
�� "��!��	 ����� n�
&���	 a, b...p �� ��'�"� ������	 ������	 �����#
���� � 	���(

�� a ) ������ ������"�	 k1� b ) ������ ������"�	 k2� p ) ������ ����(
��"�	 ks�

�� ����	 ������ � �� 
����		 ������ ����� ��� ���!
��"��
α ± βi� * �
����� ���� ����"�$ �"
	 α + βi ��
���"� ������ �����(
#
��� ������"�	 k� �� 	 "�!���+���� #	"
� α − βi ����� ��
���"�
������ ,���� �� �����#
��� ��� �� ������"�	�

%� -�,����� �"
	 � �� 
����		 ����%� �"�� ����	��
� (x−(α+βi))k�
�� � ,��� �� 
����		 !�	"��"����� ����	��
� (x− (α− βi))k�

-�������	� ��� ����	��
�� "������"���'.	� ���!
��"�� "�(
!������� ������� !�
�#	� �"�� ���/�$

(x− (α+ βi))k(x− (α− βi))k = ((x− α)− βi)k((x− α) + βi)k =

= ((x− α)2 + β2)2 = (x2 − 2αx+ α2 + β2)k = (x2 + px+ q)k,

��� p = −2α, q = α2 + β2�
�����	�� ��	���	�� #�� ��+�#
�� x2 + px+ q� ����� "���� ����

���������� 	���� ���	0���
��� �	"��	�	�����
�� *"� �1�"�� ����� !� ��
��� "2����
	������ ���������	�$ �"�(

�	� �����#
�� " ���"��	��
���	 ��,22	0	�����	 ����� !���"��(
�	�� � "
���'.�� �	��$

Pn(x) = an(x− a)k1(x− b)k2...(x2+ p1x+ q1)
s1(x2+ p2x+ q2)

s2 .... ������

* 2����
� ������ n = k1 + k2 + · · ·+ ks + 2(s1 + s2 + · · ·+ sm).



��� �����	 
�� ����������� ������� ����� ����������

� ��� ������	� ��
������ 

��������� �����������	� �
��
���� � ��������	� ��������	� ������� �
 ��� �
��� � �
������	�
�
���� ��
�
������

����� �����	
��
 ��������� ������������ �����

�� ����
���


�����������  !�"	 �����

I.
A

x− a
,

II.
A

(x− a)n
(n = 2, 3, ...),

III.
Mx +N

x2 + px+ q
(D = p2 − 4q < 0),

IV.
Mx +N

(x2 + px+ q)n
(D = p2 − 4q < 0, n = 2, 3...)

���	
���� ���������� ������� ���
���� 
������� �������� � ����


������ ����
�

� �	#�� ����$�� �
��%	����� �������� ��
����� �
�
��� �	
��������� $�% �
��%��������&


�����  !� 	 ���
������ ������������ �����
Qm(x)

Pn(x)
� ���

Pn(x) = (x − a)k · · · (x2 + px + q)l · · · � �� �� �����
���	� �������
����� ��� �� ���� ��������! ������"

Qm(x)

Pn(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k
+ · · · ' !�()

M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ · · · + Mlx +Nl

(x2 + px+ q)l
, · · · ,

��� Ai, Bi, Mi, Ni (i = 1, 2, ...) # ����
������	� �����

� *
����� ' !�() ����
� ��
�
�
��� � ��%�
����� ��
�
�����
Pn(x) �� ��
������ 

��������� ������� ��
�� a� �����������	�
�
����� � ��
�
� � �
������	��

+% *
����	 ' !�() ������� ��
 ������	� ��
������� � ��%�
���
��� %���������� 

��������� ��
$� , � ,, ���
�� � ����������	�
��
������� 

��������� ��
���#�� ��
$� ,,, � ,- ���
��





��� �����	 
�� ����������� ������� ����� ����������

����� ������	
� �	� 	� ���	��� ������ ����	 �����	������ �����
���� �	� ������� ����������

A = 1, B = −1

5
, C =

1

5
.

����	���� �� ����!� ��""�#���	! � ���������� $%&�'(� �������
	��
�� ��������

x2 + 2x− 6

x3 + x2 − 6x
=

1

x
−

1

5
x+ 3

+

1

5
x− 2

. $%&�)(

������ %&�'� ��������	 
� ��������� ������

3x2 + 5

(x− 1)2(x2 + 2x+ 5)
.

* � � � � � ��

3x2 + 5

(x− 1)2(x2 + 2x+ 5)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Mx +N

x2 + 2x+ 5
. $%&�+,(

�������� ������ ���	
 � �-���� �������	����

3x2 + 5

(x− 1)2(x2 + 2x+ 5)
=

=
A(x− 1)(x2 + 2x+ 5) + Bx(x2 + 2x+ 5) + (Mx+N)(x− 1)2

(x− 1)2(x2 + 2x+ 5)
.

����������. �����	���� ���������

x2 + 5 = A(x3 + x2 + 3x− 5) +B(x2 + 2x+ 5)+

+M(x3 − 2x2 + x) +N(x2 − 2x+ 1)

���
x2 + 5 = (A+M)x3 + (A+B − 2M +N)x2+

+(3A+ 2B +M − 2N)x+ (−5A+ 5B +N).

����������. ��""�#���	! ��� ��������!/ �	����./ x ��������
���	���� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x3 : A+M = 0,

x2 : A+ B − 2M +N = 3,

x : 3A+ 2B +M − 2N = 0,

���-���!� ����!� − 5A+ 5B +N = 5.



������ ��	 
��������� ������ ���� �������� ���

�� �������� A =
1

4
, B = 1, M = −1

4
, N =

5

4
	


����������� �������� ��������� ����������� � ���	�� � �!
�"#�$�

3x2 + 5

(x− 1)2(x2 + 2x+ 5)
=

1

4
x− 1

+
1

(x− 1)2
+

−1

4
x+

5

4
x2 + 2x+ 5

.

��	�	%	 ����� ����	
����� 	������ &�� $��� ����� �� #�!
����$ "����'������ ���� ��� $�(#���� �'�������� ������
P (x) ≡ Q(x)� � �� ����� ��� �)*$ +��#���� ��+�����$� ����!
$���� x = a : P (a) = Q(a)� (�� a ! ���+����� #���	

,��$" �$��� ������������- ����������� ��� �������.
������-. ���+������ � ��+�'���� ���	/ $'� �������-�� �"��
�$��� x ������� ���+�����. #����	

&�� $��� �*��� ����������� �(�� $�(#��� Pn(x)� ��-0��
� +��$������� �$���� ��+��#��� �������������� ���� � � ��#�����
���+�����. +��#���� *��"��- #����� ������ �������������$ ��!
�-$ +��$������-	

������ ��	1� ��	������ � ���������� ����� ������ �	 ����

����  !�"�

2 � � � � � �� 2����� ��� �����+����� $���� ������������.
������������ *�� ��"#���

x2 + 2x− 6 = A(x+ 3)(x− 2) +Bx(x− 2) + Cx(x+ 3).

,������$ � �� �'����� ������������ ��� +��#���- x�

x = 0 : −6 = −6A =⇒ A = 1,

x = 2 : 2 = 10C =⇒ C =
1

5
,

x = −3 : −3 = 15B =⇒ B = −1

5
.

3�-�� ��"#��$ �������� ���	�� 	
2���$���$ ������ ���$��� � ���$ ��- ��+�'���- +��$�����!

�- �� $�'����� $'� �����+���� ������) �+���#���- ���- �+
�$������( #����	

������ ��	��� ��	������ � ���������� �����
1

x4 + 1
.



��� �����	 
�� ���������� ������� ����� ����������

� � � � � � �� ���	�
��� x4+1� ������ � ����������� ����� ����

���������� ������ ������� �� ����� � ������ ��� x1 =
1√
2
(1+i),

x2 =
1√
2
(−1 + i), x3 = − 1√

2
(1 + i), x4 =

1√
2
(1− i).

����� ��������

x4 + 1 =

(
x− 1√

2
− i

1√
2

)(
x+

1√
2
− i

1√
2

)
·

·
(
x+

1√
2
+ i

1√
2

)(
x− 1√

2
+ i

1√
2

)
.

�� �!���� ����"# ����"  ����!���� ����"#  �������� ���"
���

x4 + 1 =

((
x− 1√

2

)
− i

1√
2

)((
x− 1√

2

)
+ i

1√
2

)
·

·
((

x+
1√
2

)
− i

1√
2

)((
x+

1√
2

)
+ i

1√
2

)
=

=

((
x− 1√

2

)2

− i2

2

)((
x+

1√
2

)2

− i2

2

)
=

=

(
x2 − 2√

2
x+

1

2
+

1

2

)(
x2 +

2√
2
x +

1

2
+

1

2

)
=

= (x2 −
√
2x+ 1)(x2 +

√
2x+ 1).

$ ����������  %���"��� &�'()* � ����!�� ������!��+���, ��-
.%%��������� ��,�!���

1

x4 + 1
=

Ax+ B

x2 −√2x+ 1
+

Cx+D

x2 +
√
2x+ 1

= &�'(//*

=
(Ax+B)(x2 +

√
2x+ 1) + (Cx+D)(x2 −√2x + 1)

x4 + 1

�� ��!����������

Ax3 + A
√
2x2 +Ax+ Bx2 + B

√
2x+ B + Cx3−

−C
√
2x2 + Cx+Dx2 −D

√
2x+D = 1.



������ ��	 
��������� ������ ���� �������� ���

����������� �	
�������� ��� 	�����	��� ������ x � ��	�
� ����	� ������ ��������� �	����� ������ �������� ��� 	����
���� ��������� A� B� C� D�⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

A+ C = 0,

A
√
2 + B − C

√
2 +D = 0,

A+ B
√
2 + C −D

√
2 = 0,

B +D = 1.

������� �� ���	�	 �������� C ��� A� � �� �	�����	 D ���
B � �	������� C = −A � D = 1 − B �	 ��	�	 � ���� ��������
������� �	������

A
√
2 + B + A

√
2 + 1− B = 0 ⇒ 2A

√
2 = −1 ⇒

⇒ A = − 1

2
√
2
= −

√
2

4
⇒ C = −A =

√
2

4
,

A+ B
√
2− A−

√
2 +B

√
2 = 0 ⇒

2B
√
2 =

√
2 ⇒ B =

1

2
⇒ D =

1

2
.

�	�������� ������� ������� A, B, C, D �  !"#$$%� �����

����	&�� ��	'�
1

x4 + 1
�� ��	���(��

1

x4 + 1
=

−
√
2

4
+

1

2
x2 −√2x+ 1

+

√
2

4
+

1

2
x2 +

√
2x+ 1

.  !"#$)%

��������� !"#$� ��������	� 
����� ���������� P4(x) = x4 + 1
�� ����	���	 ����� ���� �� �����	�� 	 ������� ��������������
���  	!	����"

#�	��"�$% ��� �������&��� ����	 "���$� " ��������	� �����'
����� �� ����	���	 ��� ����	 �"�������� ���������" "	�� x2 +
+px+ q ��	 D < 0% ���	(��)

x4 + 1 = (x2 + p1x+ q1)(x
2 + p2x + q2) =

= x4 + p1x
3 + q1x

2 + p2x
3 + p1p2x

2 + p2q1x+ q2x
2 + p1q2x + q1q2.

*�	��"�	"�$ ���  	!	���� ��	 ��	����"�� &�����$� x &��"� 	
&���"� " ���������� �����&�"�% �����	� ���"���	$ ��$ ���������	$



��� �����	
���� �����	� ��� �������	� ����� �� �������	�

p1� p2� q1� q2 � ������ �	 
���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1 + p2 = 0 ⇒ p2 = −p1 ⇒ p2 = −
√
2,

q1 + p1p2 + q2 = 0 ⇒ p1p2 = −q1 − q2 = −2 ⇒
⇒ p21 = 2 ⇒ p1 =

√
2,

p2q1 + p1q2 = 0 ⇒ −p1q1 + p1q2 = p1(q2 − q1) = 0 ⇒ q1 = q2,


� p1 
= 0,

q1q2 = 1 ⇒ q21 = q22 = 1 ⇒ q1 = q2 = 1.

�
��
��� �
� q1 = q2 
= −1, 
�� ��� � �
�� ������ �� �
��
���� ��������� ��������� ��� �
� p2 = −2, �
� ���������� �����
�������� �� �������� ���
 ���������� !"#$%&

��������� ����� '������
 x4 + 1 �� �����
��� ����� �()
� 
�� *������� � ���
�� 2x2 � ������ ������ +������� �����()��
���� ����������

x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2 − (
√
2x)2 =

= (x2 + 1−
√
2x)(x2 + 1 +

√
2x).

���� �	
��	 ���������� ��� ��������	���� �	
��� 	����
� ���

��� ����� �����
����

��������	�
� ������ ��� ����
����� ��
���
�� ��
	������

�������	
� �	���� ��� � �	
��	� �� ����!��
� "�!�# ����
 �

���	��
!���# �	�$
�

	
���
 ���%� *����
���
 �������� ��, ���� 
x3 + 2x2 − x+ 1

x2 + x− 1
� ���� ����� -���� ���
� � ������ ��� �����

� � � � � 
 �& �����!
� �
�!
��!� �� ���������!�

x3+ 2x2 − x+ 1 | x2+ x− 1
' −−−−−−−
x3+ x2 − x | x+ 1

−−−−−−−−
(x2+ 1
x2+ x− 1
−−−−−−

−x+ 2�



��������	�
� ������ ��� ����
����� ��
��� �� ��
	������ ���

����������	
��

x3 + 2x2 − x+ 1

x2 + x− 1
= x + 1 +

−x+ 2

x2 + x− 1
.

� �������� �������� ��������� ���� �����
�� ���������
�
��� ������	
�� ����	 � ���� ���� �����
���
�� �����!"

������ #$"%�
x2 + 1

x3(x− 1)2
.

& � ' � 
 � �(
x2 + 1

x3(x− 1)2
=

A

x
+

B

x2
+

C

x3
+

D

(x− 1)
+

E

(x− 1)2
.

������ #$"#�
x+ 5

x(x+ 3)(x2 + 2x+ 5)2
.

& � ' � 
 � �(
x+ 5

x(x+ 3)(x2 + 2x+ 5)2
=

A

x
+

B

x+ 3
+

Cx+D

x2 + 2x+ 5
+

Ex+ F

(x2 + 2x+ 5)2
.

� �������� �������� �����)��	 ������	
�� ����	 
� �����!�
'�� � 
�!�� ���������
�� �����)�
��  �����	� ������ ������
���	
�� �
�*�
�!"

������ #$"$�
x+ 3

x(x+ 1)(x− 2)
.

& � ' � 
 � �(
x+ 3

x(x+ 1)(x− 2)
=

A

x
+

B

x + 1
+

C

x− 2
.

� �����! *��� ��)����� �������� � ������ �
���
����� � ����
���
����� *�������(

x+ 3 = A(x+ 1)(x− 2) + Bx(x− 2) + Cx(x+ 1).
+��������� � ��� *��� ��)����� ��������	
�� �
�*�
�� x(⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = 0 ⇒ 3 = −2A ⇒ A = −3

2
;

x = −1 ⇒ 2 = 3B ⇒ B =
2

3
;

x = 2 ⇒ 5 = 6C ⇒ C =
5

6
.

����������	
��

x+ 3

x(x+ 1)(x− 2)
= − 3

2x
+

2

3(x+ 1)
+

5

6(x− 2)
.



��� �����	
���� �����	� ��� �������	� ����� �� �������	�

������ �����
x+ 5

x2(x− 1)
.

� � � � � 	 �

x+ 5

x2(x− 1)
=

A

x
+

B

x2
+

C

x− 1
.

����


x+ 5 = Ax(x− 1) +B(x− 1) + Cx2.

x = 0 ⇒ 5 = −B ⇒ B = −5;
x = 1 ⇒ 6 = C ⇒ C = 6;

x = −1 ⇒ 4 = 2A− 2B + C ⇒ A = −6.
������������

x+ 5

x2(x− 1)
= −6

x
− 5

x2
+

6

x− 1
.

� ������	� ��	����� �����	�� ����	���� ��� � �� ������!"

�	� 	 ��!�	 #�$%%	&	���' � ������� ������ ��������(��'� #�"

$%%	&	������

������ ���)�
2x+ 1

x(x2 + 2x+ 5)
.

� � � � � 	 �

2x+ 1

x(x2 + 2x+ 5)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 5
.

*�	����� � �����! +���	 # � ���� ���������� 	 ��	����,��

+	�	��	

2x+ 1 = A(x2 + 2x+ 5) + x(Bx+ C).

���#���� �#� #	 	 ��	����� ���� �'� +��'

2x+ 1 = (A+ B)x2 + (2A+ C)x+ 5A.

*�	����,�� #�$%%	&	���' ��	 ��	��#��'� ������,� x
⎧⎪⎨⎪⎩
A+B = 0,

2A+ C = 2,

5A = 1.

���	� $�� �	������ ��!���

A =
1

5
, B = −1

5
, C =

8

5
.



��������	�
� ������ ��� ����
����� ��
��� �� ��
	������ ���

����������	
��

2x+ 1

x(x2 + 2x+ 5)
=

1

5x
+

−x+ 8

5(x2 + 2x+ 5)
.

������ ����
x− 3

x2(x2 + 1)
.

� � � � 
 � ��
x− 3

x2(x2 + 1)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 1
.

�����

x− 3 = Ax(x2 + 1) +B(x2 + 1) + x2(Cx+D).

��� x− 3 = (A+ C)x3 + (B +D)x2 +Ax+ (A+B),

�������� �������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
A+ C = 0,

B +D = 0,

A = 1,

A+ B = −3,
������ A = 1� B = −4� C = −1� D = 4�
�������

x− 3

x2(x2 + 1)
=

1

x
− 4

x2
+
−x+ 4

x2 + 1
.

����������	
��� �����

������ ���� ��������	�
 ������	
��� ����

x5 − x4 + 2x+ 3

x2 − 1
� �	�� ����� ���� ����	 	 ����	
��� ����	�

� ������ �! �"���"�! �"��������	 #$�% ��&���
�' ���((�)��
*
���+ �"����	
�� �"�$	 � ���� ����& �����
��"
&! �"�$�,�

������ ��-�
x+ 5

x4(x+ 1)
.

������ ��./�
x

(x2 + 5)2(x+ 3)
.

� ������ �! �"���"�! "�%��0��	 �"����	
�� �"�$	 
� �"����,*
��� � 
�,�� ���((�)��
�& ������� �"��%���	
&! %
���
�,�



��� �����	
���� �����	� ��� �������	� ����� �� �������	�

������ ������
x

(x− 1)(x+ 2)
.

������ ������
x+ 3

x2(x+ 1)
.

� ��	
���� ����	��� ��������� ���������� 
���� �� �����	��

��	 � ����� �� !!�"�	��# � ������ �	��
� �	���	
	�$��#� ���

 !!�"�	�����

������ ������
x+ 5

x2(x− 5)
.

������ ������
x+ 4

x(x2 + 4x+ 8)
.







������ ���

�������� ���� ��	�����
� 	�� x ∈ R� ���� ��

���� un = (−1)n+1

n2 � ���� un =
(

n+1
4n−1

)n
� ���� 1

2
� ����� 1

4
� ����� ���

�����	��
 S = 2� ����� ��� �������	���

���� ��� �������	��� ���� ��� �����	��� ����� ��� �����	��� �����

��� �������	��� ����� ��� �����	��� ����� ��� �������	��� ����� ���

�������	���

���	 ��� �����	�� �����	��� ���� ��� �����	�� �������� ���� ���

�����	�� �����	��� ����� ��� �������	��� ����� ��� �������	���

����� ��� �������	��� ����� ��� �����	�� �����	��� ����� ��

����
 |r2| � 0, 01�

���� ���� ���� − 1
2a2

� ����� e� �����
2
3
. ����� ��� �������	���

����� ��� �����	�� ��������

����� − 1
x2 . ����	 − sin x. ����� 1

3
3√
x2
. ����� 1− 3x2. ����� cosx−

−3 sinx. ����� x
1+x2 + arctgx. ����� x ln 3 cosx log3 x−sinx

x ln 3 log23 x
. ����� 2+ex−xex

(2+ex)2
.

����� 0. ����
 − 1
1+x2 + ln x + 1 + x−sinx cos x

(x cos x)2
. ����� 5x4 − 12x2 + 2.

����	
8
3
x5/3. �����

−2x2−6x+25
(x2−5x+5)2

. �����
6ax5√
a2+b2

. ����� ctg x − x
sin2 x

.

����� x arctgx. ����� 3x2 ln x. ����� x2ex. ����� (ex−5 cosx)√1−x2−4
(ex−5 sinx−4 arcsin x)

√
1−x2 .

����

x
2
(sin(5x2) + sin(x2)). ����� 1

x(1+ln2 x)
. ����	 1

arcsinx
√
1−x2 .

�
��� y′ = xsinx cosx lnx+ sin xxsinx−1.

�
���
x3·sinx

lnx·arctgx

(
3
x
+ ctg x− 1

x lnx
− 1

arctg x(1+x2)

)
. �
���

(2xey−3x2)y
1−x2yey

.

�
��� −x
y
. �
��
 t(2−t3)

1−2t3 . �
��� T : x− 4y − 5 = 0, N : 4x+ y − 3 = 0.

�
��	 (
(
3;−15

2

)
,
(−2; 10

3

)
. �
��� θ1 = − arctg 0, 6; θ2 = arctg 3.

�
��� t0 = 8�, t1 = 0�, t2 = 4�, t3 = 8�. �
��� 181, 5 ����

�����
5
2
x
√
xdx. �����

(
arctgx+ x

1+x2

)
dx. ����� x cosx−sinx

x2 dx.

����� 2 arctg x+ 2x
1+x2 . ����	

(−1)nn!
(1+x)n+1 . ����� ��� ����� −e−x(x2 − 6x+

+6)dx3. ����� 284
(2−x)5dx

4. ����� �
��� ����� �
����� ����� ≈ 0, 81�





������ ���

� ������ ��	
����� ���� y′′ < 0 	�� x ∈ (−∞; 0) ∪ (0; +∞), ���

��� y = f(x) ��	
����� ����� 	������ ���� ����� x = −1
2
− �����

	������� ����� y = f(x) ��	
���� 	�� x < −1
2
� ���
��� 	��

x > −1
2
, y′′(0) �� �
�����
��� ����� y′′ > 0 	�� x ∈ (−∞; 0)

⋃
(0;∞) �

������ ���
���� ����� m = f(−1) = −4, M = f(0) = 0.
����� m = f(−2) = −20, M = f(4) = 16.

���� ����	��� ���� ������ �� ������ � ���� ����	��� ���� ������ ��

������!� ����� ����	��� ���� ������ �� ������"� ����� ����	��� ����

������ �� ������#� ����� ����	���� x = 0 � x+y = 1. $���� 	������
x = −1

2
� ������ �� ������%� ����	 D(y) = (−∞; 0)

⋃
(0;∞)� �
��&��

����� ��'�� ����	���� x = 0 � y = x� (�)������� �� (−∞; 0)
⋃
(2;∞)


������ �� (0; 2)� ymin = y(2) = 3� *����� ���
�� �� (−∞; 0)
⋃
(0;∞)�

$���� 	������ ���� ������ �� ������+ ����� ,�� ����� ������-.��

�
 �) ����� arccos 1
k
� arctg h

d
.

�	�
 ����	���� y = 1� ymin = y(2) = −1� ����� �
��&�� ��������

�	�� ����	���� y = 0 	�� x→ +∞� ymin = y(0) = 0� ymax = y(2) = 4
e4
�

������ �� �������� �	�� ����	���� y = x + π
2

	�� x → +∞ �

y = x − π
2
	�� x → −∞� ������ �
��&�� �� ������/� �	�� 0� [0; 1]

M = y(1) = 1
e
1 m = y(0) = 0 �� [0; 3] M = y(2) = 4

e2
� m = y(0) = 0� ��

[−1; 2]M = y(−1) = e�m = y(0) = 0� �	��� *�2'�� �������� ����� a
2
�

����

(
3 4
1 6

)
� �����

⎛⎝ −4 −8 −4
−3 −1 −5
−7 −6 1

⎞⎠ . �����

⎛⎝ 8 3 6
0 8 12
−3 6 14

⎞⎠ .

�����

⎛⎝ 10 6 5
8 11 6
9 8 10

⎞⎠ . ����	

⎛⎝ 11
16
4

⎞⎠ . �����

M12 = −6
M22 = 3
A12 = 6
A22 = 3.

����� ��

����
 �/� ����� ��

���� 2� ���
 3� ���� 3� ���� 3� ����

⎛⎝ 1/10 −1/5 7/10
0 1/10 −1/5
0 0 1/10

⎞⎠�

�����
1
9
·
⎛⎝ 1 2 2

2 1 −2
2 −2 1

⎞⎠�



��� ������

���� x = 2� y = 3� z = −2� ���� x = −3, y = 2, z = −1�
���� x1 = 1, x2 = 5, x3 = 2� ���� ������	 
��������
	  ����
�� 
���

���� x1 = 2� x2 = −1� x3 = −3� ���� ������	 
��������
	  ����
��


��� ���� ������	 �������
	 � 
���������
	 x1 =
2
5
+ 3

5
x3� x2 =

1
4
+ 3

4
x3�

x4 =
7
20

+ 13
20
x3�

���	� AM = 5a+c
6

. ����	 B(2;−6; 8). ����� 2a − 3b = −8i − 3j + 10k.

����
 e1,2 = ±(−1
3
i+ 2

3
j − 2

3
k), cosα = −1

3
, cosβ = 2

3
, cos γ = −2

3
�

�����
3
√
2−2
2

. ����� 4
√
2. ����� ������ ����� −√2. ����� 7, −15

2

���
� cos(AC;BD) = − 23
9
√
10
. ���
	 cosB = 2

√
10

10
.

���	� 20i + 14j + 2k. ���	
 25
√
3. ���	� {ha =

√
42
3
, hb =

√
70
5
}.

���	� {±(−2i + j + 3k)}� ���	� {ha = 1; hb = 3
√
5

5
, hc = 3

√
2

2
}.

���	� �� ���	� ��� ���	� ��� ����� �������	
	�
�� ����	 ���	��

�����
1
2
� ����
 ���


��		
7√
11
. 
��	� x+ 7z + 22 = 0. 
��	
 2y − 5z + 10 = 0.


	�	�
x−1
1

= y+1
3

= z−1
1
. 
	�	
 x

−1 = y−1
2

= z−2
1
. 
	�	� α = 90◦,

β = 45◦, γ = 135◦� 
	�	� M ′(1;−1; 4). 
	�	� 11x− 17y − 19z + 10 = 0.


��� 200� 
��� �� ���
	������� 
��� x+1
−1 = y−1

2
= z−2

−3 �

��� 5x = −5

2
(y − 1) = −(z − 2)



�� 6 + 2i, 2 + 4i, 11 + 2i, 1 + 2i� 

�� −1 ± 3i, −1±i√11
3

� 

�	�

ei(
π
2
+2πk) = cos π

2
+ i sin π

2
� 2ei(π+2πk) = 2(cosπ + i sinπ)� 2ei(

π
3
+2πk) =

= 2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
� 

�		 ��� 

�	� ±i, ±√3±i

2
, −i, i±√3

2
.


��� x3 − x2 + x− 1 + 3x+2
x2−1 + C. 
��� A

x
+ B

x2 +
C
x3 +

D
x4 +

E
x+1

.


��	�
Ax+B
x2+5

+ Cx+D
(x2+5)2

+ E
x+3

. 
��		 1
3(x−1) +

2
3(x+2)

. 
��	� − 2
x
+ 3

x2 +
2

x+1
.


��	
 − 2
5x
− 1

x2 +
2

5(x−5) . 
��	�
1
2x
− x+4

2(x2+4x+8)
.



������� � ��	
��� ��

������� � ��	
���

y

x
1

1

2

���� ���� �	
��� ������ y = (x− 1)3 + 2

1

-2 0
x

y

���� ���� �	
��� ������ y = x−2
x+2



��� �����	� 	 
�����

0
x

y

1

-1

���� ���� �	
��� ������ y =
√−x

0 1
x

y

���� ���� �	
��� ������ y = ln(1− x)

π
12−

π
3− π

6

π
12

2π
3

1

−1

0

y

x

���� ���� �	
��� ������ y = 5 sin(2x− π/3)



������� � ��	
��� ��

0 x

y

���� ���� �	
��� ������ y = 1
x2+1

y

x0

���� ���� �	
��� ������ y = x2 + 1
x

y

x−2π −π 0 π 2π 3π

1

−1

���� ���� �	
��� ������ y = 1
sinx



��� �����	� 	 
�����

0

π/2 3π/2 5π/2−π/2−3π/2−5π/2

x

y

1

���� ���� ��	
�� 
����� y = lg(cos x)

0
x

���� ���� ��	
�� 
����� r = ϕ

π

x

y

0

���� ���� ��	
�� 
����� r = π
ϕ



������� � ��	
��� ��

y

x0 1 2

r
ϕ

���� ���� ��	
�� 
����� r = 2 cosϕ

y

x0

1

1

-1

-1

���� ���� ��	
�� 
����� r = 1

0
x

3

���� ���� �	
��� ������ r = 3 cos 4ϕ



��� �����	� 	 
�����

0
1-1

x

y

���� ���� �	
��� ������ y = | lg |x||

1

x

y

0

���� ���� �	
��� ������ y = 2|x|

x

y

0

1

-1

-1
1

���� ���� �	
��� ������ y = x · |x|



������� � ��	
��� ��

0

y

x3

���� ���� �	
��� ������ y = x3 − 3x2

x

y

O

���� ���� �	
��� ������ y = x(1 +
√
x)

x

y

O

���� ���� �	
��� ������ y = 1 +
√
x



��� �����	� 	 
�����

4/27

8/27 0,5 10
x

y

���� ���� ��	
�� 
����� y =
3
√
x2 − x

1

1

y

x0

���� ���� ��	
�� 
����� y = e
1
x − x

y

x
0-2 2

3

���� ���� ��	
�� 
����� y = (x3 + 4)/x2



������� � ��	
��� �

y

x

−1

1

42

���� ���� �	
��� ������ y = x2−4x
x2−4x+8

y

x

4/e2

2

���� ���� �	
��� ������ y = x2e−x

y

x

π/2

−π/2

���� ���� �	
��� ������ y = x+ arctg x
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������� ������� ���

��������� ��	�
��

Aa− � Bb− �� Cc− �� Dd− �� Ee− � Ff − ��

Gg −�� Hh− �	 Ii− 
 Jj −�
 Kk − �� Ll − ��

Mm− �� Nn− �� Oo− � Pp− �� Qq − �� Rr − ��

Ss− �� Tt− �� Uu− � V v − �� Ww − ������� Xx− 
��

Y y − 
���� Zz − ���

������� ��	�
��

Aα− ���� Bβ − ���� Γγ − ����� Δδ − ����� Eε− ���
���

Zζ − ����� Hη − ��� Θθ − ���� Iι− 
��� Kκ− �����

Λλ− ������ Mμ− �� Nν − �� Ξξ − ��
 Oo− ��
����

�π − �
 Rρ− �� Σσ − �
��� Tτ − ��� Υυ − 
��
���

�φ−�
 Ξχ− �
 Ψψ − ��
 Ωω − �����
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